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�✁� ❍✂✄❢❡☎✂
❣✆ ✝④✞✞ VI ✆s❛ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✱♦❛ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ❝✞❥s ✆s❛ ✈è❀❀✉ ✝❥♣q♦s◗ ❣❙❛ ❆ ❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝❪ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✝✞ ✱✝ ❝▼✰✞ ❧❛①③❣ ❣✞sr✞❣❙❪ ☞t❧✆s❛ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✱→ ✱♦❛ ❮✡✞✞❘✆✝ ❧❛❬❀✞✱→ ❧☞❊✆☞②r ❣✞sr❤ ❣❙❛ ❆✈✞✟✉s ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✱♦❛ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✆s❛ ✈✞❙❥ ❉❀✞ ✈❛r❥ ✟✞❀✞ ❣❙ ❭ ❜❧✈è❀✞❀ ✆s❛❪ ❣✆ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛❪ ♠✉♦s◗ ①q✡✞✞s❛ ✱♦❛ ❧❛☞Ø❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ❝✞❥s ✆s❛ ✈✞❙❥✈☞✴✝ ✈è❀❀✉ ✝❥s❛①s ❆ ❧♦❩✟③❋✞✆ ❣✆ ☞✟◆②❤ ✝④✞✞ ✆s❛ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ❧s❧❛❝❛☞✴r ☞✝✱ ①✱ ✝✞❀❩ ✝❤ ❧✆❤④✞✞ ✝❥s❛①s ✱♦❛ ♠❧s ♥✞s❣❥✞✱→①s ❆
�✁✷ ✌✍✎✏✂✑✒✂✓☎✎
❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ✟❥ ♦❙◗❧s ☞✉✿☞✟r ☞✝❀✞ t✞r✞ ❣❙ ❆ ✉❤♣s♥❤ ①❜❩ ❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ✟❥ ♦q◗◆ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ✈❛☞✝r ☞✝❀✞ ①❀✞ ❣❙ ✪

❉❀✞ ✈✞✟ ❜✉ ✈❛☞✝r ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ✈✞❥✞s✻❣❤ Ø✆ ✆s❛ ☞②❬✞ ❧✝rs ❣❙❛ ❭ ❜✉ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✝✞✈✞❥✞s❣❤ Ø✆ � 5, � 1, 3 ❣❙ ❆ ❣✆✉s � 5 ✝✞s ❧❝❧s ◆✞s❱❤ ❧❛❬❀✞ ♦s◗ ✿✟ ✆s❛ ❉❀✞s❛ ♣q✉✞ ❭
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★ ✩ ✪ ✫ ✬ ✭ ✮ ✯ ✰ ✱ ✲ ✳ ✴ ✵ ✶

❜✉ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ✈♦❥✞s❣❤ Ø✆ 14, 8, 3, ... ❣❙ ❆
♠✟❀q❩❉r ❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ✟❥ ♦s◗♦② ♦q◗◆ ✟✠✡✞✞☛✝ ☞②❬✞s ①✱ ❣❙❛ ❆ ✟③❘❀s✝ ➥❝♥q ✟❥ ♠☞♣r ❧❛❬❀✞ ☞②☞❬✞✱ ❆

1. ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ☞✉✿☞✟r ✝❥✉s ♦✞②❤ ✱✝ ❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ✉❤♣s ♥❤ ❣q❜❩ ❣❙ ✪

�3 ✱♦❛ �2 ✝✞s Ø✆Ø✞✪ E✈✞❙❥ F ❧s ✈❛☞✝r ☞✝❀✞ ①❀✞ ❣❙ ❆ B, D, H, J, M ✱❛♦ O ⑥✞❥✞ ✝✞❙✉❧s ✟✠✡✞✞☛✝ ✈❛☞✝r ☞✝✱ t✞✱→①s❛ ❭
2. ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ 7, �5, 4, 0 ✱♦❛ � 4 ✝✞s ✈✞❥✞s❣❤ Ø✆ ✆s❛ Ø✆❝➻ ✝❤☞t✱ ✈✞❙❥ ✈✟✉s ♠Ù✞❥ ✝❤ t✞→♣✝❥✉s ♦s◗ ☞②✱ ❜❯❣s❛ ✱✝ ❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ✟❥ ✈❛☞✝r ✝❤☞t✱ ❆
❣✆ ✈✟✉❤ ☞✟◆②❤ ✝④✞✞ ✆s❛ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ❀✞s① ✱♦❛ ❖❀♦✝②✉ ✝✞ ✈è❀❀✉ ✝❥ ♣q♦s◗ ❣❙❛ ❆☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝❋✞✉✞s❛ ✝✞s ✟☞❁ ✰✱ ✪

☞✝❧❤ ❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ✟❥ t❝ ❣✆
(i) ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s t✞s▼✰rs ❣❙❛❪ r✞s ♥✞❜☛ ✈✞s❥ ♣②rs ❣❙❛ ❆
(ii) ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s t✞s▼✰rs ❣❙❛❪ r✞s ❝✞❜☛ ✈✞s❥ ♣②rs ❣❙❛ ❆
(iii) ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ❄✞❱✞rs ❣❙❛❪ r✞s ❝✞❜☛ ✈✞s❥ ♣②rs ❣❙❛ ❆
(iv) ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ❄✞❱✞rs ❣❙❛❪ r✞s ♥✞❜☛ ✈✞s❥ ♣②rs ❣❙ ❆

❝r✞❜✱ ☞✝ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝❋✞✉ ❧❣❤ ❣❙❛ ✈❋✞♦✞ ①②r ❆ t✞s ✝❋✞✉ ①②r ❣❙ ♠✉✝✞s ❧❣❤ ✝❤☞t✱❆
(i) t❝ ♥✞s ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s ❛ ✝✞s t✞s▼✰✞ t✞r✞ ❣❙❪ r✞s ❣✆s❛ ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙ ❆
(ii) t❝ ♥✞s ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s t✞s▼✰✞ t✞r✞ ❣❙❪ r✞s ❣✆s❛ ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙ ❆
(iii) t❝ ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✈✞❙❥ ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s t✞s▼✰✞ t✞r✞ ❣❙❪ r✞s ❣✆s❛ ❣✆sØ✞✞ ✱✝❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙ ❆
(iv) ✟✠✡✞✞☛✝ 8 ✝✞ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ (� 8) ❣❙ ✱♦❛ ✟✠✡✞✞☛✝ (� 8) ✝✞ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ 8 ❣❙ ❆
(v) ❖❀♦✝②✉ ♦s◗ ☞②✱❪ ☞t❧ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ❄✞❱✞❀✞ t✞✉✞ ❣❙ ♠❧♦s◗ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ ✝✞s ♥✠❧❥s ✟✠✡✞✞☛✝✆s❛ t✞s▼✰ ♥srs ❣❙❛ ❆
(vi) (�10) + 3 = 10 � 3

(vii) 8 + (�7) � (� 4) ✦ 8 + 7 � 4

✈✟✉s ♠Ù✞❥✞s❛ ✝❤ rq②✉✞ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ♠Ù✞❥✞s❛ ♦s◗ ❧✞❋✞ ✝❤☞t✱✪
(i) ❧❣❤ ❣❙ ❆ ♠♥✞❣❥✡✞r✪

(a) 56 + 73 = 129 (b) 113 + 82 = 195  ❜❘❀✞☞♥ ❆

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠
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❜❧ ✝❋✞✉ ♦s◗ ❧✆❋✞❩✉ ✆s❛ ✟✞→♣ ✈✞❙❥ ♠♥✞❣❥✡✞ ♥❤☞t✱ ❆
(ii) ①②r❪ ❉❀✞s❛☞✝ (� 6) + (� 7) = � 13 ❣❙❪ t✞s ☞✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✉❣❤❛ ❣❙ ❆ ❧❣❤ ✝❋✞✉ ❜❧✟③✝✞❥ ❣❙ ✪

t❝ ♥✞s ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ t✞s▼✰s t✞rs ❣❙❛❪ r✞s ❣✆ ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❤ ✟③✞■r ✝❥rs ❣❙❛ ❆ :♠♥✞❣❥✡✞r✪
(a) (� 56) + (� 73) = � 129 (b) (� 113) + (� 82) = � 195, ❜❘❀✞☞♥
❜❧ ✝❋✞✉ ✝✞s ❧❘❀✞☞✟r ✝❥✉s ♦s◗ ☞②✱ ✈✟✉❤ r❥✟✰◗ ❧s ✟✞→♣ ✈✞❙❥ ♠♥✞❣❥✡✞ ♥❤☞t✱ ❆

(iii) ①②r❪ ❉❀✞s❛☞✝ � 9 + 16 = 7, ❀❣ ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✉❣❤❛ ❣❙ ❆ ❧❣❤ ✝❋✞✉ ❜❧ ✟③✝✞❥ ❣❙✪t❝ ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✈✞❙❥ ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s t✞s▼✰✞ t✞r✞ ❣❙❪ r✞s ❣✆ ♠✉✝✞ ✈❛r❥②srs ❣❙❛ ✈✞❙❥ ❝▼✰s ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞ ☞♣➱ ♠❧ ✈❛r❥ ♦s◗ ✟❣②s ❥❬✞ ☞♥❀✞ t✞r✞ ❣❙ ❆ ❝▼✰s ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞☞✉✡✞❩❀ ♥✞s✉✞s❛ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞♣➱✞s❛ ✝❤ ✈♦❣s②✉✞ ✝❥rs ❣q✱ ☞②❀✞ t✞r✞ ❣❙ ❆ ♠♥✞❣❥✡✞r✪
(a) (� 56) + (73) = 17 (b) (� 113) + 82 = � 31

(c) 16 + (� 23) = � 7 (d) 125 + (� 101) = 24

❜❧ ✝❋✞✉ ✝✞ ❧❘❀✞✟✉ ✝❥✉s ♦s◗ ☞②✱ ✟✞→♣ ✈✞❙❥ ♠♥✞❣❥✡✞ ❝✉✞❜✱ ❆
(iv) ❧❣❤✦ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ ♦s◗ ♦q◗◆ ✈✞❙❥ ♠♥✞❣❥✡✞ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ❣❙❛ ✪

✐✇✳❦❦➧❞ ❀❦s❚❀ ✐③❢r②❦s❡
10 �10

�10 10

76 �76

�76 76

✈r✪❪ ☞✝❧❤ ✟✠✡✞✞☛✝ a ✝✞ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ � a ❣❙ ✈✞❙❥ (�  a) ✝✞ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ a ❣❙ ❆
(v) ❧❣❤✦ ❖❀♦✝②✉❪ ❀✞s① ✝✞ ☞♦✟❥❤r ❣✞sr✞ ❣❙ ✈✞❙❥ ❜❧☞②✱ ❣✆ ❄✞❱✞✱ t✞✉s ♦✞②s ✟✠✡✞✞☛✝♦s◗ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ ✝✞s ♥✠❧❥s ✟✠✡✞✞☛✝ ✆s❛ t✞s▼✰ ♥srs ❣❙❛ ❆ ♠♥✞❣❥✡✞r✪❪
(a) 56 � 73 =  56 + 73 ✝✞ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ = 56 + (�73) = �17

(b) 56 � (�73) =  56 + (�73) ✝✞ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ = 56 + 73 = 129

(c) (�79) � 45 = (�79) + (� 45) = �124

(d) (�100) � (�172) = �100 + 172 = 72 ❜❘❀✞☞♥ ❆
❜❧ ✝❋✞✉ ✝✞ ❧❘❀✞✟✉ ✝❥✉s ♦s◗ ☞②✱ ✱s❧s ✝✆ ❧s ✝✆ ✟✞→♣ ♠♥✞❣❥✡✞ ☞②☞❬✞✱ ❆

❜❧ ✟③✝✞❥❪ ❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝ ☞✝❯❣❤❛ ❍✞❤ ♥✞s ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a ✱♦❛ b ♦s◗ ☞②✱❪
a � b = a + b ✝✞ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ = a + (� b)

✈✞❙❥ a � (� b) = a + (� b) ✝✞ ❀✞s❚❀ ✟③☞r②✞s✆ = a + b

(vi) ①②r ❣❙ ❆ ❉❀✞s❛☞✝ (�10) + 3 = �7 ✈✞❙❥ 10 � 3 = 7,

❜❧☞②✱ (�10) + 3 ✦ 10 � 3 ❣❙ ❆
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✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠

(vii) ①②r ❆ ❉❀✞s❛☞✝ 8 + (�7) � (� 4) = 8 + (�7) + 4 = 1 + 4 = 5

✈✞❙❥ 8 + 7 � 4 = 15 � 4 = 11 ❣❙❪ ❜❧☞②✱
8 + (�7) � (� 4) = 8 � 7 + 4 ❣❙ ❆

✈✟✉❤ ☞✟◆②❤ ✝④✞✞ ✆s❛ ❣✆✉s ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ❧✞❋✞ ☞♦☞❍✞❯✉ ✟③✝✞❥ ♦s◗ ✟③☞r✿✟ ✭✟❙❱✉❩✮ ❑✞r ☞✝✱❣❙❛ ❆ ❉❀✞ ✈✞✟ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✆s❛ ❧s ✟③❘❀s✝ ♦s◗ ☞②✱ ✱✝ ✟❙❱✉❩ ❑✞r ✝❥ ❧✝rs ❣❙❛❭ ❀☞♥ ❣✞→❪ r✞s❜✉✝✞s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱ ❆
(a) 7, 3, � 1, � 5, _____, _____, _____.

(b) � 2, � 4, � 6, � 8, _____, _____, _____.

(c) 15, 10, 5, 0, _____, _____, _____.

(d) � 11, � 8, � 5, � 2, _____, _____, _____.

✱s❧s ♦q◗◆ ✈✞❙❥ ✟❙❱✉❩ ❝✉✞❜✱ ✈✞❙❥ ♠❯❣s❛ ✟✠❥✞ ✝❥✉s ♦s◗ ☞②✱ ✈✟✉s ☞✆❂✞✞s❛ ❧s ✝☞❣✱ ❆
✐✂✬✉☎♦②✝ ✶✳✶

1. ☞✝❧❤ ☞♦☞Ø✞✧❱ ☞♥✉ ☞♦☞❍✞❯✉ ▲❋✞✞✉✞s❛ ♦s◗ r✞✟✆✞✉✞s❛ ✝✞s ☞▼①③❤ ❧s☞❨❧❀❧ (°C) ✆s❛ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ⑥✞❥✞ ♥Ø✞✞❩❀✞ ①❀✞ ❣❙ ✪

(a) ❜❧ ❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✈✞❙❥ ❜❧ ✟❥ ✈❛☞✝r ▲❋✞✞✉✞s❛ ♦s◗ r✞✟✆✞✉ ☞②☞❬✞✱ ❆
(b) ♠✟❀q❩❉r ▲❋✞✞✉✞s❛ ✆s❛ ❧s ❧❝❧s ①✆❩ ✈✞❙❥ ❧❝❧s ❇❛▼s ▲❋✞✞✉✞s❛ ♦s◗ r✞✟✆✞✉✞s❛ ✆s❛ ❉❀✞ ✈❛r❥ ❣❙ ❭
(c) ②✞❣q②☞▲✟☞r ✱♦❛ ❏❤✉①❥ ♦s◗ r✞✟✆✞✉✞s❛ ✆s❛ ❉❀✞ ✈❛r❥ ❣❙ ❭
(d) ❉❀✞ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ ☞Ø✞✆②✞ ✈✞❙❥ ❏❤✉①❥ ♦s◗ r✞✟✆✞✉✞s❛ ✝✞ ❀✞s① ☞Ø✞✆②✞ ♦s◗ r✞✟✆✞✉❧s ✝✆ ❣❙❭ ❉❀✞ ❜✉ ♥✞s✉✞s❛ ▲❋✞✞✉✞s❛ ♦s◗ r✞✟✆✞✉✞s❛ ✝✞ ❀✞s① ❏❤✉①❥ ♦s◗ r✞✟✆✞✉ ❧s ❍✞❤ ✝✆ ❣❙ ❭

2. ☞✝❧❤ ✟③Ø✉✞sÙ✞❥❤ ✆s❛ ❧❣❤ ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ ✴✉✞❘✆✝ ✈❛✝ ☞♥✱ t✞rs ❣❙❛ ✈✞❙❥ ①②r ♠Ù✞❥♦s◗ ☞②✱ ❮✡✞✞❘✆✝ ✈❛✝ ☞♥✱ t✞rs ❣❙❛ ❆ ❀☞♥ ✟✞→♣ ♠Ù✞❥✞sr❥ ♣❉✝❥✞s❛ (rounds) ✆s❛t❙✝ ⑥✞❥✞ ✟③✞■r ☞✝✱ ①✱ ✈❛✝ 25, � 5, � 10, 15 ✈✞❙❥ 10 ❋✞s❪ r✞s ❝r✞❜✱ ✈❛r ✆s❛♠❧♦s◗ ✈❛✝✞s❛ ✝✞ ♦q◗② ❀✞s① ☞✝r✉✞ ❋✞✞ ❆
3. ❧✞s✆♦✞❥ ✝✞s ❏❤✉①❥ ✝✞ r✞✟✆✞✉ � 5°C ❋✞✞ ✈✞❙❥ ✆❛①②♦✞❥ ✝✞s r✞✟✆✞✉  2°C ✝✆❣✞s ①❀✞ ❆ ✆❛①②♦✞❥ ✝✞s ❏❤✉①❥ ✝✞ r✞✟✆✞✉ ❉❀✞ ❋✞✞ ❭ ❝q✴♦✞❥ ✝✞s r✞✟✆✞✉ 4°C❝❁ ✰ ①❀✞ ❆ ❝q✴♦✞❥ ✝✞s r✞✟✆✞✉ ☞✝r✉✞ ❋✞✞ ❭
4. ✱✝ ❣♦✞❜❩ t❣✞➈✞ ❧✆q♥③ r② ❧s 5000✆❤❱❥ ✝❤ ♠◗→♣✞❜❩ ✟❥ ♠▼✰ ❥❣✞ ❣❙❆ ✱✝ ☞♦☞Ø✞✧❱➥❝♥q ✟❥ ❀❣ ❣♦✞❜❩ t❣✞➈✞ ❧✆q♥③ r② ❧s 1200 ✆❤❱❥ ✉❤♣s r❙❥r❤ ❣q❜❩ ✟✉▼q❈❝❤ ♦s◗ ❇❤✝♠◗✟❥ ❣❙ ❆ ✟✉▼q❈❝❤ ✈✞❙❥ ❣♦✞❜❩ t❣✞➈✞ ♦s◗ ❝❤♣ ✝❤ ➴è♦✞❩✴❥ ♥✠❥❤ ☞✝r✉❤ ❣❙❭
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5. ✆✞s❣✉ ✈✟✉s ❝❙❛✝ ❬✞✞rs ✆s❛ 2000 ❥◗✟❀s t✆✞ ✝❥r✞ ❣❙ ✈✞❙❥ ✈①②s ☞♥✉ ❜❧✆s❛ ❧s 1642 ❥◗✟❀s
☞✉✝✞② ②sr✞ ❣❙ ❆ ❀☞♥ ❬✞✞rs ✆s❛ ❧s ☞✉✝✞②❤ ①❜❩ ❥✞☞Ø✞ ✝✞s ❮✡✞✞❘✆✝ ❧❛❬❀✞ ❧s ☞✉✿☞✟r ☞✝❀✞
t✞r✞ ❣❙❪ r✞s ❬✞✞rs ✆s❛ t✆✞ ✝❤ ①❜❩ ❥✞☞Ø✞ ✝✞s ✈✞✟ ♦❙◗❧s ☞✉✿☞✟r ✝❥✞s①s ❭ ☞✉✝✞❧❤ ♦s◗ ✟Ø♣✞r⑦
✆✞s❣✉ ♦s◗ ❬✞✞rs ✆s❛ Ø✞s✧✞ ❥✞☞Ø✞ ❑✞r ✝❤☞t✱ ❆

6. ❥❤r✞ ➥❝♥q A ❧s ✟✠♦❩ ✝❤ ✈✞s❥ ➥❝♥q B r✝ 20 ☞✝②✞s✆❤❱❥ ✝❤ ♥✠❥❤ r❀ ✝❥r❤ ❣❙ ❆ ♠❧❤ ❧▼✰✝
♦s◗ ✈✉q☞♥Ø✞ ➥❝♥q  B ❧s ♦❣ 30 ☞✝②✞s✆❤❱❥ ✝❤ ♥✠❥❤ ✟☞Ø♣✆ ✝❤ ✈✞s❥ r❀ ✝❥r❤ ❣❙ ❆ ❀☞♥
✟✠♦❩ ✝❤ ✈✞s❥ r❀ ✝❤ ①❜❩ ♥✠❥❤ ✝✞s ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❧s ☞✉✿☞✟r ☞✝❀✞ t✞r✞ ❣❙❪ r✞s ✟☞Ø♣✆
✝❤ ✈✞s❥ r❀ ✝❤ ①❜❩ ♥✠❥❤ ✝✞s ✈✞✟ ♦❙◗❧s ☞✉✿☞✟r ✝❥✞s①s ❭ ➥❝♥q A ❧s ♠❧✝❤ ✈❛☞r✆ ☞▲❋✞☞r
✝✞s ☞✝❧ ✟✠✡✞✞☛✝ ❧s ☞✉✿☞✟r ✝❥✞s①s ❭

7. ☞✝❧❤ ✆✞❀✞♦❤ ♦①❩ ✆s❛ ✟③❘❀s✝ ✟❛☞❉r❪ ✟③❘❀s✝ ▲r❛❍✞ ✱♦❛ ✟③❘❀s✝ ☞♦✝✡✞❩ ✝❤ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✝✞ ❀✞s① ❧✆✞✉❣✞sr✞ ❣❙ ❆ ❝r✞❜✱ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✆s❛ ❧s ✝✞❙✉❧✞ ♦①❩ ✱✝ ✆✞❀✞♦❤ ♦①❩ ❣❙ ❆
5 �1 � 4 1 �10 0

�5 �2 7 � 4 �3 �2

0 3 �3 � 6 4 �7

(i) (ii)

8. a ✈✞❙❥ b ♦s◗ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✆✞✉✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ a � (� b) = a + b ✝✞ ❧❘❀✞✟✉ ✝❤☞t✱ ✪
(i) a = 21, b = 18 (ii) a = 118, b = 125

(iii) a = 75, b = 84 (iv) a = 28, b = 11

9. ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝❋✞✉✞s❛ ✝✞s ❧❘❀ ❝✉✞✉s ♦s◗ ☞②✱❪ ❝✞❲❉❧ ✆s❛ ❧❛♦s◗r  >, < ✈❋✞♦✞ = ✝✞ ♠✟❀✞s①✝❤☞t✱ ✪
  (a) (� 8) + (� 4)      (�8) � (� 4)

(b) (� 3) + 7 � (19) 15 � 8 + (� 9)

(c) 23 � 41 + 11 23 � 41 � 11

(d) 39 + (� 24) � (15) 36 + (� 52) � (� 36)

(e) � 231 + 79 + 51 �399 + 159 + 81

10. ✟✞✉❤ ♦s◗ ✱✝ r✞②✞❝ ✆s❛ ✈❛♥❥ ✝❤ ✈✞s❥ ❧❤☞❁ ✰❀✞→ ❣❙❛ ❆ ✱✝ ❝❛♥❥ ❧❝❧s ♠◗✟❥ ♦✞②❤ ❧❤❁✰❤ ✭❀✞✉❤✟❣②❤ ❧❤❁✰❤✮ ✟❥ ❝❙❇✞ ❣q✈✞ ❣❙ ❆ ✟✞✉❤ ✉✞❙♦❤❛ ❧❤❁ ✰❤ ✟❥ ❣❙ ❆
(i) ♦❣ ✱✝ ◆②✞→① ✆s❛ r❤✉ ❧❤☞❁ ✰❀✞→ ✉❤♣s ✝❤ ✈✞s❥ ✈✞❙❥ ✈①②❤ ◆②✞→① ✆s❛ ♥✞s ❧❤☞❁ ✰❀✞→ ♠◗✟❥✝❤ ✈✞s❥ t✞r✞ ❣❙ ❆ ☞✝r✉❤ ◆②✞→①✞s❛ ✆s❛ ♦❣ ✟✞✉❤ ♦s◗ ▲r❥ r✝ ✟❣q→♣ ✟✞✱①✞ ❆
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(ii) ✟✞✉❤ ✟❤✉s ♦s◗ ✟Ø♣✞r⑦ ♦❣ ♦✞✟❧ t✞✉✞ ♣✞❣r✞ ❣❙ ❆ ❜❧ ✝✞❀❩ ♦s◗ ☞②✱♦❣ ✱✝ ◆②✞→① ✆s❛ 4 ❧❤☞❁ ✰❀✞→ ♠◗✟❥ ✝❤ ✈✞s❥ ✈✞❙❥ ✈①②❤ ◆②✞→① ✆s❛ 2❧❤☞❁ ✰❀✞→ ✉❤♣s ✝❤ ✈✞s❥ t✞r✞ ❣❙ ❆ ☞✝r✉❤ ◆②✞→①✞s❛ ✆ss❛ ♦❣ ♦✞✟❧ ❧❝❧s♠◗✟❥ ♦✞②❤ ❧❤❁ ✰❤ ✟❥ ✟❣q→♣ t✞✱①✞ ❭
(iii)❀☞♥ ✉❤♣s ✝❤ ✈✞s❥ ✟✞❥ ✝❤ ①❜❩ ❧❤☞❁ ✰❀✞s❛ ✝❤ ❧❛❬❀✞ ✝✞s ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝❧s ☞✉✿☞✟r ☞✝❀✞ t✞r✞ ❣❙ ✈✞❙❥ ♠◗✟❥ ✝❤ ✈✞s❥ ✟✞❥ ✝❤ ①❜❩ ❧❤☞❁✰❀✞s❛ ✝❤❧❛❬❀✞ ✝✞s ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❧s ☞✉✿☞✟r ☞✝❀✞ t✞r✞ ❣❙❪ r✞s ☞✉❊✉☞②☞❬✞r✝✞s ✟✠❥✞ ✝❥rs ❣q✱ ❍✞✞① (i) ✈✞❙❥ (ii) ✆s❛ ♠❧✝❤ ①☞r ✝✞s ☞✉✿☞✟r ✝❤☞t✱✪

(a)  � 3 + 2 + ...  =  � 8  (b) 4 � 2 + ...  =  8.

(a) ✆s❛ ❀✞s① (� 8) ✈✞❇ ❧❤☞❁ ✰❀✞→ ✉❤♣s t✞✉s ✝✞s ☞✉✿☞✟r ✝❥r✞ ❣❙❪ r✞s
(b) ✆s❛ ❀✞s① ✽ ☞✝❧✝✞s ☞✉✿☞✟r ✝❥s①✞ ❭

�✁✸ ✌✄✳✂✂➧☎✂✓❛ ✑✓◗ ❀✂✓① ✱✑❛ ❖❀✑☎✒✎ ✑✓◗ ①✍✳✂
✶�✁�✶ ✂❦s✄ ♦s☎ ✈✆r✄❩r ❧✆♦❵r
❣✆ ❧❤❬✞ ♣q♦s◗ ❣❙❛ ☞✝ ♥✞s ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✝✞ ❀✞s① ✟q✉✪ ✱✝ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞ ❣❤ ❣✞sr❤ ❣❙ ❆ ♠♥✞❣❥✡✞r✪
17 + 24 = 41 ❣❙❪ t✞s ☞✝ ✟q✉✪ ✱✝ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞ ❣❙ ❆ ❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝ ❀❣ ①q✡✞ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗❀✞s① ✝✞ ❧❛♦✝r ①q✡✞ ✝❣②✞r✞ ❣❙ ❆

✈✞❜✱ ♥s❬✞s❛ ☞✝ ❉❀✞ ❀❣ ①q✡✞ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤ ❧❘❀ ❣❙ ✈❋✞♦✞ ✉❣❤❛❆ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ♦q◗◆ ❀q❳✆✉❤♣s ☞♥✱ t✞ ❥❣s ❣❙❛ ❆ ✉❤♣s ♥❤ ❣q❜❩ ❧✞❥✡✞❤ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✈✞❙❥ ❜❧s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱ ✪
❞❋❦✉ ✐③s④❦✳❦

(i) 17 + 23 = 40 ✟☞❥✡✞✞✆ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙ ❆
(ii) (�10) + 3 = _____ ______________

(iii) (�75) + 18 = _____ ______________

(iv) 19 + (�25) = � 6 ✟☞❥✡✞✞✆ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙ ❆
(v) 27 + (�27) = _____ ______________

(vi) (�20) + 0 = _____ ______________

(vii) (�35) + (� 10) = _____ ______________

✈✞✟ ❉❀✞ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ❭ ❉❀✞ ♥✞s ✟ ✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ❀✞s① ❣✆sØ✞✞ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✟③✞■r ✝❥r✞ ❣❙ ❭
❉❀✞ ✈✞✟✝✞s ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ✝✞s❜❩ ✱s❧✞ ❀q❳✆ ☞✆②✞ ☞t❧✝✞ ❀✞s① ✟✠✡✞✞☛✝ ✉❣❤❛ ❣❙ ❭

❉❀✞s❛☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞ ❀✞s① ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣✞sr✞ ❣❙❪ ❜❧☞②✱ ❣✆ ✝❣rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❀✞s① ♦s◗ ✈❛r①❩r❧❛♦✝r (closed) ❣✞srs ❣❙❛ ❭
❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪ ☞✝❯❣❤❛ ♥✞s ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a r❋✞✞ b ♦s◗ ☞②✱ a + b ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆



✐✇✳❦❦➧❞ 7

✶�✁�✷ ❖✂♦❞②✉ ♦s☎ ✈✆r✄❩r ❧✆♦❵r
t❝ ❣✆ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ♥✠❧❥s ✟✠✡✞✞☛✝ ✆s❛ ❧s ❄✞❱✞rs ❣❙❛❪ r✞s ❉❀✞ ❣✞sr✞ ❣❙ ❭ ❉❀✞ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝♠✉✝✞ ✈❛r❥ ❍✞❤ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣✞sr✞ ❣❙ ❭☞✉❊✉☞②☞❬✞r ❧✞❥✡✞❤ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✈✞❙❥ ❜❧s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱✪

❞❋❦✉ ✐③s④❦✳❦
(i) 7 � 9 = � 2 ✟☞❥✡✞✞✆ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙ ❆
(ii) 17 � (� 21) = _______ ______________

(iii) (� 8) � (�14) = 6 ✟☞❥✡✞✞✆ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙ ❆
(iv) (� 21) � (� 10) = _______ ______________

(v) 32 � (�17) = _______ ______________

(vi) (� 18) � (� 18) = _______ ______________

(vii) (� 29) � 0 = _______ ______________

✈✞✟ ❉❀✞ ♥s❬✞rs ❣❙❛❭ ❉❀✞ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ✝✞s❜❩ ✱s❧✞ ❀q❳✆ ❣❙ ☞t❧✝✞ ✈❛r❥ ✟✠✡✞✞☛✝ ✉❣❤❛ ❣❙ ❭ ❉❀✞❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❖❀♦✝②✉ ♦s◗ ✈❛r①❩r ❧❛♦ ✝r ❣❙❛ ❭ ❣❦→❪ ❣❡ �❣ ❧�rs ❣❙❛ ❢� ✐✇✳❦❦➧�
✁❀♦�✂✄ ♦s◗ ✈❛r①❩r ❧❛♦❵r ❣❦srs ❣❙❛ ❆

✈r✪❪ ❀❢♥ a ✈❦❙❥ b♥❦s ✐✇✳❦❦➧� ❣❙❛❪ r❦s a � b ❍❦❤ ✱� ✐✇✳❦❦➧� ❣❦sr❦ ❣❙ ❆ ❉❀✞ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✱→ ❍✞❤ ❜❧①q✡✞ ✝✞s ❧❛rq✧❱ ✝❥r❤ ❣❙❛ ❭
✶�✁�✁ Ø☎✆♦✆✉☎s✂ ✄q✝❦
❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝ 3 + 5 = 5 + 3 = 8 ❣❙, ✈❋✞✞❩r⑦ ♥✞s ✟ ✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✝✞s ☞✝❧❤ ❍✞❤ Ø✆ ✆s❛ t✞s▼✰✞ t✞
❧✝r✞ ❣❙ ❆ ♥✠❧❥s Ø✞❈♥✞s❛ ✆s❛❪ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❀✞s① Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆
❉❀✞ ❜❧❤ ✝❋✞✉ ✝✞s ❣✆ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ❭
❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝ 5 + (� 6) = �1 ✈✞❙❥ (� 6) + 5 = �1 ❣❙❆
❜❧☞②✱ 5 + (� 6) = (� 6) + 5 ❣❙❆
❉❀✞ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ❧✆✞✉ ❣❙❛ ❭

(i) (� 8) + (� 9) ✈✞❙❥ (� 9) + (� 8)

(ii) (� 23) + 32 ✈✞❙❥ 32 + (� 23)

(iii) (� 45) + 0 ✈✞❙❥ 0 + (� 45)

✟✞→♣ ✈❯❀ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ❀q❳✆✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ✱s❧✞ ✟③❀✞❧ ✝❤☞t✱ ❆ ❉❀✞ ✈✞✟✝✞s ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ✝✞s❜❩ ✱s❧✞ ❀q❳✆
☞✆②r✞ ❣❙ ☞t❧♦s◗ ☞②✱ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ Ø✆ ❝♥② ♥s✉s ❧s ♠✉✝✞ ❀✞s① ❍✞❤ ❝♥② t✞r✞ ❣❙ ❆ ☞✉✪❧❯♥s❣ ✉❣❤❛ ❆❀✞s① ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆
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❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪ ☞✝❯❣❤❛ ♥✞s ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a ✈✞❙❥ b, ♦s◗ ☞②✱ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝
a + b = b + a

✦ ❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝ ❖❀♦✝②✉ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ✉❣❤❛ ❣❙ ❆ ❉❀✞ ❀❣ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗☞②✱ Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ❣❙ ❭
✟✠✡✞✞☛✝ 5 ✱♦❛ (�3) ②❤☞t✱❆ ❉❀✞ 5 � (�3) ✱♦❛ (�3) �5 ❧✆✞✉ ❣❙❛ ❭ ✉❣❤❛❪ ❉❀✞s❛☞✝

5 � ( �3) = 5 + 3 = 8 ❣❙ ✱♦❛ (�3) � 5 = � 3 � 5 = � 8 ❣❙❆
✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ✝✆ ❧s ✝✆ ✟✞→♣ ☞♦☞❍✞❯✉ ❀q❳✆ ②❤☞t✱ ✈✞❙❥ ❜❧ ✝❋✞✉ ✝❤ t✞→♣ ✝❤☞t✱ ❆

❣✆ ❀❣ ☞✉✧✝✧✞❩ ☞✉✝✞②rs ❣❙❛ ☞✝ ✁❀♦�✂✄ ✐✇✳❦❦➧�❦s❛ ♦s◗ ❢✂✱ Ø❡❢♦❢✄❡s❀ ✄❣❤❛ ❣❙ ❆
✶�✁�✹ ❧❦❣♣✂❩ ✄q✝❦
☞✉❊✉☞②☞❬✞r ♠♥✞❣❥✡✞✞s❛ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✪
✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ �3, �2 ✱♦❛ �5 ✝✞s ②❤☞t✱ ❆
(�5) + [(�3) + (�2)] ✈✞❙❥ [(�5) + (�3)] + (�2) ✟❥ è❀✞✉ ♥❤☞t✱❆

✟③❋✞✆ ❀✞s① ✆s❛ (�3) ✈✞❙❥ (�2) ✝✞s ☞✆②✞✝❥ ✱✝ ❧✆✠❣ ❝✉✞❀✞ ①❀✞ ❣❙ ✈✞❙❥ ♥✠❧❥s ❀✞s① ✆❛s (�5)✱♦❛ (�3) ✝✞s ☞✆②✞✝❥ ✱✝ ❧✆✠❣ ❝✉✞❀✞ ①❀✞ ❣❙ ❆ ❣✆ ❜❧✝❤ t✞→♣ ✝❥s❛①s ☞✝ ❉❀✞ ❣✆✝✞s ☞♦☞❍✞❯✉
✟☞❥✡✞✞✆ ✟③✞■r ❣✞srs ❣❙❛ ❆

(�5) + [(�3) + (�2)] [(�5) + (�3)] + (�2)

❜✉ ♥✞s✉✞s❛ ❣❤ ☞▲❋✞☞r❀✞s❛ ✆s❛ ❣✆s❛ �10 ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙ ❆
✈❋✞✞❩r⑦❪ (�5) + [(�3) + (�2)] = [(�5) + (�2)] + (�3)

❜❧❤ ✟③✝✞❥❪ �3 , 1 ✈✞❙❥   �7 ✝✞s ②❤☞t✱ ❆
( �3) + [1 + (�7)] = �3 + __________ = __________

[(�3) + 1] + (�7) = �2 + __________ = __________

❉❀✞ (�3) + [1 + (�7)] ✱♦❛ [(�3) + 1] + (�7) ❧✆✞✉ ❣❙❛ ❭
❜❧ ✟③✝✞❥ ♦s◗ ✟✞→♣ ✈✞❙❥ ♠♥✞❣❥✡✞ ②❤☞t✱ ❆ ✈✞✟ ✱s❧✞ ✝✞s❜❩ ♠♥✞❣❥✡✞ ✉❣❤❛ ✟✞✱→①s ☞t❧♦s◗ ☞②✱❜❧ r❥❣ ♦s◗ ❀✞s① ☞♦☞❍✞❯✉ ❣❙❛ ❆ ❀❣ ♥Ø✞✞❩r✞ ❣❙ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❀✞s① ❧❣♣✞❥❤ (associative) ❣✞sr✞❣❙❆ ❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a, b ✈✞❙❥ c ♦s◗ ☞②✱ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝

a + (b + c) = (a + b) + c
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✶�✁�✺ ✂❦s❚✂ r❘❧☎❞
t❝ ❣✆ ☞✝❧❤ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞ ✆s❛ Ø✞✠❯❀ ✝✞s t✞s▼✰rs ❣❙❛❪ r✞s ❣✆s❛ ♦❣❤ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞ ✟③✞■r ❣✞sr❤ ❣❙ ❆ ✟✠✡✞❩❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ Ø✞✠❯❀ ✱✝ ❀✞s❚❀ r❘❧✆✝ (additive identity) ❣❙ ❆ ❉❀✞ ❀❣ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤✱✝ ❀✞s❚❀ r❘❧✆✝ ❣❙ ❭

☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✈✞❙❥ ☞❥❉r ▲❋✞✞✉✞s❛ ✝❤ ✟✠↔r ✝❤☞t✱✪
(i) (� 8) + 0  = � 8 (ii) 0 + (� 8) = � 8

(iii) (�23) + 0 = _____ (iv) 0 + (�37) = �37

(v) 0 + (�59) = _____ (vi) 0 + _____ = � 43

(vii) � 61 + _____ = � 61 (viii) _____ + 0 = _____

♠✟❀q❩❉r ♠♥✞❣❥✡✞ ♥Ø✞✞❩rs ❣❙❛ ☞✝ Ø✞✠❯❀❪ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤ ✱✝ ❀✞s❚❀ r❘❧✆✝ ❣❙ ❆ ✈✞✟ ☞✝❯❣❤❛✟✞→♣ ✈❯❀ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✆s❛ Ø✞✠❯❀ t✞s▼✰✝❥ ❜❧s ❧❘❀✞☞✟r ✝❥ ❧✝rs ❣❙❛ ❆
❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪ ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ a ♦s◗ ☞②✱❪

a + 0 = a = 0 + a

♠♥❦❣❥✳❦ ✶ ✱s❧s ✟✠✡✞✞☛✝ ❀q❳✆ ☞②☞❬✞✱ ☞t✉✝✞
(a) ❀✞s① �3 ❣❙ (b) ✈❛r❥ �5 ❣❙
(c) ✈❛r❥ 2 ❣❙ (d) ❀✞s① 0 ❣❙

❣② (a) (�1) + (�2) = �3 ❀✞ (�5) + 2 = �3

(b) (�9) � (� 4) = �5 ❀✞ (�2) � 3 = �5

(c) (�7) � (�9) = 2 ❀✞ 1 � (�1) = 2

(d) (�10) + 10 = 0 ❀✞ 5 + (�5) = 0

❉❀✞ ✈✞✟ ❜✉ ♠♥✞❣❥✡✞✞s❛ ✆s❛ ✈✞❙❥ ✈☞✴✝ ❀q❳✆ ☞②❬✞ ❧✝rs ❣❙❛ ❭

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠
1. ✱✝ ✱s❧✞ ✟✠✡✞✞☛✝ ❀q❳✆ ☞②☞❬✞✱ ☞t❧✝s ❀✞s① ❧s ❣✆s❛ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙ ✪

(a) ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ (b) Ø✞✠❯❀
(c) ♥✞s✉✞s❛ ✟ ✠✡✞✞☛✝✞s❛ ❧s ◆✞s❱✞ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ (d) ♥✞s✉✞s❛ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✆s❛ ❧s ✝s♦② ☞✝❧❤

✱✝ ❧s ◆✞s❱✞ ✟✠✡✞✞☛✝
(e) ♥✞s✉✞s❛ ✟✠✡✞✞☛✝✞s ❛ ❧s ❝▼✰✞ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝

2. ✱✝ ✱s❧✞ ✟✠✡✞✞☛✝ ❀q❳✆ ☞②☞❬✞✱ ☞t❧✝s ✈❛r❥ ❧s ❣✆s❛ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙ ✪
(a) ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ (b) Ø✞✠❯❀
(c) ♥✞s✉✞s❛ ✟ ✠✡✞✞☛✝✞s❛ ❧s ◆✞s❱✞ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ (d) ♥✞s✉✞s❛ ✟ ✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✆s ❛ ❧s ✝s♦② ☞✝❧❤
(e) ♥✞s✉✞s❛ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ❧s ❝▼✰✞ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✱✝ ❧s ❝▼✰✞ ✟✠✡✞✞☛✝
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✐✂✬✉☎♦②✝ ✶✳✷
1. ✱s❧✞ ✟✠✡✞✞☛✝ ❀q❳✆ ☞②☞❬✞✱ ☞t❧✝✞

(a) ❀✞s① �7 ❣❙ (b) ✈❛r❥ �10 ❣❙ (c) ❀✞s① 0 ❣❙
2. (a) ✱✝ ✱s❧✞ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❀q❳✆ ☞②☞❬✞✱ ☞t❧✝✞ ✈❛r❥ 8 ❣❙ ❆

(b) ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✈✞❙❥ ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ☞②☞❬✞✱ ☞t✉✝✞ ❀✞s① �5 ❣❙ ❆
(c) ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✈✞❙❥ ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ☞②☞❬✞✱ ☞t✉✝✞ ✈❛r❥ �3 ❣❙ ❆

3. ☞✝❧❤ ✟③Ø✉✞sÙ✞❥❤ ♦s◗ r❤✉ ♠Ù✞❥✞sr❥ ♣❉✝❥✞s❛ (rounds) ✆s❛ ❱❤✆ A ⑥✞❥✞ ✟③✞■r ☞✝✱ ①✱ ✈❛✝ � 40,

10, 0 ❋✞s ✈✞❙❥ ❱❤✆ B ⑥✞❥✞ ✟③✞■r ☞✝✱ ①✱ ✈❛✝ 10, 0, � 40 ❋✞s ❆ ☞✝❧ ❱❤✆ ✉s ✈☞è✞✝ ✈❛✝
✟③✞■r ☞✝✱ ❭ ❉❀✞ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ☞✝❧❤ ❍✞❤ Ø✆ ✆s❛ t✞s▼✰✞ t✞ ❧✝r✞ ❣❙ ❭

4. ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝❋✞✉✞s❛ ✝✞s ❧❘❀ ❝✉✞✉s ♦s◗ ☞②✱ ☞❥❉r ▲❋✞✞✉✞s❛ ✝❤ ✟✠☞r❩ ✝❤☞t✱✪
(i) (�5) + (� 8) = (� 8) + (............)

(ii) �53 + ............ = �53

(iii) 17 + ............ = 0

(iv) [13 + (� 12)] + (............) = 13 + [(�12) + (�7)]

(v) (� 4) + [15 + (�3)] = [� 4 + 15] + ............

�✁✹ ✌✄✳✂✂➧☎✂✓❛ ☎✂ ①✍✳✂✎
❣✆ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ❀✞s① ✱♦❛ ❖❀♦✝②✉ ✝❥ ❧✝rs ❣❙❛ ❆ ✈✞❜❩✱ ✈❝ ❧❤❬✞s❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ♦❙◗❧s ①q✡✞✞
☞✝❀✞ t✞r✞ ❣❙❆
✶�✹�✶ ✱❞ ✴✉❦❘☎❞ ✈❦❙❥ ✱❞ ❮✝❦❦❘☎❞ ✐✇✝❦❦➧❞ ❞❦ ✄q✝❦✉
❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✝✞ ①q✡✞✉ ❝✞❥✫❝✞❥ ❀✞s① ❣❙ ❆

♠♥✞❣❥✡✞r✪❪ 5 + 5 + 5 = 3 × 5 = 15

❉❀✞ ✈✞✟ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ❀✞s① ✝✞s ❍✞❤ ❜❧❤ ✟③✝✞❥ ☞✉✿☞✟r ✝❥ ❧✝rs ❣❙❛ ❭
☞✉❊✉☞②☞❬✞r ❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ❧s ❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝ (�5) + (�5) + (�5) = �15 ❣❙❆

✟❥❛rq ❜❧s ❣✆ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✿✟ ✆s❛ ❍✞❤ ☞②❬✞ ❧✝rs ❣❙❛✪
(�5) + (�5) + (�5) = 3 × (�5)

❜❧☞②✱❪ 3 × (�5) = �15

✥�✁ ✥✂✄ ✥✂✁ ✥✄ ✁

❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ✝✞ ♠✟❀✞s① ✝❥rs
❣q✱❪ ❑✞r ✝❤☞t✱✪

4 × (� 8),

8 × (�2),

3 × (�7),

10 × (�1)

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠
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❜❧❤ ✟③✝✞❥❪ (� 4) + (� 4) + (� 4) + (� 4) + (� 4) = 5 × (� 4) = �20

✈✞❙❥ (�3) + (�3) + (�3) + (�3) = __________ = __________

❧✞❋✞ ❣❤❪ (�7) + (�7) + (�7) = __________ = __________

✈✞❜✱ ♥s❬✞s❛ ☞✝ ❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ✝✞ ♠✟❀✞s① ☞✝✱ ☞❝✉✞ ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✱♦❛ ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝
✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ♦❙◗❧s ❑✞r ☞✝❀✞ t✞✱❆

✈✞❜✱ ✱✝ ✈❯❀ ✟③✝✞❥ ❧s 3 × (�5) ❑✞r ✝❥s❛ ❆ ❧♦❩✟③❋✞✆ 3 × 5 ❑✞r ✝❤☞t✱ ✈✞❙❥ ✟③✞■r①q✡✞✉✟◗② ❧s ✟❣②s ❮✡✞ (�) ❥☞❬✞✱ ❆ ✈✞✟ �15 ✟③✞■r ✝❥rs ❣❙❛ ❆ ✈❋✞✞❩r⑦ �15 ✟③✞■r ✝❥✉s ♦s◗ ☞②✱ ❣✆
� (3 × 5) ✟③✞■r ✝❥rs ❣❙❛ ❆
❜❧❤ ✟③✝✞❥❪ 5 × (� 4) = � (5×4) = � 20 ❣❙❆
❜❧❤ ✟③✝✞❥❪ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝✞s ❑✞r ✝❤☞t✱ ✪

4 × (� 8) = _____ = _____ , 3 × (� 7) = _____ = _____

6 × (� 5) = _____ = _____ , 2 × (� 9) = _____ = _____

❜❧ ☞♦☞✴ ✝✞ ♠✟❀✞s① ✝❥rs ❣q✱❪ ❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝
10 × (� 43) = _____ � (10 × 43) = � 430

✈❍✞❤ r✝ ❣✆✉s ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ✭✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✮ × ✭❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✮ ♦s◗ ✿✟ ✆s❛①q✡✞✞ ☞✝❀✞ ❣❙ ❆
✈✞❜✱ ✈❝ ❜✉✝✞s ✭❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✮ × ✭✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✮ ♦s◗ ✿✟ ✆s❛ ①q✡✞✞ ✝❥s❛ ❆
❧♦❩✟③❋✞✆ ❣✆ �3 × 5 ❑✞r ✝❥rs ❣❙❛ ❆
❀❣ ❑✞r ✝❥✉s ♦s◗ ☞②✱ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✟❙❱✉❩ ✝✞s ♥s☞❬✞✱✪
❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ✪ 3 × 5 = 15

2 × 5 = 10 = 15 � 5

1 × 5 = 5 = 10 � 5

0 × 5 = 0 = 5 � 5

❜❧☞②✱❪ �1 × 5 = 0 � 5 = �5

�2 × 5 = �5 � 5 = �10

�3 × 5 = �10 � 5 = �15

❣✆ ✟❣②s ❣❤ ✟③✞■r ✝❥ ♣q♦s◗ ❣❙❛ ☞✝    3 × (�5) = �15

✈r✪❪ ❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝ (�3) × 5 = �15 = 3 × (�5)

❜❧ ✟③✝✞❥ ♦s◗ ✟❙❱✉✞s☛ ✝✞ ♠✟❀✞s① ✝❥rs ❣q✱❪ ❣✆ (�5) × 4 = �20 = 5 × (� 4) ❍✞❤ ✟③✞■r ✝❥rs ❣❙❛ ❆

❑✞r ✝❤☞t✱✪
(i) 6 × (�19)

(ii) 12 × (�32)

(iii) 7 × (�22)

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠
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✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠

✟❙❱✉✞s☛ ✝✞ ♠✟❀✞s① ✝❥rs ❣q✱❪ (� 4) × 8, (�3) × 7, (� 6) × 5 ✈✞❙❥ (� 2) × 9 ❑✞r ✝❤☞t✱ ✈✞❙❥ t✞→♣✝❤☞t✱ ☞✝ ❉❀✞
(� 4) × 8 = 4 × (� 8), (� 3) × 7 = 3 × (�7), (� 6) × 5 = 6 × (� 5)

✈✞❙❥ (� 2) × 9 = 2 × (� 9) ❣❙❭
❜❧✝✞ ♠✟❀✞s① ✝❥rs ❣q✱❪ ❣✆ (�33) × 5 = 33 × (�5) = �165 ✟③✞■r ✝❥rs ❣❙❛❆

❜❧ ✟③✝✞❥❪ ❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝ ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✈✞❙❥ ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ①q✡✞✞ ✝❥rs❧✆❀ ❣✆ ♠✉✝✞s ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ✿✟ ✆s❛ ①q✡✞✞ ✝❥rs ❣❙❛ ✈✞❙❥ ①q✡✞✉✟◗② ❧s ✟❣②s ❮✡✞ ☞♣➱ (�) ❥❬✞♥srs ❣❛❙ ❆ ❜❧ ✟③✝✞❥ ❣✆s❛ ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙ ❆

1. ❑✞r ✝❤☞t✱✪
(a) 15 × (�16) (b) 21 × (�32)

(c) (� 42) × 12 (d) �55 × 15

2. t✞→♣ ✝❤☞t✱ ☞✝ ❉❀✞
(a) 25 × (�21) = (�25) × 21 ❣❙❆
(b) (�23) × 20 = 23 × (�20) ❣❙❆
❜❧ ✟③✝✞❥ ♦s◗ ✟✞→♣ ✈✞❙❥ ♠♥✞❣❥✡✞ ☞②☞❬✞✱ ❆
❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪ ☞✝❯❣❤❛ ♥✞s ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱❪ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝✪

a × (� b) = (� a) × b = � (a × b)

✶�✹�✷ ♥❦s ❮✝❦❦❘☎❞ ✐✇✝❦❦➧❞❦s✆ ❞❦ ✄q✝❦✉
❉❀✞ ✈✞✟ ①q✡✞✉✟◗②  (�3) × (�2) ❑✞r ✝❥ ❧✝rs ❣❙❛ ❭
☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✪

�3 × 4 = � 12

�3 × 3 = �9 = �12 � (�3)

�3 × 2 = � 6 = �9 � (�3)

�3 × 1 = �3 = � 6 � (�3)

�3 × 0 = 0   = �3 � (�3)

�3 × �1 = 0 � (�3) = 0 + 3 = 3

�3 × �2 = 3 � (�3) = 3 + 3 = 6

❉❀✞ ✈✞✟✝✞s ✝✞s❜❩ ✟❙❱✉❩ ☞♥❬✞✞❜❩ ♥sr✞ ❣❙ ❭ è❀✞✉ ♥❤☞t✱ ☞✝ ①q✡✞✉✟◗② ♦❙◗❧s ✟☞❥♦↔rr ❣q✱ ❣❙❛ ❆
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✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠
(i) (�5) × 4, ❧s Ø✞q✿ ✝❥rs ❣q✱❪ (�5) × (� 6) ❑✞r

✝❤☞t✱ ❆
(ii) (� 6) × 3 ❧s Ø✞q✿ ✝❥rs ❣q✱❪ (� 6) × (�7) ❑✞r

✝❤☞t✱ ❆

❜✉ ✟③s④✞✡✞✞s❛ ♦s◗ ✈✞✴✞❥ ✟❥❪ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝✞s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱ ✪
�3 × �3 = _____, �3 × � 4 = _____

✈❝ ❜✉ ①q✡✞✉✟◗②✞s❛ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✈✞❙❥ ☞❥❉r ▲❋✞✞✉✞s❛ ✝❤ ✟✠↔r ✝❤☞t✱✪
� 4 × 4 = �16

� 4 × 3 = �12  = �16 + 4

� 4 × 2 =  _____ = �12 + 4

� 4 × 1 = _____

� 4 × 0 = _____

� 4 × (�1) = _____

� 4 × (�2) = _____

� 4 × (�3) = _____

❜✉ ✟❙❱✉✞s☛ ❧s ❣✆ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ☞✝
(�3) × (�1) = 3 = 3 × 1

(�3) × (�2) = 6 = 3 × 2

(�3) × (�3) = 9 = 3 × 3

✈✞❙❥ (� 4) × (�1) = 4 = 4 × 1

❜❧☞②✱❪ (� 4) × (�2) = 4 × 2   =  _____

(� 4) × (�3) = _____ = _____

✈r✪ ❜✉ ①q✡✞✉✟◗②✞s❛ ✝✞s ♥s❬✞rs ❣q✱ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ ♥❦s ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧�❦s❛ �❦ ①q✳❦✄✐◗✂ ✱�
✴✄❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧� ❣❦sr❦ ❣❙❆ ❣❡ ♥❦s ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧�❦s❛ �❦s ✐✇✳❦❩ ❧❛❬❀❦✈❦s❛ ♦s◗ ✿✐ ❡s❛ ①q✳❦❦ �❥rs ❣❙❛ ✈❦❙❥
①q✳❦✄✐◗✂ ❧s ✐❣✂s ✴✄❦❘❡� ❢♣➱ ✭+✮ ❥❬❦ ♥srs ❣❙❛ ❆
❜❧ ✟③✝✞❥❪ ❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝ (�10) × (�12) = 120 ❣❙❆
❜❧❤ ✟③✝✞❥❪ (�15) × (� 6) = 90 ❣❙❆
❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪ ☞✝❯❣❤❛ ♥✞s ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a ✱♦❛ b ♦s◗ ☞②✱❪

(� a) × (� b) = a × b

❑✞r ✝❤☞t✱:  (�31) × (�100), (�25) × (�72), (�83) × (�28)

�❦s② ✶

(i) ✱✝ ✱s❧✞ ❝✞s▼❩ ②❤☞t✱ ☞t❧ ✟❥ �104 ❧s 104 r✝ ♦s◗ ✟✠✡✞✞☛✝ ✈❛☞✝r ❣✞s❛❪ t❙❧✞ ☞✝ ✈✞Ñ☞r✆s❛ ♥Ø✞✞❩❀✞ ①❀✞ ❣❙ ❆
(ii) ✱✝ ❋✞❙②s ✆s❛ ♥✞s ✉❤②s ✟✞❧s ✈✞❙❥ ♥✞s ②✞② ✟✞❧s ②❤☞t✱ ❆ ✉❤②s ✟✞❧✞s❛ ✟❥ ✈❛☞✝r ➥❝♥q✈✞s❛ ✝❤❧❛❬❀✞ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ♥Ø✞✞❩r❤ ❣❛❙ ✈✞❙❥ ②✞② ✟✞❧✞s❛ ✟❥ ✈❛☞✝r ➥❝♥q✈✞s❛ ✝❤ ❧❛❬❀✞❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ♥Ø✞✞❩r❤ ❣❙❛ ❆
(iii) ✟③❘❀s✝ ☞❬✞②✞▼✰❤ ✈✟✉s ✝✞♠❛❱❥ ✝✞s Ø✞✠❯❀ ✟❥ ❥❬✞s①✞ ❆
(iv) ✟③❘❀s✝ ☞❬✞②✞▼✰❤ ❋✞❙②s ✆s❛ ❧s ✱✝ ❧✞❋✞ ♥✞s ✟✞❧s ☞✉✝✞②s①✞ ✈✞❙❥ ♠✉✝✞s ✟s❛◗♦s◗①✞ ❆

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠
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104 103 102 101 100 99 98 97 96 95 94

83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93

82 81 80 79 78 77 76 75 74 73 72

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71

60 59 58 57 56 55 54 53 52 51 50

39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49

38 37 36 35 34 33 32 31 30 29 28

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6

�5 � 4 �3 �2 �1 0 1 2 3 4 5

� 6 �7 � 8 �9 �10 �11 �12 �13 �14 �15 �16

�27 �26 �25 �24 �23 �22 �21 �20 �19 �18 �17

�28 �29 �30 �31 �32 �33 �34 �35 �36 �37 �38

�  49 � 48 � 47 � 46 � 45 � 44 � 43 � 42 � 41 � 40 �39

� 50 �51 �52 �53 �54 �55 �56 �57 �58 �59 � 60

� 71 � 70 � 69 � 68 � 67 � 66 � 65 � 64 � 63 � 62 � 61

�72 �73 �74 �75 �76 �77 �78 �79 �80 �81 �82

� 93 � 92 � 91 � 90 � 89 � 88 � 87 � 86 � 85 � 84 � 83

� 94 � 95 � 96 � 97 � 98 � 99 � 100 �101 �102 �103  �104

(v) ✟✞❧✞s❛ ✝✞s ✟s❛◗✝✉s ♦s◗ ❝✞♥ ☞❬✞②✞▼✰❤ ✝✞s ✟③❘❀s✝ ❝✞❥ ✟③✞■r ✟✞❧✞s❛ ✟❥ ✈❛☞✝r ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✝✞s ①q✡✞✞✝❥✉✞ ❣❙❆
(vi) ❀☞♥ ①q✡✞✉✟◗② ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙❪ r✞s ☞❬✞②✞▼✰❤ ✈✟✉s ✝✞♠❛❱❥ ✝✞s 104 ✝❤ ✈✞s❥☞❬✞❧✝✞✱①✞ ✈✞❙❥ ❀☞♥ ①q✡✞✉✟◗② ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙❪ r✞s ♦❣ ✈✟✉s ✝✞♠❛❱❥ ✝✞s �104✝❤ ✈✞s❥ ☞❬✞❧✝✞✱①✞ ❆
(vii) t✞s ☞❬✞②✞▼✰❤ ✟❣②s �104 ❀✞ 104 ✟❥ ✟❣q→♣r✞ ❣❙❪☞♦tsr✞ ✝❣②✞✱①✞❆
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✶�✹�✁ r❤✉ ✈❋❦♦❦ ✈✆✴❞ ❮✝❦❦❘☎❞ ✐✇✝❦❦➧❞❦s✆ ❞❦ ✄q✝❦✉✐☎②
❣✆✉s ♥s❬✞✞ ☞✝ ♥✞s ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆r❤✉ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ❉❀✞ ❣✞s①✞❭ ♣✞❥ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞①q✡✞✉✟◗② ❉❀✞ ❣✞s①✞ ❭ ✈✞❜✱ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ♠♥✞❣❥✡✞✞s❛ ✝✞s ♥s❬✞rs ❣❙❛ ✪

(a) (� 4) × (�3) = 12

(b) (� 4) × (�3) × (�2) = [(� 4) × (�3)] × (�2) = 12 × (�2) = � 24

(c) (� 4) × (�3) × (�2) × (�1) = [(� 4) × (�3) × (�2)] × (�1) = (�24) × (�1)

(d) (�5) × [(� 4) × (�3) × (�2) × (�1)] = (�5) × 24 = �120

♠✟❀q❩❉r ♠♥✞❣❥✡✞✞s❛ ❧s ❣✆ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ☞✝
(a) ♥✞s ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s ❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ✱✝ ✴✉✞❘✆✝✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙ ❆
(b) r❤✉ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙ ❆
(c) ♣✞❥ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s ❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ✱✝ ✴✉✞❘✆✝✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙ ❆

(d) ✆s❛ ✟✞→♣ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ❉❀✞ ❣❙ ❭
✻ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ❉❀✞ ❣✞s①✞ ❭❜❧♦s◗ ✈☞r☞❥❉r ❣✆ ❀❣ ❍✞❤ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ☞✝ ♠✟❀q❩❉r (a) ✈✞❙❥ (c)✆s❛ ①q✡✞✞ ☞✝✱ ①✱ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝❤ ❧❛❬❀✞ ❧✆ ❣❙ ✭Ø✆Ø✞✪ ♥✞s ✈✞❙❥ ♣✞❥✮ ✈✞❙❥
(a) ✱♦❛ (c) ✆s❛ ✟③✞■r ①q✡✞✉✟◗② ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙❛ ❆ (b) ✱♦❛ (d)✆s❛ ①q✡✞✞☞✝✱ ①✱ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝❤ ❧❛❬❀✞ ☞♦✧✞✆ ❣❙ ❆ ✈✞❙❥ (b) ✱♦❛ (d) ✆s❛✟③✞■r ①q✡✞✉✟◗② ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❛❙ ❆
❜❧ ✟③✝✞❥❪ ❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝ ①q✳❦❦ ❢�✱ t❦✄s ♦❦✂s ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧�❦s❛ �❤
❧❛❬❀❦ ❀❢♥ ❧❡ ❣❙❪ r❦s ①q✳❦✄✐◗✂ ✴✄❦❘❡� ❣❙ ✈❦❙❥ ❀❢♥ ①q✳❦❦ ❢�✱ t❦✄s
♦❦✂s ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧�❦s❛ �❤ ❧❛❬❀❦ ❢♦✧❦❡ ❣❙❪ r❦s ①q✳❦✄✐◗✂ ✱�
❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧� ❣❙ ❆✟③❘❀s✝ ✟③✝✞❥ ♦s◗ ✟✞→♣ ✈✞❙❥ ♠♥✞❣❥✡✞ ♥s✝❥ ❜❧ ✝❋✞✉ ✝❤ ✟q☞✧❱ ✝❤☞t✱❆

✆☎ s✞♣✠❪ ♣♣☎ ❩ ❞✝✞✟✠ ✈☎ ❙❥ ✞②✞❬☎✠
(i) ①q✡✞✉✟◗② (�9) × (�5) × (� 6)×(�3) ✴✉✞❘✆✝ ❣❙❪ t❝☞✝ ①q✡✞✉✟◗② (�9) × ( �5) × 6 × (�3)❮✡✞✞❘✆✝ ❣❙❆ ❉❀✞s❛ ❭
(ii) ①q✡✞✉✟◗② ✝✞ ☞♣➱ ❉❀✞ ❣✞s①✞❪ ❀☞♥ ❣✆ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝✞s ✱✝ ❧✞❋✞ ①q✡✞✞ ✝❥rs ❣❛❙❭

(a) ✈✞❇ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✱♦❛ r❤✉ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝
(b) ✟✞→♣ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✈✞❙❥ ♣✞❥ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝

✱❞ ❢♦✬❦s�❦ ❢▲✁❦❢r
☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝❋✞✉✞s❛ ✱♦❛ ✟☞❥✡✞✞✆❤ ①q✡✞✉✟◗②✞s❛
✟❥ ☞♦♣✞❥ ✝❤☞t✱ ✪
(�1) × (�1) = +1

(�1) × (�1) × (�1) = �1

(�1) × (�1) × (�1) × (�1)  = +1

(�1) × (�1) × (�1) × (�1) × (�1) = �1

❜❧✝✞ ✈❋✞❩ ❀❣ ❣q✈✞ ☞✝ ❀☞♥ ✟✠✡✞✞☛✝
(�1) ✝✞s ❧✆ ❧❛❬❀✞ ❝✞❥ ①q✡✞✞ ☞✝❀✞ t✞r✞ ❣❙
r✞s ①q✡✞✉✟◗② +1 ❣❙ ✈✞❙❥ ❀☞♥ ✟✠✡✞✞☛✝ (�1)

✝✞s ☞♦✧✞✆ ❧❛❬❀✞ ❝✞❥ ①q✡✞✞ ☞✝❀✞ t✞r✞ ❣❙ r✞s
①q✡✞✉✟◗② �1 ❣❙ ❆ ✈✞✟ ➴✟❥ ☞♥✱ ✝❋✞✉ ✆s❛
(�1) ✝s ❀q❳✆ ❝✉✞✝❥ ❜❧✝❤ t✞→♣ ✝❥
❧✝rs ❣❙❛ ❆ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ❑✞r ✝❥✉s
✆s❛ ❀❣ ❝❣qr ♠✟❀✞s①❤ ❣❙ ❆

Euler ❧❝❧s ✟❣②s ①☞✡✞r❑ ❋✞s
☞t❯❣✞s❛✉s ✈✟✉❤ ✟q▲r✝ Ankitung

zur Algebra (1770) ✆s❛ ❀❣ ☞❧➻
✝❥✉s ✝✞ ✟③❀✞❧ ☞✝❀✞ ☞✝
(�1) × (�1) = 1 ❣✞sr✞ ❣❙❆
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(c) (�1) ✝✞s ❝✞❥❣ ❝✞❥
(d) (�1) ✝✞s 2m ❝✞❥❪ t❣✞→ m ✱✝ ✟③✞Ñr ❧❛❬❀✞ ❣❙ ❆

�✁✺ ✌✄✳✂✂ ➧☎✂✓❛ ✑✓◗ ①✍✳✂✎ ✑✓◗ ①✍✳✂
✶�✺�✶ ✄q✝❦✉ ♦s☎ ✈✆r✄❩r ❧✆♦❵r

1. ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ❧✞❥✡✞❤ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✈✞❙❥ ❜❧s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱✪
❞✁❦✉ ❢✉�❞�❦ ❩

(�20) × (�5) = 100 ①q✡✞✉✟◗② ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙
(�15) × 17 = � 255 ①q✡✞✉✟◗② ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙
(�30) × 12 = _____

(�15) × (�23) = _____

(�14) × (�13) = _____

12 × (�30) = _____

✈✞✟ ❉❀✞ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ❭ ❉❀✞ ✈✞✟ ✱✝ ✱s❧✞ ✟✠✡✞✞☛✝ ❀q❳✆ ❑✞r ✝❥ ❧✝rs ❣❙❛ ☞t❧✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ✱✝✟✠✡✞✞☛✝ ✉❣❤❛ ❣❙ ❭ ✉❣❤❛❪ ❜❧❧s ❣✆s❛ ❀❣ ❑✞r ❣✞sr✞ ❣❙ ☞✝ ♥✞s ✟ ✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ✟q✉✪ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝❣❤ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆ ✈r✪ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ①q✡✞✉ ♦s◗ ✈❛r①❩r ❧❛♦✝r ❣✞srs ❣❙❛ ❆
❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪

❧❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a r❋✞✞ b ♦s◗ ☞②✱ a × b ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆
✟✞→♣ ✈✞❙❥ ✟✠✡✞✞☛✝ ❀q❳✆✞s❛ ♦s◗ ①q✡✞✉✟◗② ❑✞r ✝❤☞t✱ ✈✞❙❥ ♠✟❀q❩❉r ✝❋✞✉ ✝✞s ❧❘❀✞☞✟r ✝❤☞t✱ ❆
✶�✺�✷ ①q✳❦✉ ❞❤ Ø❡❢♦❢✉❡ s❀r❦
❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ①q✡✞✉ Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆ ❉❀✞ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤ ①q✡✞✉ Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ❣❙ ❭
☞✉❊✉☞②☞❬✞r ❧✞❥✡✞❤ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✈✞❙❥ ❜❧s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱✪

❞✁❦✉ ✶ ❞✁❦✉ 2 ❢✉�❞�❦ ❩
3 × (� 4) = �12 (� 4) × 3 = �12 3 × (� 4) = (� 4) × 3

(�30) × 12 = _____ 12 × (�30) = _____

(�15) × (�10) = 150 (�10) × (�15) = 150

(�35) × (�12) = _____ (�12) × (�35) =

(�17) × 0 = _____

__________ = _____ (�1) × (�15) =
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✈✞✟ ❉❀✞ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ❭ ♠✟❀q❩❉r ♠♥✞❣❥✡✞ ❧❛♦s◗r ✝❥rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ①q✡✞✉ Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ❣❙ ❆❜❧ ✟③✝✞❥ ♦s◗ ✟✞→♣ ✈✞❙❥ ♠♥✞❣❥✡✞ ☞②☞❬✞✱ ✱♦❛ ❧❘❀✞✟✉ ✝❤☞t✱ ❆
❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪ ☞✝❯❣❤❛ ♥✞s ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a r❋✞✞ b ♦s◗ ☞②✱❪

a × b = b × a

✶�✺�✁ ✬❦ ✇❯✂ ❧s ✄q✝❦✉
❣✆ t✞✉rs ❣❙ ☞✝ t❝ ☞✝❧❤ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞ ✝✞s Ø✞✠❯❀ ❧s ①q✡✞✞ ☞✝❀✞ t✞r✞ ❣❙❪ r✞s ①q✡✞✉✟◗② ♦s◗ ✿✟ ✆s❛
Ø✞✠❯❀ ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙ ❆ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✱♦❛ Ø✞✠❯❀ ♦s◗ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ①q✡✞✉✟◗②✞s❛ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ❆ ✟❣②s ☞✝✱①✱ ✟❙❱✉✞s☛ ♦s◗ ✈✞✴✞❥ ✟❥ ❣✆ ❜❯❣s❛ ✟③✞■r ✝❥rs ❣❙❛ ❆

(�3) × 0 = 0

0 × (� 4) = 0

� 5 × 0 = _____

0 × (� 6) = _____❀❣ ❧✞❥✡✞❤ ♥Ø✞✞❩r❤ ❣❙ ☞✝ ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✈✞❙❥ Ø✞✠❯❀ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② Ø✞✠❯❀ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆ ❖❀✞✟✝✿✟ ✆s❛❪ ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ a ♦s◗ ☞②✱❪
a × 0 = 0 × a = 0

✶�✺�✹ ✄q✝❦✉❦❘☎❞ r❘❧☎❞
❣✆ t✞✉rs ❣❙ ☞✝ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ✶ ①q✡✞✉✞❘✆✝ r❘❧✆✝ (multiplicative identity) ❣❙ ❆

t✞→♣ ✝❤☞t✱ ☞✝ ✶ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤ ①q✡✞✉✞❘✆✝ r❘❧✆✝ ❣❙ ❆ ✶ ♦s◗ ❧✞❋✞ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗☞✉❊✉☞②☞❬✞r ①q✡✞✉✟◗②✞s❛ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✪
(�3) × 1 = �3 1 × 5 = 5

(� 4) × 1 = _____ 1 × 8 = _____

1 × (�5) = _____ 3 × 1 = _____

1 × (� 6) = _____ 7 × 1 = _____❀❣ ♥Ø✞✞❩r✞ ❣❙ ☞✝ ✶ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤ ①q✡✞✉✞❘✆✝ r❘❧✆✝ ❣❙ ❆
❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪ ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ a ♦s◗ ☞②✱❪ ❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝

a × 1 = 1 × a = a

❀☞♥ ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s �1❧s ①q✡✞✞ ☞✝❀✞ t✞✱❪ r✞s ❉❀✞ ❣✞sr✞ ❣❙ ❭ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝✞s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱✪
(�3) × (�1) = 3

3 × (�1) = �3

(� 6) × (�1) = _____

(�1) × 13 = _____

(�1) × (�25) = _____

18 × (�1) = _____✈✞✟ ❉❀✞ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ❭
❉❀✞ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ �1 ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ①q✡✞✉✞❘✆✝ r❘❧✆✝ ❣❙s ❭ ✉❣❤❛❆

✟✠✡✞✞☛✝✞s ❛ ✝s ☞②✱ Ø✞✠❯❀ ❀✞s❚❀ r❘❧✆✝ ❣❙❪ t❝☞✝ ✶

①q✡✞✉✞❘✆✝ r❘❧✆✝ ❣❙ ❆ t❝ ☞✝❧❤ ✟✠✡✞✞☛✝ a ✝✞s (�1)

❧s ①q✡✞✞ ☞✝❀✞ t✞r✞ ❣❙❪ r✞s ❣✆s❛ ♠❧ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞ ❀✞s❚❀
✟③☞r②✞s✆ ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙❪ ✈❋✞✞❩r⑦
 a × (�1) = (�1) × a = � a ❣✞sr✞ ❣❙❆
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✶�✺�✺ ✄q✝❦✉ ❧❦❣♣✂❩ ✄q✝❦
�3, �2 ✈✞❙❥ 5 ✝✞s ②❤☞t✱ ❆
[(�3) × (�2)] × 5 ✈✞❙❥  (�3) × [(�2) × 5] ✟❥ ☞♦♣✞❥ ✝❤☞t✱ ❆

✟③❋✞✆ ☞▲❋✞☞r ✆s❛❪  (�3) ✱♦❛ (�2) ✝✞s ☞✆②✞✝❥ ✱✝ ❧✆✠❣ ❝✉✞❀✞ ①❀✞ ❣❙ ✈✞❙❥♥✠❧❥❤ ☞▲❋✞☞r ✆s❛❪ (�2) ✱♦❛ 5 ✝✞s ☞✆②✞✝❥ ✱✝ ❧✆✠❣ ❝✉✞❀✞ ①❀✞ ❣❙ ❆❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝  [(�3) × (�2)] × 5 = 6 × 5 = 30

✈✞❙❥ (�3) × [(�2) × 5] = (�3) × (�10) = 30

❜❧ ✟③✝✞❥❪ ♥✞s✉✞s ❛ ❣❤ ☞▲❋✞☞r❀✞s❛ ✆s❛ ❣✆ ✱✝ ❣❤ ♠Ù✞❥ ✟③✞■r ✝❥rs ❣❙❛ ❆
✈r✪❪ [(�3) × (�2)] × 5 = (�3) × [(�2) × 5]

☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✟❥ ☞♦♣✞❥ ✝❤☞t✱ ✈✞❙❥ ①q✡✞✉✟◗②✞s❛ ✝✞s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱✪
[7 × (� 6)] × 4 = __________ × 4 = __________

7 × [(� 6) × 4] = 7 × __________ = __________

❉❀✞ [7 × (� 6)] × 4 = 7 × [(� 6) × (4)] ❣❙❭
❉❀✞ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞♦☞❍✞❯✉ ✟③✝✞❥ ♦s◗ ❧✆✠❣✞s❛ ❧s ①q✡✞✉✟◗② ✟③❍✞✞☞♦r ❣✞sr✞ ❣❙ ❭
❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪ ☞✝❯❣❤❛ r❤✉ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a, b r❋✞✞ c ♦s◗ ☞②✱❪

(a × b) × c = a × (b × c)

a, b ✈✞❙❥ c ✆s ❧s ✟③❘❀s✝ ♦s◗ ☞②✱ ✟✞→♣ ✆✞✉ ②❤☞t✱ ✈✞❙❥ ❜❧ ①q✡✞ ✝✞ ❧❘❀✞✟✉ ✝❤☞t✱ ❆
✈r✪ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✝❤ r❥❣ r❤✉ ✟✠✡✞✞☛✝✞s ❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ♠✉♦s◗ ❧✆✠❣ ❝✉✞✉s ✟❥ ☞✉❍✞❩❥ ✉❣❤❛ ✝❥r✞❣❙ ✈✞❙❥ ❀❣ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ①q✡✞✉ ✝✞ ❧✞❣♣❀❩ ①q✡✞ ✝❣②✞r✞ ❣❙ ❆
✶�✺�✻ ❢♦r❥✳❦ ①q✳❦
❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝
16 × (10 + 2) = (16 × 10) + (16 × 2) [❀✞s① ✟❥ ①q✡✞✉ ✝✞ ☞♦r❥✡✞ ☞✉❀✆]

✈✞❜✱ t✞→♣ ✝❥rs ❣❙❛ ❉❀✞ ❀❣ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤ ❧❘❀ ❣❙ ❭ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝✞s ♥s☞❬✞✱✪
(a) (�2) × (3 + 5) = �2 × 8 = �16

✈✞❙❥ [(�2) × 3] + [(�2) × 5] = (� 6) + (�10) = �16

✈r ✪❪ (�2) × (3 + 5) = [(�2) × 3] + [(�2) × 5]

(b) (� 4) × [(�2) + 7] = (� 4) × 5 = �20

✈✞❙❥ [(� 4) × (�2)] + [(� 4) × 7] =  8  + (�28)  = �20

✈r ✪❪ (� 4) × [(�2) + 7]  = [(� 4) × (�2)] + [(� 4) × 7]

(c) (� 8) × [(�2) + (�1)] = (� 8) × (�3) = 24

✈✞❙❥ [(� 8) × (�2)] + [(� 8) × (�1)] =  16  + 8  = 24

❜❧☞②✱❪  (� 8) × [(�2) + (�1)]  = [(� 8) × (�2)] + [(� 8) × (�1)]

❉❀✞ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤ ❀✞s① ✟❥ ①q✡✞✉ ✝✞ ☞♦r❥✡✞ ☞✉❀✆ ❧❘❀ ❣❙ ❭ ❣✞→
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❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪ ☞✝❯❣❤❛ r❤✉ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a, b ✈✞❙❥ c ♦s◗ ☞②✱❪
a × (b + c) = a × b + a × c

a, b ✈✞❙❥ c ✆s❛ ❧s ✟③❘❀s✝ ♦s◗ ☞②✱ ✝✆ ❧s ✝✆ ✟✞→♣ ☞♦☞❍✞❯✉ ✆✞✉ ②❤☞t✱ ✈✞❙❥ ♠✟❀q❩❉r ☞♦r❥✡✞ ①q✡✞✝✞s ❧❘❀✞☞✟r ✝❤☞t✱ ❆

(i) ❉❀✞ 10 × [(6 + (�2)] = 10 × 6 + 10 × (�2)?

(ii) ❉❀✞ (�15) × [(�7) + (�1)] = (�15) × (�7) + (�15) × (�1)?

✈❝ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✟❥ ☞♦♣✞❥ ✝❤☞t✱ ✪❉❀✞ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ 4 × (3 � 8) = 4 × 3 � 4 × 8 ❣❙❭
✈✞❜✱ ❜❧✝❤ t✞→♣ ✝❥s❛ ✪

4 × (3 � 8) = 4 × (�5) = �20

4 × 3 � 4 × 8 = 12  � 32 = �20❜❧☞②✱, 4 × (3 � 8) = 4 × 3 � 4 × 8 ❣❙❆☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✟❥ ☞♦♣✞❥ ✝❤☞t✱ ✪
( �5) × [( � 4)  � ( � 6)] = ( �5) × 2 =  �10

[( �5) × ( � 4)]  � [ ( �5) × ( � 6)]  = 20  � 30 =  �10

✈r ✪❪ ( �5) × [( � 4)  � ( � 6)] = [( �5) × ( � 4)]  � [ ( �5) × ( � 6)]

( �9) × [ 10  � ( �3)] ✈✞❙❥ [( �9) × 10 ]  � [ ( �9) × ( �3)]

♦s◗ ☞②✱ ❜❧ ✝❋✞✉ ✝❤ t✞→♣ ✝❤☞t✱ ❆
✈✞✟ ✟✞✱→①s ☞✝ ❀s ❍✞❤ ❧✆✞✉ ❣❙❛ ❆
❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛ ☞✝❯❣❤❛ ❍✞❤ r❤✉ ✟✠✡✞✞☛✝✞s ❛ a, b ✈✞❙❥ c ♦s◗ ☞②✱,

a × (b � c) = a × b � a × c

a, b ✈✞❙❥ c ✆s❛ ❧s ✟③❘❀s✝ ♦s◗ ☞②✱ ✝✆ ❧s ✝✆ ✟✞→♣ ✆✞✉ ②❤☞t✱ ✈✞❙❥ ❜❧ ①q✡✞ ✝✞s ❧❘❀✞☞✟r✝❤☞t✱ ❆

(i) ❉❀✞ 10 × (6 � (�2)] = 10 × 6 � 10 × (�2) ❣❙❭
(ii) ❉❀✞ (�15) × [(�7) � (�1)] = (�15) × (�7) � (�15) × (�1) ❣❙❭

✶�✺�✼ ✄q✝❦✉ ❞❦s ✈❦❧❦✉ ❝✉❦✉❦
☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✟❥ ☞♦♣✞❥ ✝❤☞t✱ ✪

(i)  (�25) × 37 × 4 ✝✞s ❣✆ [(�25) × 37] × 4 = (� 925)× 4 = �3700 ♦s◗ ✿✟ ✆s❛ ❑✞r ✝❥❧✝rs ❣❙❛ ❆

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠
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✈❋✞♦✞ ❣✆ ❜❧s ❜❧ ✟③✝✞❥ ❍✞❤ ✝❥ ❧✝rs ❣❙❛ ✪
(�25) × 37 × 4 = (�25) × 4 × 37 = [(�25) × 4] × 37 = (�100) × 37 = �3700

✝✞❙✉✫❧❤ ☞♦☞✴ ✈✞❧✞✉ ❣❙ ❭
▲✟✧❱ ✿✟ ❧s ♥✠❧❥❤ ☞♦☞✴ ✈✞❧✞✉ ❣❙❪ ❉❀✞s❛☞✝ (�25) ✝✞s 4 ❧s ①q✡✞✞ ✝❥✉s ✟❥ �100 ✟③✞■r ❣✞sr✞❣❙❪ ☞t❧s ✸✼ ❧s ①q✡✞✞ ✝❥✉✞ ✈✞❧✞✉ ❣❙ ❆ è❀✞✉ ♥❤☞t✱ ♥✠❧❥❤ ☞♦☞✴ ✆s❛ ✟✠✡✞✞☛✝✞❛s ✝❤Ø✆☞♦☞✉✆s❀r✞ ✈✞❙❥ ❧❣♣✞☞❥r✞ ❧☞❊✆☞②r ❣❙❛ ❆
❜❧ ✟③✝✞❥❪ ❣✆ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝❤ Ø✆☞♦☞✉✆s❀r✞❪ ❧❣♣✞☞❥r✞ ✈✞❙❥ ☞♦r❥✡✞r✞❪ ✟☞❥✝②✉✝✞s ❧❥② ❝✉✞✉s ✆s❛ ❣✆✞❥❤ ❧❣✞❀r✞ ✝❥r❤ ❣❙❛ ❆ ✈✞❜✱ ❜❧❧s ✈✞①s ✈✞❙❥ ♥s❬✞s❛ ☞✝ ❜✉ ①q✡✞✞s❛ ✝✞♠✟❀✞s① ✝❥rs ❣q✱ ♦❙◗❧s ✟☞❥✝②✉✞s❛ ✝✞s ✈✞❧✞✉ ❝✉✞❀✞ t✞ ❧✝r✞ ❣❙ ❆

(ii) 16 × 12 ❑✞r ✝❤☞t✱❆
16 × 12 ✝✞s 16 × (10 + 2) ♦s◗ ✿✟ ✆s❛ ☞②❬✞✞ t✞ ❧✝r✞ ❣❙ ❆
16 × 12 =   16 × (10 + 2)  =  16 × 10 + 16 × 2 = 160 + 32 = 192

(iii) (�23) × 48 = (�23) × [50 � 2]  = (�23) × 50 � (�23) × 2 = (�1150) � (� 46)

= �1104

(iv) (�35) × (�98) = (�35) × [(�100) + 2] = (�35) × (�100) + (�35) × 2

= 3500 + (�70) = 3430

(v) 52 × (� 8) + (�52) × 2

(�52) × 2 ✝✞s  52 × (�2) ♦s◗ ✿✟ ✆s❛ ❍✞❤ ☞②❬✞✞ t✞ ❧✝r✞ ❣❙❆
❜❧☞②✱ , 52 × (� 8) + (�52) × 2 = 52 × (� 8) + 52 × (�2)

= 52 × [(� 8) + (�2)] = 52 × [(�10)] = �520

☞♦r❥✡✞ ①q✡✞ ✝✞ ♠✟❀✞s① ✝❥rs ❣q✱❪ (➧ 49) × 18; (➧25) × (➧31);

70 × (�19) + (�1) × 70 ♦s◗ ✆✞✉ ❑✞r ✝❤☞t✱❆
♠♥❦❣❥✝❦ ✷ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✆s❛ ❧s ✟③❘❀s✝ ①q✡✞✉✟◗② ✝✞s ❑✞r ✝❤☞t✱ ✪

(i) (�18) × (�10) × 9 (ii) (�20) × (�2) × (�5) × 7

(iii) (�1) × (�5) ×  (� 4) × (� 6)

❣②
(i) (�18) × (�10) × 9 = [(�18) × (�10)] × 9 = 180 × 9 = 1620

(ii) (�20) × (�2) × (�5) × 7 = � 20 × (�2 × �5) × 7 = [�20 × 10] × 7 = � 1400

(iii) (�1) × (�5) ×  (� 4) × (� 6) = [(�1) × (�5)] × [(� 4) × (� 6)] = 5 × 24 = 120

♠♥❦❣❥✝❦ ✁ ❧❘❀✞☞✟r ✝❤☞t✱
(�30) × [13 + (�3)] =  [(�30) × 13] + [(�30) × (�3)]

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠
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❣② (�30) × [13 + (�3)] = (�30) × 10 = �300

[(�30) × 13] + [(�30) × (�3)]  = �390 + 90 = �300❜❧☞②✱, (�30) × [13 + (�3)] =  [(�30) × 13] + [(�30) × (�3)]

♠♥❦❣❥✝❦ ✹ ✶✺ ✟③Ø✉✞s❛ ♦✞②s ✱✝ ✝④✞✞ ❱s▲❱ ✆s❛❪ ✟③❘❀s✝ ❧❣❤ ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ ✹ ✈❛✝ ☞♥✱ t✞rs❣❙❛ ✈✞❙❥ ✟③❘❀s✝ ①②r ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ ✭✫✷✮ ✈❛✝ ☞♥✱ t✞rs ❣❙❛❆ ✭i✮ ①q★✟③❤r ❧❍✞❤✟③Ø✉✞s❛ ✝✞s ❣② ✝❥r❤ ❣❙❪ ✟❥❛rq ♠❧♦s◗ ♠Ù✞❥✞s❛ ✆s❛ ❧s ♦s◗♦② ✾ ❧❣❤ ❣❙❛❆ ♠❧✉s ♦q◗②☞✝r✉s ✈❛✝ ✟③✞■r ☞✝✱ ❣❙❛ ❭ ✭ii✮ ♠❧♦s◗ ✱✝ ☞✆❂✞ ♦s◗ ♦s◗♦② ✺ ♠Ù✞❥ ❧❣❤ ❣❙❛ ❆♠❧ ☞✆❂✞ ♦s◗ ⑥✞❥✞ ✟③✞■r ✈❛✝ ☞✝r✉s ❣❙❛❭
❣②

(i) ✱✝ ❧❣❤ ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ t✞✉s ♦✞②s ✈❛✝ = 4

❜❧☞②✱ ✾ ❧❣❤ ♠Ù✞❥✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ ①✱ ✈❛✝ = 4 × 9 = 36

✱✝ ①②r ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ t✞✉s ♦✞②s ✈❛✝ = �2

❜❧☞②✱ 6 (= 15 � 9) ①②r ♠Ù✞❥✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ t✞✉s ♦✞②s ✈❛✝ = (�2) × 6 = �12❜❧☞②✱❪ ①q★✟③❤r ⑥✞❥✞ ✟③✞■r ☞✝✱ ①✱ ✈❛✝ = 36 + ( �12) = 24

(ii) ✱✝ ❧❣❤ ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ t✞✉s ♦✞②s ✈❛✝ = 4

❜❧ ✟③✝✞❥❪ ✺ ❧❣❤ ♠Ù✞❥✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ ①✱ ✈❛✝ = 4 × 5 = 20✱✝ ①②r ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ t✞✉s ♦✞②s ✈❛✝ = (�2)

✈r ✪❪ 10 (=15 � 5) ①②r ♠Ù✞❥✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ t✞✉s ♦✞②s ✈❛✝ = (�2) × 10 = �20❜❧☞②✱❪ ①q★✟③❤r ♦s◗ ☞✆❂✞ ⑥✞❥✞ ✟③✞■r ☞✝✱ ①✱ ✈❛✝ = 20 + ( �20) = 0

♠♥❦❣❥✝❦ ✺ ✆✞✉ ②❤☞t✱ ☞✝ ❣✆ ✟ ✝❋♦❤ ❧s ♠◗✟❥ ✝❤ ♥✠❥❤ ✝✞s ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❧s ☞✉✿☞✟r✝❥rs ❣❙❛ ✈✞❙❥ ✟✝❋♦❤ ❧s ✉❤♣s ✝❤ ♥✠❥❤ ✝✞s ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞❩❛✝ ❧s ☞✉✿☞✟r ✝❥rs ❣❙❛❪r✞s ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ♦s◗ ♠Ù✞❥ ♥❤☞t✱ ✪
(i) ✱✝ ♠❘❋✞✞✟✝ (elevator) ☞✝❧❤ ❬✞✞✉ ✝✠✟✝ ✆s ✺ m ✟③☞r ☞✆✉❱ ✝❤ ♥❥ ❧s ✉❤♣s t✞r✞ ❣❙ ❆✱✝ ❄✞❛❱s ✟Ø♣✞r⑦ ♠❧✝❤ ☞▲❋✞☞r ❉❀✞ ❣✞s①❤ ❭
(ii) ❀☞♥ ♦❣ ❍✞✠☞✆ ❧s ✶✺ m ♠◗✟❥ ❧s ✉❤♣s t✞✉✞ Ø✞q✿ ✝❥r✞ ❣❙❪ r✞s ✹✺ ☞✆✉❱ ❝✞♥ ♠❧✝❤ ☞▲❋✞☞r❉❀✞ ❣✞s①❤ ❭
❣②

(i) ❉❀✞s❛☞✝ ♠❘❋✞✞✟✝ ✉❤♣s ✝❤ ✈✞s❥ t✞ ❥❣✞ ❣❙❪ ❜❧☞②✱ ❜❧♦s◗ ⑥✞❥✞ r❀ ✝❤ ①❜❩ ♥✠❥❤ ✝✞s❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❧s ☞✉✿☞✟r ☞✝❀✞ t✞✱①✞ ❆✱✝ ☞✆✉❱ ✆s❛ ♠❘❋✞✞✟✝ ✝❤ ☞▲❋✞☞r ✆s❛ ✟☞❥♦r❩✉  = �5 m

✻✵ ☞✆✉❱ ✟Ø♣✞r⑦ ♠❘❋✞✞✟✝ ✝❤ ☞▲❋✞☞r ✆s❛ ✟☞❥♦r❩✉ = (�5) × 60 = � 300 m, ✈❋✞✞❩r⑦
❍✞✠☞✆ ✝❤ ❧r❣ ❧s 300 m ✉❤♣s ❆

(ii) 45 m ✆s❛ ♠❘❋✞✞✟✝ ✝❤ ☞▲❋✞☞r ✆s❛ ✟☞❥♦r❩✉ = (�5) × 45 = �225 m

❜❧☞②✱❪ ♠❘❋✞✞✟✝ ✝❤ ✈❛☞r✆ ☞▲❋✞☞r = �225 + 15 = �210 m, ✈❋✞✞❩r⑦ ❍✞✠☞✆ ✝❤ ❧r❣ ❧s
210 m ✉❤♣s ❆
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✐✂✬✉☎♦②✝ ✶✳✸
1. ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ①q✡✞✉✟◗②✞s❛ ✝✞s ❑✞r ✝❤☞t✱ ✪

(a) 3 × (�1) (b) (�1) × 225

(c) (�21) × (�30) (d) (�316) × (�1)

(e) (�15) × 0 × (�18) (f) (�12) × (�11) × (10)

(g) 9 × (�3) × (� 6) (h) (�18) × (�5) × (� 4)

(i) (�1) × (�2) × (�3) × 4 (j) (�3) × (�6) × (�2) × (�1)

2. ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝✞s ❧❘❀✞☞✟r ✝❤☞t✱ ✪
(a) 18 × [7 + (�3)] = [18 × 7] + [18 × (�3)]

(b) (�21) × [(� 4) + (� 6)] = [(�21) × (� 4)] + [(�21) × (� 6)]

3. (i) ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ a ♦s◗ ☞②✱❪ (�1) × a ☞✝❧♦s◗ ❧✆✞✉ ❣❙ ?
(ii) ♦❣ ✟✠✡✞✞☛✝ ❑✞r ✝❤☞t✱❪ ☞t❧✝✞ (�1) ♦s◗ ❧✞❋✞ ①q✡✞✉✟◗② ❣❙ ✪

(a) �22 (b) 37 (c) 0

4. (�1) × 5 ❧s ✈✞❥❛❍✞ ✝❥♦s◗ ☞♦☞❍✞➶ ①q✡✞✉✟◗②✞s❛ ⑥✞❥✞ ✝✞s❜❩ ✟❙❱✉❩ ♥Ø✞✞❩rs ❣q✱ (�1) × (�1) = 1 ✝✞s☞✉✿☞✟r ✝❤☞t✱ ❆
5. ♠☞♣r ①q✡✞✞s❛ ✝✞ ♠✟❀✞s① ✝❥rs ❣q✱❪ ①q✡✞✉✟◗② ❑✞r ✝❤☞t✱ ✪

(a) 26 × (� 48) + (� 48) × (�36) (b) 8 × 53 × (�125)

(c) 15  × (�25) × (� 4) × (�10) (d) (� 41) × 102

(e) 625 × (�35) + (� 625) × 65 (f) 7 × (50 � 2)

(g) (�17) ×  (�29) (h) (�57) × (�19) + 57

6. ☞✝❧❤ ☞❣✆❤✝❥✡✞ ✭❇❛▼✞✮ ✟③☞Ø❀✞ ✆s❛❪ ✝✆❥s ♦s◗ r✞✟✆✞✉ ✝✞s 40°C ❧s❪ 5°C ✟③☞r ❄✞❛❱s ✝❤ ♥❥❧s ✝✆ ✝❥✉s ✝❤ ✈✞♦Ø❀✝r✞ ❣❙ ❆ ❜❧ ✟③☞Ø❀✞ ♦s◗ Ø✞q✿ ❣✞s✉s ♦s◗ ✶✵ ❄✞❛❱s ❝✞♥❪ ✝✆❥s ✝✞r✞✟✆✞✉ ❉❀✞ ❣✞s①✞ ❭
7. ♥❧ ✟③Ø✉✞s❛ ♦✞②s ✱✝ ✝④✞✞ ❱s▲❱ ✆s❛ ✟③❘❀s✝ ❧❣❤ ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ ✺ ✈❛✝ ☞♥✱ t✞rs ❣❙❛ ✈✞❙❥✟③❘❀s✝ ①②r ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ (�2) ✈❛✝ ☞♥✱ t✞rs ❣❙❛ ✱♦❛ ✟③❀❘✉ ✉❣❤❛ ☞✝✱ ①✱ ✟③Ø✉✞s❛ ♦s◗ ☞②✱

Ø✞✠❯❀ ☞♥❀✞ t✞r✞ ❣❙ ❆
(i) ✆✞s❣✉ ♣✞❥ ✟③Ø✉✞s❛ ✝✞ ❧❣❤ ✈✞❙❥ ◆✪ ✟③Ø✉✞s❛ ✝✞ ①②r ♠Ù✞❥ ♥sr✞ ❣❙ ❆ ♠❧♦s◗ ⑥✞❥✞ ✟③✞■r✈❛✝ ☞✝r✉s ❣❙❛ ❭
(ii) ❥sØ✞✆✞ ♦s◗ ✟✞→♣ ♠Ù✞❥ ❧❣❤ ❣❙❛ ✈✞❙❥ ✟✞→♣ ♠Ù✞❥ ①②r ❣❙ ❆ ♠❧♦s◗ ⑥✞❥✞ ✟③✞■r ✈❛✝ ☞✝r✉s❣❙❛ ❭
(iii) ❣❤✉✞ ✉s ♦q◗② ❧✞r ✟③Ø✉ ☞✝✱ ❣❙❛ ♠✉✆s❛ ❧s ♥✞s ✝✞ ♠Ù✞❥ ❧❣❤ ❣❙ ✈✞❙❥ ✟✞→♣ ✝✞ ♠Ù✞❥ ①②r❣❙ ❆ r✞s ♠❧s ☞✝r✉s ✈❛✝ ✟③✞■r ❣✞srs ❣❙❛ ❭

8. ✱✝ ❧❤✆s❛❱ ♦❛◗✟✉❤ ✝✞s ❧✟✰s◗ ♥ ❧❤✆s❛❱ ❝s♣✉s ✟❥ ✽ ★✟❀s ✟③☞r ❝✞s❥❤ ✝❤ ♥❥ ❧s ②✞❍✞ ❣✞sr✞ ❣❙✈✞❙❥ ▲②s❱❤ (Grey) ❥❛① ✝❤ ❧❤✆s❛❱ ❝s♣✉s ✟❥ ✺ ★✟❀s ✟③☞r ❝✞s❥❤ ✝❤ ♥❥ ❧s ❣✞☞✉ ❣✞sr❤ ❣❙ ❆
(a) ☞✝❧❤ ✆❣❤✉s ✆s❛ ♦❣ ♦❛◗✟✉❤ ✸✵✵✵ ❝✞s☞❥❀✞→ ❧✟✰ s◗ ♥ ❧❤✆s❛❱ ✝❤ ✈✞❙❥ ✺✵✵✵ ❝✞s☞❥❀✞→ ▲②s❱❤❧❤✆s❛❱ ✝❤ ❝s♣r❤ ❣❙ ❆ ♠❧✝✞ ②✞❍✞ ✈❋✞♦✞ ❣✞☞✉ ❉❀✞ ❣❙ ❭
(b) ❀☞♥ ❝s♣❤ ①❜❩ ▲②s❱❤ ❧❤✆s❛❱ ✝❤ ❝✞s☞❥❀✞s❛ ✝❤ ❧❛❬❀✞ ✻✹✵✵ ❣❙❪ r✞s ♦❛◗✟✉❤ ✝✞s ▲②s❱❤ ❧❤✆s❛❱✝❤ ☞✝r✉❤ ❝✞s☞❥❀✞→ ❝s♣✉❤ ♣✞☞❣✱❪ r✞☞✝ ♠❧s ✉ r✞s ②✞❍✞ ❣✞s ✈✞❙❥ ✉✞ ❣❤ ❣✞☞✉ ❭
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9. ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝✞s ❧❘❀ ✝❋✞✉ ✆s❛ ✟☞❥♦↔rr ✝❥✉s ♦s◗ ☞②✱❪ ☞❥❉r ▲❋✞✞✉ ✝✞s ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❧s✟③☞r▲❋✞✞☞✟r ✝❤☞t✱ ✪
(a) (�3) × _____ = 27           (b) 5 × _____ = �35

(c) _____ × (� 8) =  �56 (d) _____ × (�12) = 132

�✁✻ ✌✄✳✂✂➧☎✂✓❛ ☎✂ ❢✑❍✂✂t✎
❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝ ☞♦❍✞✞t✉❪ ①q✡✞✞ ✝❤ ☞♦✟❥❤r ❧❛☞Ø❀✞ ❣❙ ❆ ✈✞❜✱ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ✱✝ ♠♥✞❣❥✡✞ ♥s❬✞s❛✪
❉❀✞s❛☞✝ 3 × 5 = 15 ❣❙❪ ❜❧☞②✱ 15 ÷ 5 = 3 ✈✞❙❥ 15 ÷ 3 = 5 ❣❙❆
❜❧❤ ✟③✝✞❥, 4 × 3 = 12 ❧s 12 ÷ 4 = 3 ✱♦❛ 12 ÷ 3 = 4 ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙ ❆

❜❧ ✟③✝✞❥❪ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ✟③❘❀s✝ ①q✡✞✉ ✝❋✞✉ ♦s◗ ☞②✱ ♥✞s ☞♦❍✞✞t✉❀✞ ❍✞✞①❪ ✝❋✞✉ ❣❙❛ ❆
❉❀✞ ✈✞✟ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ①q✡✞✉ ✝❋✞✉ ✱♦❛ ❧❛①r ❍✞✞① ✝❋✞✉✞s❛ ✝✞s ☞②❬✞ ❧✝rs ❣❙❛ ❭
✦ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ❧✞❥✡✞❤ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✈✞❙❥ ❜❧s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱ ❆

①q✳❦✉ ❞✁❦✉
2 × (� 6) = (�12)

(� 4) × 5 = (�20)

(� 8) × (�9) = 72

(�3) × (�7) = _____

(� 8) × 4 = ____

5 × (� 9) = _____

(�10) × (�5) =

❧�①r ❍❦❦① ❞✁❦✉
(�12) ÷ (� 6) = 2         ,     (�12) ÷ 2 = (� 6)

(�20) ÷ (5) = (� 4)      ,     (�20) ÷ (� 4) = 5

72 ÷ _____ = _____  ,     72 ÷ _____ = _____

_____ ÷ (�3) = ____ , _____________

_____________        , _____________

_____________        , _____________

_____________        , _____________

♠✟❀q❩❉r ❧s ❣✆ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ☞✝
(�12) ÷ 2 = (� 6) (�20) ÷ (5) = (� 4)

(�32) ÷ 4 = � 8 (� 45) ÷ 5 = � 9

❣❡ ♥s❬❦rs ❣❙❛ ❢� t❝ ❣❡ ✱� ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧� �❦s ✴✄❦❘❡�
✐✇✳❦❦➧� ❧s ❍❦❦① ♥srs ❣❙❛❪ r❦s ❣❡ ♠❯❣s❛ ✐✇✳❦❩ ❧❛❬❀❦✈❦s❛ ♦s◗ ✿✐ ❡s❛ ❍❦❦①
♥srs ❣❙❛ ✈❦❙❥ ♠❧♦s◗ ✐✬♣❦r⑦ ❍❦❦①✐◗✂ ❧s ✐❣✂s ❮✳❦ ❢♣➱ (�) ❥❬❦ ♥srs
❣❙❛❆ ❜❧ ✐ ③�❦❥❪ ❣❡ ✱� ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧� ✐ ③❦■r �❥rs ❣❙❛ ❆
✦ ❣✆ ❀❣ ❍✞❤ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ☞✝

72  ÷  (�8) = �9 ✈✞❙❥ 50 ÷  (�10) = �5

72  ÷  (�9) = � 8 50  ÷  (�5) = �10

❜❧ ✐③�❦❥❪ ❣❡ �❣ ❧�rs ❣❙❛ ❢� t❝ ❣❡ ✱� ✴✄❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧� �❦s ✱� ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧� ❧s
❍❦❦① ♥srs ❣❙❛❪ r❦s ❧♦❩✐ ③❋❦❡ ❣❡ ♠❯❣s❛ ✐✇✳❦❩ ❧❛❬❀❦✈❦s❛ ♦s◗ ✿✐ ❡s❛ ❍❦❦① ♥srs ❣❙❛ ✈❦❙❥ ♠❧♦s◗ ✐✬♣❦r⑦ ❍❦❦①✐◗✂
♦s◗ ❧❦❡✄s ❮✳❦ ❢♣➱ ✭✫✮ ❥❬❦ ♥srs ❣❙❛❆ ❜❧ ✐③�❦❥❪ ❣❡s❛ ✱� ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧� ✐③❦■r ❣❦sr❦ ❣❙ ❆

❑✞r ✝❤☞t✱ :

(a) (�100) ÷ 5 (b) (�81) ÷ 9

(c) (�75) ÷  5 (d) (�32) ÷ 2

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠
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✁❀❦✐� ✿✐ ❡s❛❪ ❢�❯❣❤❛ ♥❦s ✴✄❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧�❦s❛  a r❋❦❦ b ♦s◗ ❢✂✱❪
a ÷  (� b) = (� a) ÷ b, t❣✞→ b ✦ ★

❑✞r ✝❤☞t✱ :   (a)  125 ÷ (�25)      (b) 80 ÷ (�5)      (c) 64 ÷ (�16)

✦ ✈❛r ✆s❛❪ ❣✆ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ☞✝
(�12)  ÷  (� 6) = 2;(�20)  ÷  (� 4) = 5; (�32)  ÷  (� 8) = 4; (� 45)  ÷  (�9) = 5

❜❧ ✐ ③�❦❥❪ ❣❡ �❣ ❧�rs ❣❙❛ ❢� t❝ ❣❡ ✱� ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧� �❦s ✱� ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧�
❧s ❍❦❦① ♥srs ❣❙❛❪ r❦s ❧♦❩✐ ③❋❦❡ ❣❡ ♠❯❣s❛ ✐✇✳❦❩ ❧❛❬❀❦✈❦s❛ ♦s◗ ✿✐ ❡s❛ ❍❦❦① ♥srs ❣❙❛ ✈❦❙❥ ♠❧♦s◗ ✐✬♣❦r⑦
❍❦❦①✐◗✂ ❧s ✐❣✂s ✴✄❦❘❡� ❢♣➱ ✭+✮ ❥❬❦ ♥srs ❣❙❛ ❪ ✈❋❦❦❩r⑦ ❣❡s❛ ✱� ✴✄❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧� ✐ ③❦■r ❣❦sr❦ ❣❙ ❆
✁❀❦✐� ✿✐ ❡s❛❪ ❢�❯❣❤❛ ♥❦s ❮✳❦❦❘❡� ✐✇✳❦❦➧�❦s❛  a r❋❦❦ b ♦s◗ ❢✂✱❪

(� a) ÷  (� b) = a ÷ b, t❣✞→ b ✦ ★ ❣❙❆

❑✞r ✝❤☞t✱ :     (a) (�36)  ÷  (� 4)           (b) (�201)  ÷  (�3)           (c) (�325)  ÷  (�13)

✶✳✼ ✐✇✳☎☎ ➧❞☎ s❛ ♦s◗ ❍☎☎① ♦s◗ ①q✳☎
☞✉❊✉☞②☞❬✞r ❧✞❥✡✞❤ ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✈✞❙❥ ❜❧s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱ ✪

✈✞✟ ❉❀✞ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ❭ ❣✆ ♥s❬✞rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❍✞✞① ♦s◗ ✈❛r①❩r ❧❛♦✝r ✉❣❤❛ ❣❙❛ ❆ ✈✟✉❤ ✈✞s❥ ❧s✟✞→♣ ✈✞❙❥ ♠♥✞❣❥✡✞ ②srs ❣q✱❪ ❜❧ ✝❋✞✉ ✝❤ ❧❘❀r✞ ♦s◗ ☞②✱ ♠☞♣r ✝✞❥✡✞ ❝r✞❜✱ ❆
✦ ❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞✞① Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ✉❣❤❛ ❣❙ ❆ ✈✞❜✱ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤❜❧✝❤ t✞→♣ ✝❥s❛❆

✈✞✟ ❧✞❥✡✞❤ ❧s ♥s❬✞ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ (� 8) ÷ (� 4) ✦ (� 4) ÷ (� 8) ❣❙❆

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠

❞✁❦✉ ❢✉�❞�❦ ❩ ❞✁❦✉ ❢✉�❞�❦ ❩
(� 8) ÷ (� 4) = 2 ✟☞❥✡✞✞✆ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙
(� 4) ÷ (� 8) = 

8

3
✟☞❥✡✞✞✆ ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✉❣❤❛ ❣❙

(� 8) ÷ 3 = 
�8

3
________________

3 ÷ (� 8) = 
3

�8
________________

❉❀✞ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ (� 48) ÷ 8 = 48 ÷ (� 8)? ✈✞❜✱ t✞→♣ ✝❥rs ❣❙❛ ❆ ❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝
(� 48) ÷ 8 = � 6 ✈❦❙❥ 48  ÷ (� 8) = � 6❆ ❜❧☞②✱ (� 48) ÷ 8 = 48 ÷ (� 8)❆☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝s ☞②✱ ❜❧✝❤ t✞→♣ ✝❤☞t✱
(i) 90 ÷ (� 45) ✈✞❙❥ (�90) ÷ 45 (ii)   (�136) ÷ 4 ✈✞❙❥ 136 ÷ (� 4)



✐✇✳❦❦➧❞ 25

❉❀✞ (� 9) ÷ 3 ✈✞❙❥ 3 ÷ (� 9) ✱✝ ❧✆✞✉ ❣❙❛ ❭
❉❀✞ (� 30) ÷ (� 6) ✈✞❙❥ (� 6) ÷ (� 30) ✱✝ ❧✆✞✉ ❣❙❛ ❭
❉❀✞ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞✞① Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ❣❙ ❭
✉❣❤❛ ❆ ✈✞✟ ✟✞→♣ ✈✞❙❥ ✟✠✡✞✞☛✝ ❀q❳✆ ②s✝❥ ❜❧s ❧❘❀✞☞✟r ✝❥ ❧✝rs ❣❙❛ ❆

✦ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✝❤ r❥❣❪ ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s Ø✞✠❯❀ ❧s ❍✞✞① ✝❥✉✞ ✈❋✞❩❣❤✉ ❣❙ ✈✞❙❥ Ø✞✠❯❀sr❥✟✠✡✞✞☛✝ ❧s Ø✞✠❯❀ ✝✞s ❍✞✞① ♥s✉s ✟❥ Ø✞✠❯❀ ✟③✞■r ❣✞sr✞ ❣❙❪ ✈❋✞✞❩r⑦ ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝  a ♦s◗ ☞②✱
a ÷ 0 ✟☞❥❍✞✞☞✧✞r ✉❣❤❛ ❣❙ ❆ ✟❥❛rq 0 ÷ a = 0, a ✦ ★ ♦s◗ ☞②✱ ❣❙❆

✦ t❝ ❣✆ ☞✝❧❤ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞ ✝✞s ✶ ❧s ❍✞✞① ♥srs ❣❙❛❪ r✞s ❣✆s❛ ♦❣❤ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞ ✟③✞■r ❣✞sr❤ ❣❙ ❆ ✈✞❜✱❜❧✝❤ t✞→♣ ✝❥rs ❣❙❛ ☞✝ ❉❀✞ ❀❣ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞❤ ❧❘❀ ❣❙ ❆
☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✝✞s ♥s☞❬✞✱ ✪
(� 8) ÷ 1 = (� 8) (�11) ÷ 1 = �11 (�13) ÷ 1 = �13

(�25) ÷ 1 = ____ (�37) ÷ 1 = ____ (� 48) ÷ 1 = ____

❀❣ ♥Ø✞✞❩r✞ ❣❙ ☞✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ✶ ❧s ❍✞✞① ♥s✉s ✟❥ ♦❣❤ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞❩✝ ✟③✞■r ❣✞sr✞❣❙ ❆ ✈r✪ ❢�❧❤ ❍❦❤ ✐✇✳❦❦❩� �❦s ✶ ❧s ❍❦❦① ♥s✄s ✐❥ ♦❣❤ ✐✇✳❦❦➧� ✐ ③❦■r ❣❦sr❦ ❣❙ ❆ ❖❀✞✟✝ ✿✟ ✆s❛❪☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ a ♦s◗ ☞②✱ a ÷ 1 = a

✦ ☞✝❧❤ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ✭✫✶✮ ❧s ❍✞✞① ♥s✉s ✟❥ ❉❀✞ ❣✞sr✞ ❣❙ ❭ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ❧✞❥✡✞❤ ✝✞s ✟✠❥✞ ✝❤☞t✱ ✪
(� 8) ÷ (�1) = 8 11 ÷ (�1) = �11 13 ÷ (�1) = ____

(�25) ÷ (�1) = ____ (�37) ÷ (�1) = ____ � 48 ÷ (�1) = ____✈✞✟ ❉❀✞ ♥s❬✞rss ❣❙❛ ❭
❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ✭✫✶✮ ❧s ❍✞✞① ♥s✉s ✟❥ ♦❣❤ ✟✠✡✞✞☛✝ ✟③✞■r ✉❣❤❛❣✞sr✞ ❣❙ ❆

✦ ❉❀✞ ❣✆ ✝❣ ❧✝rs ❣ ❙❛ ☞✝  [(�16) ÷ 4] ÷ (�2) ✱♦❛  (�16) ÷ [4 ÷ (�2)] ❧✆✞✉ ❣❙❛ ❭
❣✆ t✞✉rs ❣❙❛ ☞✝ [(�16) ÷ 4] ÷ (�2) = (� 4) ÷ (�2) = 2

✈✞❙❥ (�16) ÷ [4 ÷ (�2)] = (�16) ÷ (�2) = 8

✈r✪❪ [(�16) ÷ 4] ÷ (�2) ✦ (�16) ÷ [4 ÷ (�2)]

❉❀✞ ✈✞✟ ✝❣ ❧✝rs ❣❙❛ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❍✞✞① ❧✞❣♣❀❩ ❣❙ ✉❣❤❛✦✈✟✉❤ ✈✞s❥ ❧s ✟✞→♣ ✈❯❀ ♠♥✞❣❥✡✞ ②s✝❥ ❜❧s ❧❘❀✞☞✟r ✝❤☞t✱ ❆
♠♥❦❣❥✝❦ ✻ ☞✝❧❤ ❱s▲❱ ✆s❛ ✟③❘❀s✝ ❧❣❤ ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ (+5) ✈❛✝ ☞♥✱

t✞rs ❣❙❛ ✈✞s❥ ✟③❘❀s✝ ①②r ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ (�2) ✈❛✝ ☞♥✱t✞rs ❣❙❛ ❆  (i) ❥✞☞✴✝✞ ✉s ❧❍✞❤ ✟③Ø✉✞s❛ ♦s◗ ♠Ù✞❥ ☞♥✱ ✈✞❙❥ ✸✵✈❛✝ ✟③✞■r ☞✝✱❪ t❝☞✝ ♠❧♦s◗ ✶✵ ♠Ù✞❥ ❧❣❤ ✟✞✱ ①✱ ❆
(ii) t❀ ✉s ❍✞❤ ❧❍✞❤ ✟③Ø✉✞s❛ ♦s◗ ♠Ù✞❥ ☞♥✱ ✈✞❙❥ ♠❧✉s (�12) ✈❛✝ ✟③✞■r ☞✝✱❪t❝☞✝ ♠❧♦s◗ ♣✞❥ ♠Ù✞❥ ❧❣❤ ✟✞ ①✱ ①✱ ❆ ♠✉✆s❛ ❧s ✟③❘❀s✝ ✉s ☞✝r✉s ✟③Ø✉✞s❛ ♦s◗♠Ù✞❥ ①②r ☞♥✱ ❭

❉❀✞ ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ a ♦s◗ ☞②✱
(i) 1 ÷ a = 1 ❣❙ ?

(ii) a ÷ (�1) = � a ❣❙ ?

a ♦s◗ ☞♦☞❍✞❯✉ ✆✞✉✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❜✉✝❤
t✞→♣ ✝❤☞t✱❆

✐✂✄☎✆ ❞✝✞✟✠
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❣②
(i) ✱✝ ❧❣❤ ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ ①✱ ✈❛✝ = 5

✈r✪❪ ✶✵ ❧❣❤ ♠Ù✞❥✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ ①✱ ✈❛✝ = 5 × 10 = 50

❥✞☞✴✝✞ ♦s◗ ⑥✞❥✞ ✟③✞■r ☞✝✱ ①✱ ✈❛✝ = 30

①②r ♠Ù✞❥✞s ❛ ♦s◗ ☞②✱ ✟③✞■r✞❛✝ = 30 � 50 = � 20

✱✝ ①②r ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ ①✱ ✈❛✝ = (�2)

❜❧☞②✱❪ ①②r ♠Ù✞❥✞s❛ ✝❤ ❧❛❬❀✞ = (�20) ÷ (�2) = 10

(ii) ♣✞❥ ❧❣❤ ♠Ù✞❥✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ☞♥✱ ①✱ ✈❛✝ = 5 ⑧ 4 = 20t❀ ⑥✞❥✞ ✟③✞■r ☞✝✱ ①✱ ✈❛✝ = �12

①②r ♠Ù✞❥✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ✟③✞■r✞❛✝  = �12 � 20 = � 32

❜❧☞②✱❪ ①②r ♠Ù✞❥✞s❛ ✝❤ ❧❛❬❀✞  = (�32) ÷ (�2) = 16

♠♥❦❣❥✝❦ ✼ ✝✞s❜❩ ♥q✝✞✉♥✞❥ ✱✝ ✟s✉ ❝s♣✉s ✟❥ ✶ ★✟❀s ✝✞ ②✞❍✞ ✈↔tr ✝❥r❤ ❣❙ ✈✞❙❥ ✈✟✉s✟q❥✞✉s ▲❱✞❲✝ ✝❤ ✟s❛☞❧②✞s❛ ✝✞s ❝s♣rs ❣q✱ ✹✵ ✟❙❧s ✟③☞r ✟s❛☞❧② ✝❤ ❣✞☞✉ ♠❇✞r❤ ❣❙ ❆
(i) ☞✝❧❤ ☞♦☞Ø✞✧❱ ✆❣❤✉s ✆s❛ ♠❧✉s ✺ ★✟❀s ✝❤ ❣✞☞✉ ♠❇✞❜❩ ❆

❜❧ ✈♦☞✴ ✆s❛ ♠❧✉s ✹✺ ✟s✉ ❝s♣s ❆ ❝r✞❜✱ ❜❧ ✈♦☞✴ ✆s❛ ♠❧✉s ☞✝r✉❤ ✟s❛☞❧②s❛ ❝s♣❤❛ ❆
(ii) ✈①②s ✆❣❤✉s ✆s❛ ♠❧s ✉ r✞s ②✞❍✞ ❣q✈✞ ✈✞❙❥ ✉ ❣❤ ❣✞☞✉ ❣q❜❩❆ ❀☞♥ ❜❧ ✆❣❤✉s ✆s❛ ♠❧✉s ✼✵ ✟s✉❝s♣s❪ r✞s ♠❧✉s ☞✝r✉❤ ✟s❛☞❧②s❛ ❝s♣❤❛ ❭
❣②

(i) ✱✝ ✟s✉ ✝✞s ❝s♣✉s ✟❥ ✈↔tr ②✞❍✞ =  1 ★

✹✺ ✟s✉✞s❛ ✝✞s ❝s♣✉s ✟❥ ✈↔tr ②✞❍✞ = 45 ★☞t❧s ❣✆  + 45 ★ ❧s ☞✉↔♥✧❱ ✝❥rs ❣❙❛ ❆
♥❤ ❣q❜❩ ♦q◗② ❣✞☞✉ = 5 ★ ☞t❧s �5 ★ ❧s ☞✉↔♥✧❱ ✝❥rs ❣❙❛ ❆
✈↔tr ②✞❍✞ + ♠❇✞❜❩ ①❜❩ ❣✞☞✉ = ♦q◗② ❣✞☞✉
❜❧☞②✱ ♠❇✞❜❩ ①❜❩ ❣✞☞✉ = ♦q◗② ❣✞☞✉ � ✈↔tr ②✞❍✞
= (� 5 � 45) ★ = (�50) ★ = �5000 ✟❙❧s✱✝ ✟s❛☞❧② ✝✞s ❝s♣✉s ❧s ♠❇✞❜❩ ①❜❩ ❣✞☞✉ =  40 ✟❙❧s ☞t❧s ❣✆  � 40 ✟❙❧s ♦s◗ ✿✟ ✆s❛ ☞②❬✞rs ❣❙❛ ❆
❜❧☞②✱ ❝s♣❤ ①❜❩ ✟s❛☞❧②✞s❛ ✝❤ ❧❛❬❀✞  = (�5000) ÷ (� 40) = 125 ✟s❛☞❧②

(ii) ✈①②s ✆❣❤✉s ✆s❛ ✉ r✞s ②✞❍✞ ❣q✈✞ ✈✞❙❥ ✉ ❣❤ ❣✞☞✉ ❣q❜❩ ❆❜❧☞②✱ ✈↔tr ②✞❍✞ + ♠❇✞❜❩ ①❜❩ ❣✞☞✉ = 0

✈❋✞✞❩r⑦ ✈↔tr ②✞❍✞ = � ♠❇✞❜❩ ①❜❩ ❣✞☞✉
✈❝❪ ✼✵ ✟s✉✞s❛ ✝❤ ❝s♣✉s ❧s ✈↔tr ❨✞✞❍✞ = 70 ★

❜❧☞②✱ ✟s❛☞❧②✞s❛ ✝✞s ❝s♣✉s ❧s ♠❇✞❜❩ ①❜❩ ❣✞☞✉ =  70 ★❪ ☞t❧s ❣✆ � 70 ★ ✈❋✞✞❩r⑦  � 7000 ✟❙❧s❧s ♥Ø✞✞❩rs ❣❙❛❆
❝s♣❤ ①❜❩ ✟s❛☞❧②✞s❛ ✝❤ ♦q◗② ❧❛❬❀✞  = (�7000) ÷ (� 40) = 175 ✟s❛☞❧②s❛
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✐✂✬✉☎♦②✝ ✶✳✹
1. ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✆s❛ ❧s ✟③❘❀s✝ ✝✞ ✆✞✉ ❑✞r ✝❤☞t✱ ✪

(a) (�30) ÷ 10 (b) 50 ÷ (�5) (c) (�36) ÷ (�9)

(d) (� 49) ÷ (49) (e) 13 ÷ [(�2) + 1] (f) 0 ÷ (�12)

(g) (�31) ÷ [(�30) + (�1)]

(h) [(�36) ÷ 12] ÷ 3 (i) [(� 6) + 5)] ÷ [(�2) + 1]

2. a, b ✈✞❙❥ c ♦s◗ ☞✉❊✉☞②☞❬✞r ✆✞✉✞s❛ ✆s❛ ❧s ✟③❘❀s✝ ♦s◗ ☞②✱❪ a ÷ (b + c)✦ (a ÷ b) + (a ÷ c)

✝✞s ❧❘❀✞☞✟r ✝❤☞t✱
(a) a = 12, b = � 4, c = 2 (b) a = (�10), b = 1, c = 1

3. ☞❥❉r ▲❋✞✞✉✞s❛ ✝❤ ✟✠↔r ✝❤☞t✱ ✪
(a) 369 ÷ _____ = 369 (b) (�75) ÷ _____ = �1

(c) (�206) ÷ _____ = 1 (d) � 87 ÷ _____ = 87

(e) _____ ÷ 1 = � 87 (f) _____ ÷ 48 = �1

(g) 20 ÷ _____ = �2 (h) _____ ÷ (4) = �3

4. ✟✞→♣ ✱s❧s ✟✠✡✞✞☛✝ ❀q❳✆ (a, b) ☞②☞❬✞✱❪ r✞☞✝ a ÷ b =  �3 ❣✞s ❆ ✱s❧✞ ✱✝ ❀q❳✆ (6, �2) ❣❙❪❉❀✞s❛☞✝ 6 ÷ (�2) = (�3) ❣❙❆
5. ♥✞s✟❣❥ ✶✷ ❝ts r✞✟✆✞✉ Ø✞✠❯❀ ❧s  10°C ♠◗✟❥ ❋✞✞ ❆ ❀☞♥ ❀❣ ✈✞✴❤ ❥✞r r✝  2°C ✟③☞r ❄✞❛❱s ✝❤♥❥ ❧s ✝✆ ❣✞sr✞ ❣❙❪ r✞s ☞✝❧ ❧✆❀ r✞✟✆✞✉ Ø✞✠❯❀ ❧s 8°C ✉❤♣s ❣✞s①✞ ❭ ✈✞✴❤ ❥✞r ✝✞s r✞✟✆✞✉❉❀✞ ❣✞s①✞ ❭
6. ✱✝ ✝④✞✞ ❱s▲❱ ✆s❛ ✟③❘❀s✝ ❧❣❤ ♠Ù✞❥ ♦s◗ ☞②✱ (+ 3) ✈❛✝ ☞♥✱ t✞rs ❣❙❛ ✈✞❙❥ ✟③❘❀s✝ ①②r ♠Ù✞❥ ♦s◗☞②✱ (�2) ✈❛✝ ☞♥✱ t✞rs ❣❙❛ ✈✞❙❥ ☞✝❧❤ ✟③Ø✉ ✝✞s ❣② ✝❥✉s ✝✞ ✟③❀❘✉ ✉❣❤❛ ✝❥✉s ✟❥ ✝✞s❜❩ ✈❛✝✉❣❤❛ ☞♥❀✞ t✞r✞ ❣❙ ❆  (i) ❥✞☞✴✝✞ ✉s ✷✵ ✈❛✝ ✟③✞■r ☞✝✱ ❆ ❀☞♥ ♠❧♦s◗ ✶✷ ♠Ù✞❥ ❧❣❤ ✟✞✱ t✞rs ❣❙❛❪r✞s ♠❧✉s ☞✝r✉s ✟③Ø✉✞s❛ ✝✞ ♠Ù✞❥ ①②r ☞♥❀✞ ❣❙ ❭ (ii) ✆✞s☞❣✉❤ ❱s▲❱ ✆s❛  (�5) ✈❛✝ ✟③✞■r ✝❥r❤ ❣❙❪t❝☞✝ ♠❧♦s◗ ✼ ♠Ù✞❥ ❧❣❤ ✟✞✱ t✞rs ❣❙❛ ❆ ♠❧✉s ☞✝r✉s ✟③Ø✉✞s❛ ✝✞ ♠Ù✞❥ ①②r ☞♥❀✞ ❣❙❭
7. ✱✝ ♠❘❋✞✞✟✝ ☞✝❧❤ ❬✞✞✉ ✝✠✟✝ ✆s❛ ✻ m ✟③☞r ☞✆✉❱ ✝❤ ♥❥ ❧s ✉❤♣s t✞r✞ ❣❙❆ ❀☞♥ ✉❤♣s t✞✉✞

❍✞✠☞✆ r② ❧s ✶✵ m ♠◗✟❥ ❧s Ø✞q✿ ❣✞sr✞ ❣❙❪ r✞s � 350 m ✟❣q→♣✉s ✆s❛ ☞✝r✉✞ ❧✆❀ ②①s①✞ ❭
❣❡✉ s ❉✄☎ ♣♣☎❩ ❞✝ ❄

1. ✟✠✡✞✞☛✝❪ ❧❛❬❀✞✈✞s❛ ✝✞ ✱✝ ☞♦Ø✞✞② ❧❛①③❣ ❣❙ ☞t❧✆s❛ ✟✠✡✞❩ ❧❛❬❀✞✱→ ✈✞❙❥ ♠✉♦s◗ ❮✡✞✞❘✆✝❧☞❊✆☞②r ❣❙❛ ❆ ❜✉✝✞ ✟☞❥♣❀ ✝④✞✞ VI ✆s ✝❥✞❀✞ ①❀✞ ❋✞✞❆
2. ✈✞✟✉s ☞✟◆②❤ ✝④✞✞ ✆s❛ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ❧❛❬❀✞ ❥s❬✞✞ ✟❥ ☞✉✿☞✟r ✝❥✉s ♦s◗ ❝✞❥s ✆s❛ ✱♦❛ ♠✉♦s◗ ❀✞s①✈✞❙❥ ❖❀♦✝②✉ ♦s◗ ❝✞❥s ✆s❛ ✈è❀❀✉ ☞✝❀✞ ❣❙ ❆
3. ✈❝ ❣✆✉s ❀✞s① ✱♦❛ ❖❀♦✝②✉ ⑥✞❥✞ ❧❛rq✧❱ ❣✞s✉s ♦✞②s ①q✡✞✞s❛ ✝✞ ✈è❀❀✉ ☞✝❀✞ ❣❙ ❆

(a) ✟✠✡✞✞☛✝ ❀✞s① ✱♦❛ ❖❀♦✝②✉ ♥✞s✉✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❧❛♦✝Ù✞ ❣❙ ❆ ✈❋✞✞❩r⑦, a + b ✈✞❙❥ a � b ♥✞s✉✞s❛ ✟q✉✪✟✠✡✞✞❩✝ ❣✞srs ❣❙❛❪ t❣✞→ a ✈✞❙❥ b ✝✞s❜❩ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙❛ ❆
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(b) ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❀✞s① Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ❣❙❪ ✈❋✞✞❩r⑦ ❧❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a r❋✞✞ b ♦s◗ ☞②✱❪
a + b = b + a

(c) ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ❀✞s① ❧✞❣♣❀❩ ❣❙❪ ✈❋✞✞❩r⑦ ❧❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a, b r❋✞✞ c ♦s◗ ☞②✱  (a + b) +

c = a + (b + c) ❣✞sr✞ ❣❙❆
(d) ❀✞s① ♦s◗ ✈❛r①❩r ✟✠✡✞✞☛✝ Ø✞✠❯❀ r❘❧✆✝ ❣❙❪ ✈❋✞✞❩r ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ a ♦s◗ ☞②✱, a + 0 =

0 + a = a ❣✞sr✞ ❣❙❆
4. ❣✆✉s ❀❣ ❍✞❤ ✈è❀❀✉ ☞✝❀✞ ❣❙ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ♦❙◗❧s ①q✡✞✞ ☞✝❀✞ t✞ ❧✝r✞ ❣❙ ✈✞❙❥ ❣✆✉s ✟✞❀✞☞✝ ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✱♦❛ ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙❪ t❝☞✝♥✞s ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣❙ ❆ ♠♥✞❣❥✡✞r✪❪  � 2 × 7 = � 14

✈✞❙❥ � 3 × � 8 = 24 ❣❙❆
5. ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝❤ ❧❛❬❀✞ ❧✆ ❣✞s✉s ✟❥ ♠✉✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ✴✉✞❘✆✝ ❣✞sr✞ ❣❙ t❝☞✝ ❀❣❧❛❬❀✞ ☞♦✧✞✆ ❣✞s✉s ✟❥ ♠✉✝✞ ①q✡✞✉✟◗② ❮✡✞✞❘✆✝ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆
6. ✟✠✡✞✞☛✝ ①q✡✞✉ ♦s◗ ✈❛r①❩r ♦q◗◆ ①q✡✞✞s❛ ✝✞s ♥Ø✞✞❩rs ❣❙❛❆

(a) ①q✡✞✉ ♦s◗ ✈❛r①❩r ✟✠✡✞✞☛✝ ❧❛♦ ✝r ❣✞srs ❣❙❛ ❪ ✈❋✞✞ ❩r⑦ ☞✝❯❣❤❛ ♥✞s ✟ ✠✡✞✞☛✝✞s ❛ a r❋✞✞ b ♦s◗ ☞②✱
a × b ✱✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆

(b) ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ①q✡✞✉ Ø✆☞♦☞✉✆s❀ ❣✞sr✞ ❣❙❪ ✈❋✞✞❩r⑦ ☞✝❯❣❤❛ ♥✞s ✟✠✡✞✞☛✝✞s a r❋✞✞ b ♦s◗ ☞②✱
a × b = b × a ❣✞sr✞ ❣❙❆

(c) ①q✡✞✉ ♦s◗ ✈❛r①❩r ✟ ✠✡✞✞☛✝ ✶❪ r❘❧✆✝ ❣❙ ❪ ✈❋✞✞ ❩r⑦ ☞✝❧❤ ❍ ✞❤ ✟ ✠✡✞✞☛✝ a ♦s◗ ☞②✱
1 × a = a × 1 = a ❣✞sr✞ ❣❙❆

(d) ✟✠✡✞✞❩✝✞s❛ ♦s◗ ☞②✱ ①q✡✞✉ ❧✞❣♣❀❩ ❣✞sr✞ ❣❙❪ ✈❋✞✞❩r⑦ ☞✝❯❣❤❛ r❤✉ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a, b, r❋✞✞ c ♦s◗ ☞②✱❪
(a × b) × c = a × (b × c) ❣✞sr✞ ❣❙❆

7. ❀✞s① ✱♦❛ ①q✡✞✉ ♦s◗ ✈❛r①❩r ✟✠✡✞✞☛✝ ✱✝ ①q✡✞ ✝✞s ♥Ø✞✞❩rs ❣❙❛❪ ☞t❧s ☞♦r❥✡✞ ①q✡✞ ✝❣✞ t✞r✞ ❣❙❪✈❋✞✞❩r⑦ ☞✝❯❣❤❛ r❤✉ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ a, b r❋✞✞ c ♦s◗ ☞②✱❪ a × (b + c) = a × b + a × c ❣✞sr✞ ❣❙❆
8. ❀✞s① ✱♦❛ ①q✡✞✉ ♦s◗ ✈❛r①❩r Ø✆☞♦☞✉✆s❀r✞❪ ❧❣♣✞☞❥r✞ ✈✞❙❥ ☞♦r❥✡✞r✞ ♦s◗ ①q✡✞ ❣✆✞❥s ✟☞❥✝②✉✝✞s ✈✞❧✞✉ ❝✉✞rs ❣❙❛ ❆
9. ❣✆✉s ❀❣ ❍✞❤ ❧❤❬✞✞ ❣❙ ☞✝ ✟✠✡✞✞☛✝✞s❛ ✝✞s ♦❙◗❧s ❍✞✞① ☞♥❀✞ t✞r✞ ❣❙ ❆ ❣✆✉s ✟✞❀✞ ☞✝

(a) t❝ ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❧s ❍✞✞① ☞♥❀✞ t✞r✞ ❣❙ ❀✞ t❝ ✱✝❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ✱✝ ✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❧s ❍✞✞① ☞♥❀✞ t✞r✞ ❣❙❪ r✞s ✟③✞■r ❍✞✞①✟◗② ✱✝❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣✞sr✞ ❣❙❆
(b) ✱✝ ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ✝✞s ♥✠❧❥s ❮✡✞✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❧s ❍✞✞① ♥s✉s ✟❥ ✟③✞■r ❍✞✞①✟◗② ✱✝✴✉✞❘✆✝ ✟✠✡✞✞☛✝ ❣✞sr✞ ❣❙ ❆

10. ☞✝❧❤ ❍✞❤ ✟✠✡✞✞☛✝ a ♦s◗ ☞②✱❪ ❣✆ ✟✞rs ❣❙❛ ☞✝
(a) a ✩ 0 ✟☞❥❍✞✞☞✧✞r ✉❣❤❛ ❣❙ ❆
(b) a ✩ 1 = a ❣❙❆
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2.1 �✁✇✂✄❞✁
✈☎✐✆s ✝✐◆✞❤ ✟④☎☎✈☎s✠ ✡s✠ ✝☛☎☞✆ ✌✍✠ ✎✏☎✡✞✍ ✍s◗ ❝☎❥s ✡s✠ ✈è❀❀✆ ✝✟❀☎ ❣❙❆ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✍s◗ ✈è❀❀✆✡s✠ ❣✡ ♠✝♣r ✝☛☎☞✆❪ ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆❪ ✝✡✝❏r ✝☛☎☞✆ ✈☎❙❥ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✍s◗ ❀☎s① ✌✍✠ ❖❀✍✟✞✆ ✍s◗ ❝☎❥s ✡s✠ ♣♣☎❩✟❥ ♣q✍s◗ ❣❙✠❆ ❣✡✆s❪ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟❤ rq✞✆☎❪ rq❨❀ ✝☛☎☞✆❪ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎s ❧✠❬❀☎ ❥s❬☎☎ ✐❥ ✝✆✿✝✐r ✟❥✆☎ ✈☎❙❥✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎s Ø✡❝➻ ✟❥✆☎❪ ✍s◗ ❝☎❥s ✡s✠ ☛☎❤ ✈è❀❀✆ ✝✟❀☎ ❣❙❆

✎✏☎✡✞✍☎s✠ ✍s◗ ✈è❀❀✆ ✡s✠ ❣✡❪ ♠✆✟❤ rq✞✆☎❪ ❧✠❬❀☎ ❥s❬☎☎ ✐❥ ♠✆✟☎ ✝✆✿✐✳☎ ✈☎❙❥ ♠✆✟☎ ❀☎s①✌✍✠ ❖❀✍✟✞✆❪ ✍s◗ ❝☎❥s ✡s✠ ♣♣☎❩ ✟❥ ♣q✍s◗ ❣❙✠❆
✈❝ ❣✡ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✌✍✠ ✎✏☎✡✞✍☎s✠ ✍s◗ ①q✳☎✆ ✌✍✠ ☛☎☎① ✍s◗ ❝☎❥s ✡s✠ ✈è❀❀✆ ✟❥s✠①s❆
2.2 ✂�✁✑✒✁✓✔ ✕✓✖ ✗✁✘✓ ✄✓✔ ✙✁✚✒✓ ✂❞✛✒✜ ✙P✢✜ ✛✘✣ ✙✤✦✦✒ ✂❞✦✁ ✣★❭
✩✂✪✛ ✂�✁✑✒ ✍❣ ✝☛☎☞✆ ❣☎sr❤ ❣❙ t☎s ❧✠✐✫✳☎❩ ✍s◗ ✌✟ ☛☎☎① ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r❤ ❣❙❆ ❉❀☎ 7

4
✌✟ ♠✝♣r

✝☛☎☞✆ ❣❙✭ ❜❧✍s◗ ✈✠✏☎ ✈❋☎✍☎ ❣❥ ✡s✠ ✟☎❙✆ ❝▼✰☎ ❣❙✭
✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆❪ ❧✠✐✫✳☎❩ ✌✍✠ ♠✝♣r ✝☛☎☞✆ ✟☎ ❧✠❀☎st✆ ❣☎sr☎ ❣❙❆ ❉❀☎ 7

4
✌✟ ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆ ❣❙✭ ❀❣☎→

✈✠✏☎ ✈❋☎✍☎ ❣❥ ✡s✠ ✟☎❙✆ ❝▼✰☎ ❣❙✭
✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆ 7

4
✟☎s 3

1
4
✍s◗ ✿✐ ✡✠s ✝✞❬☎☎ t☎ ❧✟r☎ ❣❙❆ ❀❣ ✌✟ ✂✄✂✮✛ ✂�✁✑✒ ❣❙❆

❉❀☎ ✈☎✐ ♠✝♣r❪ ✝✍✧☎✡ ✌✍✠ ✝✡✝❏r ✝☛☎☞✆ ✡s✠ ❧s ✐③❘❀s✟ ✍s◗ ✐☎→♣ ♠✎☎❣❥✳☎ ✝✞❬☎ ❧✟rs ❣❙✠✭
✯✲✴✵✶✸✴ 1

3

5
✍s◗ ✐☎→♣ rq❨❀ ✝☛☎☞✆ ✝✞✝❬☎✌❆

✵✹ 3

5
✍s◗ rq❨❀ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✡s✠ ❧s ✌✟ 3 3 2 6

5 5 2 10

➫❂ ❂➫ ❣❙❆
✏☎s✧☎ ♣☎❥ rq❨❀ ✝☛☎☞✆ ✈☎✐ ▲✍❀✠ ❑☎r ✟❤✝t✌❆

✺✻
✼✽
✼
✾❁❃❄❅❇ ❈❊● ■❚❄❱❲❊



①❢✳❦r✥✦

✯✲✴✵✶✸✴ 2 ❥✡s✏☎ ✆s ✌✟ ✐③✏✆☎✍✞❤ ✟☎ 2

7
☛☎☎① ❣✞ ✝✟❀☎ t❝✝✟ ❧❤✡☎ ✆s ♠❧ ✐③✏✆☎✍✞❤ ✟☎

4

5
☛☎☎① ❣✞ ✝✟❀☎❆ ❑☎r ✟❤✝t✌ ✝✟ ✎☎s✆☎s✠ ✡s✠ ❧s ✝✟❧✆s ✟✡ ☛☎☎① ❣✞ ✝✟❀☎❆

✵✹ ❀❣ ❑☎r ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ✝✟ ✝✟❧✆s ✐③✏✆☎✍✞❤ ✟☎ ✟✡ ☛☎☎① ❣✞ ✝✟❀☎❪ ✈☎❜✌
2

7
✈☎❙❥ 4

5
✟❤ rq✞✆☎ ✟❥rs ❣❙✠❆

❜✆✟☎s ❧✡☎✆ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✡s✠ ✐✝❥✍✝r❩r ✟❥✆s ✐❥ ❣✡ ✐☎rs ❣❙✠ ✪
2 10

7 35
❂  , 

4 28

5 35
❂

❉❀☎s✠✝✟ 10 < 28 , ❜❧✝✞✌ 10 28

35 35
� .

✈r✪ 2 4
<

7 5
 .

❥✡s✏☎ ✆s ❧❤✡☎ ✟❤ rq✞✆☎ ✡s✠ ✟✡ ☛☎☎① ❣✞ ✝✟❀☎❆
✯✲✴✵✶✸✴ 3 ❧✡❤❥☎ ✆s 1

3
2

 kg ❧s❝ ✈☎❙❥ 3
4

4
 kg ❧✠r❥s ❬☎❥❤✎s❆ ❧✡❤❥☎ ⑥☎❥☎ ❬☎❥❤✎s ①✌ ✐◗✞☎s✠

✟☎ ✍q◗✞ ☛☎☎❥ ✝✟r✆☎ ❣❙✭
✵✹ ✐◗✞☎s✠ ✟☎ ✍q◗✞ ☛☎☎❥ 1 3

3 4
2 4

⑧ ⑨
❂ ✁✂ ✄✧ ★

kg

=
7 19

2 4

⑧ ⑨
✁✂ ✄✧ ★

kg
14 19

k
4 4

⑧ ⑨
❂ ✁✂ ✄✧ ★

kg

=
33

4
kg

1
8

4
☎ kg ❣❙❆

✯✲✴✵✶✸✴ 4 ❧q✡✆ ✐③✝r✝✎✆ 2
5

3
❄☎✠❱ s ✐❁✰r❤ ❣❙❆ ✍❣ ✈✐✆s ❜❧ ❧✡❀ ✡s✠ ❧s 4

2
5
❄☎✠❱ s ✝✍❑☎✆

✈☎❙❥ ①✝✳☎r ✡s✠ ✞①☎ ✎sr❤ ❣❙❆ ✎✫❧❥s ✝✍✧☎❀☎s✠ ✍s◗ ✝✞✌ ✍❣ ✝✟r✆☎ ❧✡❀ ✞①☎r❤ ❣❙✭
✵✹ ❧q✡✆ ✍s◗ ✈è❀❀✆ ✟☎ ✍q◗✞ ❧✡❀  =

2
5

3
❄☎✠❱ s = 17

3
❄☎✠❱ s

❧q✡✆ ⑥☎❥☎ ✝✍❑☎✆ ✌✍✠ ①✝✳☎r ✡s✠ ✞①☎❀☎ ❧✡❀ = 
4

2
5

 =
14

5
❄☎✠❱ s
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(✐③❋☎✡ ✐✠✝❉r ✍s◗ ✈✆q✝✎✏☎ 4 9 2 15

11 11 11 11
✥ ✥ ❂ ).

✈r✪ ♠❧✍s◗ ⑥☎❥☎ ✎✫❧❥s ✝✍✧☎❀☎s✠ ✡s✠ ✞①☎❀☎ ①❀☎ ❧✡❀ = 
17 14

3 5

⑧ ⑨�✁ ✦✧ ★ ❄☎✠❱ s
 = 

17 5 14 3
�

15 15

➫ ➫⑧ ⑨
✁ ✦✧ ★❄☎✠❱ s

 = 
85 � 42

15

✂ ✄
⑩ ❶❷ ❸ ❄☎✠❱ s  = 

43

15
❄☎✠❱ s = 13

2
15

❄☎✠❱ s

✐③✬✉❦♦②❤ 2.1

1. ❣✞ ✟❤✝t✌✪
(i)

3
2

5
☎ (ii)

7
4

8
✆ (iii)

3 2

5 7
✆ (iv)

9 4

11 15
☎

(v)
7 2 3

10 5 2
✆ ✆ (vi)

2 1
2 3

3 2
✆ (vii)

1 5
8 3

2 8
☎

2. ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ✟☎s ✈✍❥☎s❣❤ Ø✡ ✡s✠ ❥✝❬☎✌ ✪

(i)
✷
✾

✷
✸

✽

✷✝
✱ ✱ (ii)

✞
✺
✟
✼

✼

✞✠
✡ ✡ .

3. ✌✟ ❫❫t☎✎q❜❩ ✍①❩✯✯ ✡s✠ ✐③❘❀s✟ ✐✠✝❉r❪ ✐③❘❀s✟ ▲r✠☛☎ ✌✍✠ ✐③❘❀s✟ ✝✍✟✳☎❩ ✟❤ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✟☎ ❀☎s①
❧✡☎✆ ❣☎sr☎ ❣❙❆ ❉❀☎ ❀❣ ✌✟ t☎✎q❜❩ ✍①❩ ❣❙✭

4

11

3

11

8

11

9

11

5

11

1

11

2

11

7

11

6

11

4. ✌✟ ✈☎❀r☎✟☎❥ ✟☎①➈☎ ✟❤ ✞✠❝☎❜❩ 1
12

2
cm ✈☎❙❥ ♣☎❙▼✰☎❜❩ 2

10
3

 cm ❣❙❆
✟☎①➈☎ ✟☎ ✐✝❥✡☎✐ ❑☎r ✟❤✝t✌❆

5. ✎❤ ❣q❜❩ ✈☎Ñ✝r ✡s✠❪ (i) ☛ ABE (ii) ✈☎❀r  BCDE, ✟☎ ✐✝❥✡☎✐ ❑☎r✟❤✝t✌❆ ✝✟❧✟☎ ✐✝❥✡☎✐ ➈❀☎✎☎ ❣❙✭
6. ❧✞❤✞ ✌✟ r▲✍❤❥ ✟☎s ✝✟❧❤ ✐③ s◗✡ ✭♣☎❙❬☎❱✮ ✡s✠ t▼✰✆☎ ♣☎❣r☎ ❣❙❆ r▲✍❤❥

☞
✌
✍

 cm ♣☎❙▼✰❤ ❣❙❆ ♣☎❙❬☎❱ ✡s✠ ♠✝♣r ✿✐ ❧s t▼✰✆s ✍s◗ ✝✞✌ r▲✍❤❥ ✟❤
♣☎❙▼✰☎❜❩ ✎ ✏

✑✒
 cm ❧s ➈❀☎✎☎ ✆❣❤✠ ❣☎s ❧✟r❤❆ r▲✍❤❥ ✟❤ ✝✟r✆❤ ✟☎❱✫◆☎→❱ ✟❤ t☎✆❤ ♣☎✝❣✌❆

5
cm

2 3
2 cm

4

3
3 cm

5

7
cm

6



①❢✳❦r✥✷

✈❦Ñ❢r 2.1

7. ❥❤r✫ ✆s ✌✟ ❧s❝ ✟☎ 3

5
☛☎☎① ❬☎☎❀☎ ✈☎❙❥ ✏☎s✧☎ ❧s❝ ♠❧✍s◗ ☛☎☎❜❩ ❧☎s✡✫ ✆s ❬☎☎❀☎❆ ❧s❝ ✟☎ ✝✟r✆☎

☛☎☎① ❧☎s✡✫ ✆s ❬☎☎❀☎✭ ✝✟❧✟☎ ✝❣▲❧☎ ➈❀☎✎☎ ❋☎☎✭ ✝✟r✆☎ ➈❀☎✎☎ ❋☎☎✭
8. ✡☎❜✟✞ ✆s ✌✟ r▲✍❤❥ ✡s✠ ❥✠① ☛☎❥✆s ✟☎ ✟☎❀❩ 7

12
❄☎✠❱ s ✡s✠ ❧✡☎■r ✝✟❀☎❆ ✍❙☛☎✍ ✆s ♠❧❤ r▲✍❤❥

✡s✠ ❥✠① ☛☎❥✆s ✟☎ ✟☎❀❩ 3

4
❄☎✠❱ s ✡s✠ ❧✡☎■r ✝✟❀☎❆ ✝✟❧✆s ➈❀☎✎☎ ❧✡❀ ✟☎❀❩ ✝✟❀☎✭ ❀❣ ❧✡❀

✝✟r✆☎ ➈❀☎✎☎ ❋☎☎✭
2.3 ✂�✁✑✒✁✓✔ ❞✁ ①q✳✁✒
✈☎✐ t☎✆rs ❣❙✠ ✝✟ ✌✟ ✈☎❀r ✟☎ ④☎s❂☎✐◗✞ ✍❙◗❧s ❑☎r ✝✟❀☎ t☎r☎ ❣❙❆ ❀❣ ✞✠❝☎❜❩ × ♣☎❙▼✰☎❜❩ ✍s◗ ❝❥☎❝❥
❣☎sr☎ ❣❙❆ ❀✝✎ ✝✟❧❤ ✈☎❀r ✟❤ ✞✠❝☎❜❩ ✌✍✠ ♣☎❙▼✰☎❜❩ Ø✡✏☎✪ 7 cm ✈☎❙❥ 4 cm ❣❙ r☎s ❜❧✟☎ ④☎s❂☎✐◗✞
❉❀☎ ❣☎s①☎✭ ❜❧✟☎ ④☎s❂☎✐◗✞ 7 × 4 = 28 cm2 ❣☎s①☎❆

❀✝✎ ✈☎❀r ✟❤ ✞✠❝☎❜❩ ✌✍✠ ♣☎❙▼✰☎❜❩ Ø✡✏☎✪ ✼ ✶
�

 cm ✌✍✠ ✸ ✁
✂

cm ❣❙ r☎s ❜❧✟☎ ④☎s❂☎✐◗✞ ❉❀☎
❣☎s①☎✭ ✈☎✐ ✟❣s✠①s ✝✟ ❀❣ ✼

✶

�
 × ✸

✁

✂
 = 

✄✺

☎
 × 

✆

✂
 cm2 ❣❙❆ ❧✠❬❀☎✌→ ✄✺

☎
✈☎❙❥ ✆

✂
✝☛☎☞✆ ❣❙✠❆ ✝✎✌ ❣q✌

✈☎❀r ✟☎ ④☎s❂☎✐◗✞ ❑☎r ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ❀❣ ❑☎r ✟❥✆☎ ✈☎✍✏❀✟ ❣❙ ✝✟ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎s ①q✳☎☎ ✍❙◗❧s ✝✟❀☎
t☎✌❆ ❣✡ ✈❝ ❜❧s ❧❤❬☎s✠①s❆
2.3.1 ✱❞ ✝❍✴❯✉ ❞✴ ✐✇✸✴❩ ❧❛❬❀✴ ❧s ✞✟✸✴✉

❝☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ✭✈☎Ñ✝r 2.1✮ ✡s✠ ✎❤ ❣q❜❩ r▲✍❤❥ ✟☎s ✎s✝❬☎✌ ❆ ✐③❘❀s✟ ◆☎❀☎✠✝✟r
(shaded) ☛☎☎① ✍❵Ù☎ ✟☎ 1

4
☛☎☎① ❣❙❆ ✎☎s ◆☎❀☎✠✝✟r ☛☎☎① ✝✡✞✟❥ ✍❵Ù☎ ✍s◗ ✝✟r✆s

☛☎☎① ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥s✠①s✭ ❀s 1 1

4 4
✥ =

1
2×

4
✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥s✠①s❆

✎☎s ◆☎❀☎✠✝✟r ☛☎☎①☎s✠ ✟☎s ❧✠❀☎s✝tr ✟❥✆s ✐❥ ❣✡ ✈☎Ñ✝r 2.2 ✟☎s ✐③☎■r ✟❥rs ❣❙✠❆
✈☎Ñ✝r  2.2 ✟☎ ◆☎❀☎✠✝✟r ☛☎☎① ✍❵Ù☎ ✍s◗ ✝✟❧ ☛☎☎① ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥s①☎✭ ❀❣ ✍❵Ù☎ ✍s◗ 2

4
☛☎☎① ✟☎s

✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙❆

✈❦Ñ❢r 2.2

❀☎



❢❍❦❯✉ ✱♦❛ ♥✬❦❡②♦ ✥✥

❜❧ ✐③✟☎❥ ❣✡ ✟❣ ❧✟rs ❣❙✠ ✝✟ ✈☎Ñ✝r 2.1 ✍s◗ ◆☎❀☎✠✝✟r ❱ q✟▼✰s ✝✡✞✟❥❪ ✈☎Ñ✝r  2.2 ✍s◗
◆☎❀☎✠✝✟r ☛☎☎① ✍s◗ ❧✡☎✆ ❣❙✠ ✈❋☎☎❩r ⑦ ❣✡✠s ✈☎Ñ✝r 2.3 ✐③☎■r ❣☎sr❤ ❣❙❆

✈❦Ñ❢r 2.3

✈❋☎✍☎ 1
2×

4
 =

2

4

❉❀☎ ✈❝ ✈☎✐ ❝r☎ ❧✟rs ❣❙✠ ✝✟ ✈☎Ñ✝r 2.4 ✝✟❧s ✝✆✿✝✐r ✟❥s①❤✭

✈❦Ñ❢r 2.4

✈☎❙❥ ✈☎Ñ✝r 2.5 ✝✟❧s ✝✆✿✝✐r ✟❥s①❤✭

✈❦Ñ❢r 2.5

✈☎❜✌ ✈❝ ❣✡ 1
3×

2
❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆

1
3

2
➫  =

1 1 1 3

2 2 2 2
✥ ✥ ☎

❣✡ ❀❣ ☛☎❤ ✐☎r s ❣❙✠❪ 1 1 1

2 2 2
✥ ✥  =

1 1 1

2

✥ ✥
 = 

✸ ✶

✷
 = 

❜❧✝✞✌ 1
3×

2
 =

3×1

2
 = 

3

2

❜❧❤ ✐③✟☎❥ 2
×5

3
 =

2×5

3
 = ?

❉❀☎ ✈☎✐ ❝r☎ ❧✟rs ❣❙✠ 2
3

7
➫  = ?

3
4 ?

5
➫ ☎

=

�

✁



①❢✳❦r✥✦

✈❦Ñ❢r 2.6

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

❑☎r ✟❤✝t✌  (i)
3

5× 2
7

 (ii)
4

1 × 6
9

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

✈☛☎❤ r✟ ❣✡✆s ✝tr✆❤ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟❤ ♣♣☎❩ ✟❤ ❣❙ ✈❋☎☎❩r ⑦
1 2 2

, ,
2 3 7

✈☎❙❥ ✸
✺

✍s ❧☛☎❤ ♠✝♣r ✝☛☎☞✆ ❣❙✠❆
✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✍s◗ ✝✞✌ ☛☎❤ ❣✡☎❥s ✐☎❧ ❣❙✪

5
2×

3
 =

2×5

3
 = 

10

3

✐③❀☎❧ ✟❤✝t✌ ✪
8

3×
7

 = ?
7

4×
5

  = ?

✈r✪ �✁✂❤ ✐✇✳❦❩ ✂❛❬✄❦ ✁❦s �✁✂❤ ♠�♣r ✈❋❦♦❦ �♦✧❦❡ �❍❦❯✉ ✂s ①q✳❦❦ ✁❥✉s ♦s◗ �②☎ ❣❡ ✐✇✳❦ ❩

✂❛❬✄❦ ✁❦s �❍❦❯✉ ♦s◗ ✈❛✬❦ ♦s◗ ✂❦❋❦ ①q✳❦❦ ✁❥rs ❣❙❛ ✈❦❙❥ �❍❦❯✉ ♦s◗ ❣❥ ✁❦s ✈✐�❥♦�r❩r ✄❦ ✂❡❦✉ ❥❬❦❦

✆❦r❦ ❣❙❆

1. ❑☎r ✟❤✝t✌✪ (a)
2

×3
7

(b)
9

6
7
➫ (c)

1
3×

8
(d)

13
× 6

11

❀✝✎ ①q✳☎✆✐◗✞ ✌✟ ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆ ❣❙ r☎s ❜❧s ✝✡✝❏r ✝☛☎☞✆ ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ❖❀❉r ✟❤✝t✌❆
2. ✷

✷

✝

✹

✝
❂ ✟☎s ❧✝♣❂☎ ✝✆✿✝✐r ✟❤✝t✌❆

�✁✂❤ �❡�❏r �❍❦❯✉ ✁❦s ☎✁ ✐✇✳❦ ❩ ✂❛❬✄❦ ✂s ①q✳❦❦ ✁❥✉s ♦s◗ �②☎ ✂♦❩✐③❋❦❡ �❡�❏r

�❍❦❯✉ ✁❦s �♦✧❦❡ �❍❦❯✉ ❡s❛ ✐�❥♦�r❩r ✁❤�✆☎ ✈❦❙❥ r❝ ①q✳❦❦ ✁❤�✆☎❆

❜❧❤✝✞✌ 5
3 2

7
➫  =

19
3

7
➫  = 

57

7
 = 

1
8

7

❜❧❤ ✐③✟☎❥❪ 2
2 4

5
➫  =

22
2

5
➫  = ?

✂�✁✑✒❪ ✚✞✪✁✟❞ ❫❞✁✯ ✕✓✖ ✿✚ ✄✓✔
✈☎Ñ✝r 2.6 ✟☎s ✎s✝❬☎✌❆ ✎☎s ✍①❩ ✐✫❥❤ r❥❣ ❧s ❧✡✿✐ ❣❙✠❆
✐③❘❀s✟ ◆☎❀☎✠✝✟r ❱ q✟▼✰☎ 1 ✍s◗ 1

2
✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙❆

❜❧✝✞✌ ✎☎s✆☎s✠ ◆☎❀☎✠✝✟r ❱q✟▼✰s ✝✡✞✟❥ 2 ✍s◗ ✑
✠

✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥rs ❣✠❙❆
2 ◆☎❀☎✠✝✟r ✑

✠
☛☎☎①☎s✠ ✟☎s ❧✠❀☎s✝tr ✟❤✝t✌❆ ❀❣ 1 ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙❆

❜❧ ✐③✟☎❥ ❣✡ ✟❣rs ❣❙✠ ✝✟ 2 ✟☎ ✑
✠

✌✟ ☛☎☎① ❣❙❆ ❣✡ ❜❧s ✑
✠

 × 2 = 1 ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ☛☎❤ ✐③☎■r ✟❥
❧✟rs ❣❙✠❆



❢❍❦❯✉ ✱♦❛ ♥✬❦❡②♦ ✥✺

✈r✪ 2 ✟☎ ✑
✠

 = 
✑
✠

 × 2 = 1

✈☎Ñ✝r 2.7 ✍s◗ ❧✡✿✐ ✍①☎s❝ ✟☎s ✎s✝❬☎✌
✐③❘❀s✟ ◆☎❀☎✠✝✟r ❱ q✟▼✰☎ ✌✟ ✍s◗ 1

2 ☛☎☎① ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙❆
❜❧✝✞✌ r❤✆ ◆☎❀☎✠✝✟r ❱ q✟▼✰ s ✝✡✞✟❥ 3 ✍s◗ ✑

✠
☛☎☎① ✟☎s ✝✆✿✝✐r

✟❥rs ❣❙✠❆r❤✆ ◆☎❀☎✠✝✟r ☛☎☎①☎s✠ ✟☎s ❧✠❀☎s✝tr ✟❤✝t✌❆
❀❣ 1

✑
✠

✈❋☎☎❩r ⑦
✏
✠

✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙❆
❜❧✝✞✌ 3 ✟☎ ✑

✠
,
✏

✠
❣❙❆ ✈☎❙❥ ✑

✠
 × 3 = 

✏

✠

✈r✪ 3 ✟☎ ✑
✠

 = 
✑
✠

 × 3 = 
✏
✠❜❧ ✐③✟☎❥ ❣✡ ✎s❬☎rs ❣❙✠ ✝✟ ❫❞✁✯ ①q✳✁✒ ❞✁✓ ✂✒✿✂✚✛ ❞✘✛✁ ✣★❆

✐◗❥❤✎☎ ✍s◗ ✐☎❧ 20 ✍→◗♣s ❣❙✠❆ ❥s✏☎✡☎ ✍s◗ ✐☎❧ ✐◗❥❤✎☎ ✍s◗ ✍→◗♣☎s✠ ✟☎ 1

5
❣❙❆ ❥s✏☎✡☎ ✍s◗ ✐☎❧ ✝✟r✆s

✍→◗♣s ❣❙✠✭ t❙❧☎ ✝✟ ❣✡ t☎✆rs ❣❙✠❪ ❫✟☎✯ ①q✳☎✆ ✟☎s ✎✏☎☎❩r☎ ❣❙✠❆ ❜❧✝✞✌ ❥s✏☎✡☎ ✍s◗ ✐☎❧ 1
× 20

5
 = 4

✍→◗♣s ❣❙✠❆
❜❧❤ ✐③✟☎❥ ❣✡ ✐☎rs ❣❙✠ ✝✟ 16 ✟☎ 1

2
,

1
×16

2
 = 

16

2
 =  8 ❣❙❆

❉❀☎ ✈☎✐ ❝r☎ ❧✟rs ❣❙✠ ✝✟  (i)   10 ✟☎ 1

2
     (ii)   16 ✟☎ 1

4
      (iii)   25 ✟☎ 2

5
, ❉❀☎ ❣❙✭

✯✲✴✵✶✸✴ 5 40 ✝✍⑤☎✝❋☎❩❀☎s✠ ✟❤ ✌✟ ✟④☎☎ ✡s✠ ✍q◗✞ ✝✍⑤☎✝❋☎❩❀☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ ✟☎ 1

5
✈✠①③s➈☎❤ ✐❁ ✰✆☎

✐❧✠✎ ✟❥rs ❣❙❪ ✍q◗✞ ❧✠❬❀☎ ✟☎ 2

5
①✝✳☎r ✐❁ ✰✆☎ ✐❧✠✎ ✟❥rs ❣❙✠ ✈☎❙❥ ✏☎s✧☎ ✝✍⑤☎❋☎❤❩

✝✍❑☎✆ ✐❁✰✆☎ ✐❧✠✎ ✟❥rs ❣❙✠❆
(i) ✝✟r✆s ✝✍⑤☎❋☎❤❩ ✈✠①③s➈☎❤ ✐❁ ✰✆☎ ✐❧✠✎ ✟❥rs ❣❙✠✭
(ii) ✝✟r✆s ✝✍⑤☎❋☎❤❩ ①✝✳☎r ✐❁ ✰✆☎ ✐❧✠✎ ✟❥rs ❣❙✠✭
(iii) ✍q◗✞ ✝✍⑤☎✝❋☎❩❀☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ ✟☎ ✝✟r✆☎ ☛☎☎① (fraction) ✝✍❑☎✆ ✐❁✰✆☎ ✐❧✠✎ ✟❥r☎ ❣❙✭

✈❦Ñ❢r 2.7

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱
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✵✹ ✟④☎☎ ✍s◗ ✍q◗✞ ✝✍⑤☎✝❋☎❩❀☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ = 40.

(i) ❜✆✡s✠ ❧s ✍q◗✞ ❧✠❬❀☎ ✟☎ 1

5
✈✠①③s➈☎❤ ✐❁ ✰✆☎ ✐❧✠✎ ✟❥rs ❣❙✠❆

✈r✪ ✈✠①③s➈☎❤ ✐❁ ✰✆☎ ✐❧✠✎ ✟❥✆s ✍☎✞s ✝✍⑤☎✝❋☎❩❀☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ 40 ✟☎ ✶
✺

 = 
1

40
5
➫ = 8 ❣❙❆

(ii) ▲✍❀✠ ✐③❀☎❧ ✟❤✝t✌❆
(iii) ✈✠①③s➈☎❤ ✌✍✠ ①✝✳☎r ✐❧✠✎ ✟❥✆s ✍☎✞s ✝✍⑤☎✝❋☎❩❀☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ = 8 + 16 = 24 ❣❙❆ ✈r✪ ✝✍❑☎✆

✐❧✠✎ ✟❥✆s ✍☎✞s ✝✍⑤☎✝❋☎❩❀☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ = 40 � 24 = 16 ❣❙❆
✈r✪ ✍☎✠✝◆r ✝☛☎☞✆ 16

40
❣❙❆

✐③✬✉❦♦②❤ 2.2

1. (a) ❧s (d) r✟ ✍s◗ ❥s❬☎☎✝♣❂☎☎s✠ ✡✠ s ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ✟☎s ✟☎❙✆ ✎✏☎☎❩r☎ ❣❙ ✪
(i)

1
2

5
➫ (ii)

1
2

2
➫ (iii)

2
3

3
➫ (iv)

1
3

4
➫

(a) (b)

(c) (d)

2. (a) ❧s (c) r✟ ✍q◗◆ ✝♣❂☎ ✝✎✌ ❣q✌ ❣❙✠❆ ❝r☎❜✌ ♠✆✡s✠ ❧s ✟☎❙✆ ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ✟☎s ✎✏☎☎❩r☎ ❣❙ ✪
(i)

1 3
3

5 5
➫ ❂ (ii)

1 2
2

3 3
➫ ❂ (iii) ✸

✸

✹
✂
✁

✹
� ✁

(a) (b)

(c)

✂

✄
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3. ①q✳☎☎ ✟❥✍s◗ ☞❀✫✆r✡ ✿✐ ✡s✠ ✝✞✝❬☎✌ ✈☎❙❥ ✝✡✝❏r ✝☛☎➶ ✡s✠ ❖❀❉r ✟❤✝t✌ ✪

(i)
3

7
5

➫ (ii)
1

4
3

➫ (iii)
6

2
7

➫ (iv)
2

5
9

➫ (v)
2

4
3
➫

   (vi)
5

6
2
➫ (vii)

4
11

7
➫ (viii)

4
20

5
➫ (ix)

1
13

3
➫ (x)

3
15

5
➫

4. ◆☎❀☎✠✝✟r ✟❤✝t✌ ✪

(i) ❝❉❧☎ (a) ✍s◗ ✍❵Ù☎☎s✠ ✟☎ 1

2
☛☎☎① (ii) ❝❉❧☎ (b) ✍s◗ ✝❂☎☛☎qt☎s✠ ✟☎ 2

3
☛☎☎①

(iii) ❝❉❧☎ (c) ✍s◗ ✍①☎s❝ ✟☎ 3

5
☛☎☎①

(a) (b) (c)

5. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

(a)  (i) 24 ✟☎ 1

2
 (ii) 46 ✟☎ 1

2
(b)  (i) 18 ✟☎ 2

3
 (ii) 27 ✟☎ 2

3

(c)  (i) 16 ✟☎ 3

4
 (ii) 36 ✟☎ 3

4
(d)  (i) 20 ✟☎ 4

5
 (ii) 35 ✟☎ 4

5

6. ①q✳☎☎ ✟❤✝t✌ ✈☎❙❥ ✝✡✝❏r ✝☛☎☞✆ ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ❖❀❉r ✟❤✝t✌ ✪

(a) ✸ ✺
✶

✺
➫ (b)

3
5 6

4
➫ (c)

1
7 2

4
➫

(d)
1

4 6
3

➫ (e)
1

3 6
4
➫ (f)

2
3 8

5
➫

7. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

 (a)  (i)
3

2
4

✟☎ 1

2
    (ii)

2
4

9
✟☎ 1

2
       (b)   (i)

5
3

6
✟☎ 5

8
   (ii)

2
9

3
✟☎ 5

8

8. ✝✍⑤☎ ✈☎❙❥ ✐③r☎✐ ✝✐✟✝✆✟ ✐❥ ①✌❆ ♠✆✟❤ ✡☎→ ✆s ♠☞❣s✠ 5 ✞❤❱❥ ✐☎✆❤ ✍☎✞❤ ✌✟ ❝☎sr✞ ✎❤❆
✝✍⑤☎ ✆s ✍q◗✞ ✐☎✆❤ ✟☎ 2

5
♠✐❀☎s① ✝✟❀☎❆ ✏☎s✧☎ ✐☎✆❤ ✐③r☎✐ ✆s ✝✐❀☎❆

(i) ✝✍⑤☎ ✆s ✝✟r✆☎ ✐☎✆❤ ✝✐❀☎✭
(ii) ✐☎✆❤ ✟❤ ✍q◗✞ ✡☎❂☎☎ ✟☎ ✝✟r✆☎ ✝☛☎☞✆ (fraction) ✐③r☎✐ ✆s ✝✐❀☎✭
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2.3.2 ✝❍✴❯✉ ❞✴ ✝❍✴❯✉ ❧s ✞✟✸✴✉
✐◗❥❤✎☎ ✍s◗ ✐☎❧ 9 cm ✞✠❝❤ ✌✟ ✝❥❝✆ ✟❤ ✐❱ ð❤ ❋☎❤❆ ♠❧✆s ❜❧ ✐❱ ð❤ ✟☎s ♣☎❥ ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡✠ s ✟☎❱☎❆
♠❧✆s ❀❣ ✝✟❧ ✐③✟☎❥ ✝✟❀☎✭ ♠❧✆s ✐❱ ð❤ ✟☎s ✎☎s ❝☎❥ ✡☎s▼✰☎❆ ✐③❘❀s✟ ☛☎☎① ✍q◗✞ ✞✠❝☎❜❩ ✍s◗ ✝✟❧ ✝☛☎☞✆
✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥s①☎❆ ✐③❘❀s✟ ☛☎☎①❪ ✐❱ ð❤ ✟☎ 9

4
❣☎s①☎❆ ♠❧✆s ❜✆✡s✠ ❧s ✌✟ ☛☎☎① ✝✞❀☎ ✈☎❙❥ ❜❧ ☛☎☎①

✟☎s ✌✟ ❝☎❥ ✡☎s▼✰rs ❣q✌ ❜❧s ✎☎s ❝❥☎❝❥ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→❱ ✝✎❀☎❆ ❜✆ ✎☎s ❱ q✟▼✰☎s✠ ✡s✠ ❧s ✌✟ ❱ q✟▼✰☎ ❉❀☎
✝✆✿✝✐r ✟❥s①☎✭ ❀❣ 9

4
✟☎ ✑

✠
✈❋☎☎❩r ⑦

✑
✠
×

9

4
✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥s①☎❆

✈☎❜✌ ✎s❬☎rs ❣❙✠ ✝✟ ✎☎s ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎ ①q✳☎✆✐◗✞ t❙❧s ✑
✠

×
9

4
✟☎s ✍❙◗❧s ❑☎r ✝✟❀☎ t☎✌❆

❜❧s ❑☎r ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ✈☎❜✌ ❧✍❩✐③❋☎✡ ❣✡ 1

2
×

1

3
t❙❧☎ ①q✳☎✆✐◗✞ ❑☎r ✟❥✆☎ ❧❤❬☎rs ❣❙✠❆

(a) ✝✟❧❤ ❧✠✐✫✳☎❩ ☛☎☎① ✟☎ 1

3
❣✡ ✍❙◗❧s ❑☎r ✟❥rs ❣❙✠✭ ❣✡ ❧✠✐✫✳☎❩ ✟☎s r❤✆ ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→❱rs

❣❙❆ r❤✆☎s✠ ✡s✠ ❧s ✐③❘❀s✟ ☛☎☎① ❧✠✐✫✳☎❩ ✍s◗ 1

3
☛☎☎① ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙❆ ❜✆ r❤✆☎s✠ ✡s✠ ❧s ✌✟

✝❣▲❧☎ ✞❤✝t✌ ✈☎❙❥ ❜❧s ◆☎❀☎✠✝✟r ✟❥ ✎❤✝t✌ t❙❧☎ ✝✟ ✈☎Ñ✝r 2.8 ✡s✠ ✎✏☎☎❩❀☎ ①❀☎ ❣❙❆
(b) ✈☎✐ ❜❧ ◆☎❀☎✠✝✟r ☛☎☎① ✟☎ 1

2
☛☎☎① ✍❙◗❧s ❑☎r ✟❥☎s①s✭ ❜❧ ◆☎❀☎✠✝✟r ✌✟ ✝r❣☎❜❩  (

1

3
) ☛☎☎①

✟☎s 2 ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→✝❱✌❆ ❜✆ ✎☎s✆☎s✠ ✡s✠ ❧s ✐③❘❀s✟ ☛☎☎① 1

3
✍s◗ 1

2
✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙

✈❋☎☎❩r ⑦
1

2
 × 

1

3
✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙ (✈☎Ñ✝r 2.9)❆

❜✆ ✎☎s ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❧s ✌✟ ✟☎s ❝☎❣❥ ✝✆✟☎✞ ✞❤✝t✌ ✈☎❙❥ ❜❧s �A� ✆☎✡ ✎s ✎❤✝t✌❆
�A�

1

2
 × 

1

3
✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙❆

(c) �A� ❧✠✐✫✳☎❩ ✟☎ ✝✟r✆☎ ☛☎☎① ❣❙✭ ❀❣ t☎✆✆s ✍s◗ ✝✞✌ ✏☎s✧☎ 1

3
☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❧s ✐③❘❀s✟ ✟☎s 2 ❧✡☎✆

☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→✝❱✌❆ ✈❝ ✈☎✐✍s◗ ✐☎❧ ✌s❧s ✝✟r✆s ❧✡☎✆ ☛☎☎① ❣❙✠✭ ✌s❧s 6 ❧✡☎✆ ☛☎☎① ❣❙✠❆ �A�

❜✆✡s✠ ❧s ✌✟ ☛☎☎① ❣❙❆
✈r✪ �A� ❧✠✐✫✳☎❩ ✟☎ 1

6
☛☎☎① ❣❙❆ ❜❧ ✐③✟☎❥ 1

2
 × 

1

3
  =

1

6

✈❦Ñ❢r 2.8

✈❦Ñ❢r 2.9

A
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❣✡✆s ❀❣ ✍❙◗❧s ✝✆✳☎❩❀ ✝✞❀☎ ✝✟ �A� ❧✠✐✫✳☎❩ ✟☎ 1

6
☛☎☎① ❣❙✭ ❧✠✐✫✳☎❩ ✟☎s 2 × 3 = 6 ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→❱☎

①❀☎ ✈☎❙❥ 1 ☛☎☎① ❜❧✡✠s ❧s ❝☎❣❥ ✝✆✟☎✞☎ ①❀☎❆
✈r✪ 1

2
 × 

1

3
 =

1

6
  = 

1×1

2×3

✈❋☎✍☎ 1

2
 × 

1

3
 =

1×1

2×3

1

3
×

1

2
✟☎ ✡☎✆ ☛☎❤ ❜❧❤ ✐③✟☎❥ ❑☎r ✝✟❀☎ t☎ ❧✟r☎ ❣❙❆ ❧✠✐✫✳☎❩ ✟☎s 2 ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→✝❱✌

✈☎❙❥ r❝ ❜✆✡s✠ ❧s ✝✟❧❤ ✌✟ ☛☎☎① ✟☎s 3 ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→✝❱✌❆ ❜✆✡s✠ ❧s ✌✟ ☛☎☎① ✟☎s ✞❤✝t✌❆
❀❣ 1

3
 × 

1

2
✈❋☎☎❩r ⑦

1

6
☛☎☎① ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥s①☎❆

❜❧✝✞✌ t❙❧☎ ✝✟ ✐❣✞s ♣♣☎❩ ✟❤ t☎ ♣q✟❤ ❣❙ 1

3
×

1

2
 = 

1

6
 = 

1×1

3× 2

✈r✪ 1

2
 × 

1

3
 =

1

3
×

1

2
=

1

6

1

3
×

1

4
✈☎❙❥ 1

4
 × 

1

3
;

1

2
×

1

5
✈☎❙❥ 1

5
×

1

2
❑☎r ✟❤✝t✌ ✈☎❙❥ t☎→♣ ✟❤✝t✌ ✝✟ ❉❀☎ ✈☎✐

1

3
×

1

4
 =

1

4
 × 

1

3
;

1

2
×

1

5
 = 

1

5
×

1

2
✐☎rs ❣❙✠✭

✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ❝❉❧☎s✠ ✟☎s ☛☎✝❥✌ ✪

(i)
1

2
 × 

1

7
 =

1×1

2 × 7
 = (ii)

1

5
×

1

7
   =  = 

(iii)
1

7
 × 

1

2
   =  = (iv)

1

7
 × 

1

5
 =  = 

✯✲✴✵✶✸✴ 6 ❧q✏☎☎✠r ✌✟ ❄☎✠❱ s ✡s✠ ✝✟❧❤ ✐q▲r✟ ✟☎ ✶
✸

☛☎☎① ✐❁✰r☎ ❣❙❆ ✍❣ 1
2

5
❄☎✠❱☎s✠ ✡s✠ ✐q▲r✟

✟☎ ✝✟r✆☎ ☛☎☎① ✐❁ ✰ s①☎✭
✵✹ ❧q✏☎☎✠r ⑥☎❥☎ 1 ❄☎✠❱ s ✡s✠ ✐q▲r✟ ✟☎ ✐❁ ✰☎ ❣q✈☎ ☛☎☎①  = 

✶
✸

.

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱



①❢✳❦r✥✦

❜❧✝✞✌ 1
2

5
❄☎✠❱ s ✡s✠ ♠❧✍s◗ ⑥☎❥☎ ✐q▲r✟ ✟☎ ✐❁ ✰☎ ❣q✈☎ ☛☎☎① = 

1
2

5
×

✶

✸

=
11

5
×

✶
✸
❂
✶✶ ✶

✺ ✸
 = 
��

�✁

✈☎❜✌ ✈❝ ❣✡ 1

2
×

5

3
❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆ ❣✡ t☎✆rs ❣❙✠ ✝✟ 5

3
=

1

3
× 5 .

❜❧✝✞✌❪ 1

2
×

5

3
 =

1

2
×

1

3
× 5 = 

✂

✻
✄

✄

✻
☎

❧☎❋☎ ❣❤❪ 5

6
 =

1× 5

2 × 3 ❆ ✈r✪ 1

2
×

5

3
 = 

1× 5

2 × 3
 = 

5

6
.

❜❧s ✆❤♣s ❬☎❤✠♣❤ ①❜❩ ✈☎Ñ✝r❀☎s✠ ✡s✠ ☛☎❤ ✎✏☎☎❩❀☎ ①❀☎ ❣ ❙❆ ✐☎→♣ ❧✡☎✆ ✈☎✟☎❥☎s✠ ✭✈☎Ñ✝r 2.10✮✡s✠ ❧s ✐③❘❀s✟ ✐☎→♣ ❧✡✿✐ ✍❵Ù☎☎s✠ ✍s◗ ☛☎☎① ❣❙✠❆ ❜❧ ✐③✟☎❥ ✟☎ ✌✟ ✈☎✟☎❥ ✞❤✝t✌❆ ❜❧ ✈☎✟☎❥ ✟☎s✐③☎■r ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ❧✍❩✐③❋☎✡ ❣✡ ✍❵Ù☎ ✟☎s 3 ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→❱rs ❣❙✠❆ ✈☎①s ☛☎❤ ❜✆ r❤✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠❧s ✐③❘❀s✟ ✟☎s 2 ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→❱rs ❣❙✠❆ ❜❧✟☎ ✌✟ ☛☎☎① ✍❣ ✈☎✟☎❥ ❣❙ ✝t❧✟❤ ❣✡✆s ♣♣☎❩ ✟❤
❣❙❆ ❀❣ ❉❀☎ ✝✆✿✝✐r ✟❥s①☎✭ ❀❣ 1

2
 ×

1

3
 = 

1

6
✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥s①☎❆ ❜❧ ✐③✟☎❥ ✍s◗ ☛☎☎① ✝✡✞☎✟❥

✍q◗✞ 5 ×
1

6
 = 

5

6
❣☎s✠①s❆

✈❦Ñ❢r 2.10

❜❧❤ ✐③✟☎❥❪ 3

5
 × 

1

7
 = 

3×1

5 × 7
 = 

3

35
.

❜❧ ✐③✟☎❥ ❣✡ 2

3
×

7

5
✟☎s 2

3
 × 

7

5
 = 

2 × 7

3 × 5
 = 

14

15
✍s◗ ✿✐

✡s✠ ❑☎r ✟❥ ❧✟rs ❣❙✠❆
❜❧ ✐③✟☎❥ ❣✡ ✐☎rs ❣❙✠ ✝✟ ❣✡ ✎☎s ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎ ①q✳☎✆ ✈✬❛ ❦❦❛s ❞❦ ①✳q ❦✉✐◗②

❣❥❦❛s ❞❦ ①✳q ❦✉✐◗②

✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ✟❥rs ❣❙✠❆
①q✳✁✒✚✖✟ ❞✁ ✄✁✒
✈☎✐✆s ✎s❬☎☎ ❣❙ ✝✟ ✎☎s ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✟☎ ①q✳☎✆✐◗✞ ♠✆ ✎☎s✆☎s✠ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✡s✠ ❧s
✐③❘❀s✟ ❧s ❝▼✰☎ ❣☎sr☎ ❣❙❆ ♠✎☎❣❥✳☎☎❋☎❩  3 × 4 = 12 ✈☎❙❥ 12 > 4, 12 > 3.

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

❑☎r ✟❤✝t✌✪ 1

3
×

4

5
 ; 

2

3
×

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

❑☎r ✟❤✝t✌✪ 8

3
×

4

7
;

3

4
×

2

3

1

5



❢❍❦❯✉ ✱♦❛ ♥✬❦❡②♦ ✥✶

t❝ ❣✡ ✎☎s ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎s ①q✳☎☎ ✟❥rs ❣❙✠ r☎s ①q✳☎✆✐◗✞ ✍s◗ ✡☎✆ ✟☎s ✝✎✌ ①✌ ✝☛☎☞✆☎✠ s ❧s rq✞✆☎
✟❤✝t✌✭
✈☎❜✌ ❧✍❩✐③❋☎✡ ❣✡ ✎☎s ♠✝♣r ✝☛☎☞✆☎s✠ ✍s◗ ①q✳☎✆✐◗✞ ✟❤ ♣♣☎❩ ✟❥rs ❣❙✠❆ ❣✡ ✐☎rs ❣❙✠❪

2 4 8
×

3 5 15
❂

✽

�✺
✥ ✥
✷

✸

✽

�✺

✹

✺
✱ ①q✳☎✆✐◗✞ ✐③❘❀s✟ ✝☛☎☞✆ ❧s ✟✡ ❣❙❆

1 2
×

5 7
   = --------- --------,--------         --------------------------------------

3
×

5 8

⑧
  = --------,--------         --------------------------------------

2 4
×

9✁
 =

8

45
--------,--------          --------------------------------------

✈☎✐ ✐☎rs ❣❙✠ ✝✟ t❝ ♥❦s ♠❢♣r ❢❍❦❯✉❦s❛ ❞❦s ①q✳❦❦ ❢❞❀❦ t❦r❦ ❣❙❛ r❦s ①q✳❦✉✐◗② ♥❦s✉❦ s❛ ❢❍❦❯✉❦s❛ ❧s ❞❡

❣❦sr❦ ❣❙❆ ✈❋❦❦❩r⑦ ♥❦ s ♠❢♣r ❢❍❦❯✉❦s❛ ♦s◗ ①q✳❦✉✐◗② ❞❦ ❡❦✉ ♥❦s✉❦s ❛ ❢❍❦❯✉❦s ❛ ❡s❛ ❧s ✐③❘❀s❞ ❧s ◆❦s❱❦ ❣❦sr❦ ❣❙❆

✐❦→♣ ✈❦❙❥ ♠♥❦❣❥✳❦ ❝✉❦❞❥ ❜❧❞❤ t❦→♣ ❞❤❢t✂❆

✈☎❜✌ ✈❝ ❣✡ ✎☎s ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎s ①q✳☎☎ ✟❥rs ❣❙✠❆
7 5 35

3 2 6
➫ ❂

✌✍

✻

☞
✌

✌✍

✻

✍

✄
☎ ☎✆ ①q✳☎✆✐◗✞ ✐③❘❀s✟ ✝☛☎☞✆ ❧s ❝▼✰☎ ❣❙❆

6 24

5 3 15
➫ ❂
✁

--------,--------      ------------------------------------------

✾

✂

✆ ✝✸

✞
� ✁
❲

--------,--------      ------------------------------------------

✟ ✠

✼

✡☛

☞☛✌
➫ ❂ --------,-------- ----------------------------------------

❣✡ ✐☎rs ❣❙✠ ✝✟ ♥❦s ❢♦✧❦❡ ❢❍❦❯✉❦s❛ ❞❦ ①q✳❦✉✐◗② ♠✉❡s❛ ❧s ✐③❘❀s❞ ❢❍❦❯✉ ❧s ❝▼✰❦ ❣❙❆ ✈❋❦♦❦ ♥❦s

❢♦✧❦❡ ❢❍❦❯✉❦s❛ ♦s◗ ①q✳❦✉✐◗② ❞❦ ❡❦✉ ♠✉❡s❛ ❧s ✐③❘❀s❞ ❢❍❦❯✉ ❧s ✈❢✴❞ ❣❙❆

✌s❧s ✐☎→♣ ✈☎❙❥ ♠✎☎❣❥✳☎☎s✠ ✟☎s ❝✆☎❜✌ ✈☎❙❥ ♠✐❀q❩❉r ✟❋☎✆ ✟☎s ❧❘❀☎✝✐r ✟❤✝t✌❆
✈☎❜✌ ✈❝ ❣✡ ✌✟ ♠✝♣r ✈☎❙❥ ✌✟ ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆ ✟☎s ①q✳☎☎ ✟❥rs ❣❙✠❆
✡☎✆ ✞❤✝t✌ ✈☎❙❥ 7

5
✟☎s❆

❣✡ ✐☎rs ❣❙✠ ✪
2

3
 × 

7

5
 = 

14

15
. ❀❣☎→❪ 14

15
 < 

7

5
✈☎❙❥ 14

15
 > 

2

3



①❢✳❦r✥✷

✐③☎■r ①q✳☎✆✐◗✞❪ ①q✳☎✆ ✡s✠ ♠✐❀☎s① ✝✟✌ ①✌ ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆ ❧s ✟✡ ❣❙ ✈☎❙❥ ♠✝♣r ✝☛☎☞✆ ❧s ➈❀☎✎☎ ❣❙❆
6

5
×

2

7
,

8

3
×

4

5
✍s◗ ✝✞✌ ☛☎❤ ①q✳☎✆✐◗✞ ✟❤ t☎→♣ ✟❤✝t✌❆

✐③✬✉❦♦②❤ 2.3

1. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

(i) (a)
1

4
✟☎ 1

4
(b)

3

5
✟☎ 1

4
(c)

4

3
✟☎ 1

4

(ii) (a)
2

9
✟☎ 1

7
(b)

6

5
✟☎ 1

7
(c)

3

10
✟☎ 1

7

2. ①q✳☎☎ ✟❤✝t✌ ✈☎❙❥ ☞❀✫✆r✡ ✿✐ ✡s✠ ❝✎✝✞✌ ✭❀✝✎ ❧✠☛☎✍ ❣❙✮ ✪

(i)
2 2

2
3 3
➫ (ii)

2 7

7 9
➫ (iii)

3 6
×

8 4
(iv)

9 3

5 5
➫

(v)
1 15

3 8
➫ (vi)

11 3

2 10
➫ (vii)

4 12

5 7
➫

3. ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎s ①q✳☎☎ ✟❤✝t✌✪
(i)

2 1
5

5 4
➫ (ii)

2 7
6

5 9
➫ (iii)

3 1
5

2 3
➫ (iv)

5 3
2

6 7
➫

(v)
2 4

3
5 7
➫ (vi)

3
2 3

5
➫ (vii)

4 3
3

7 5
➫

4. ✟☎❙✆ ❝▼✰☎ ❣❙ ✪
(i)

3

4
✟☎ 2

7
✈❋☎✍☎ 5

8
✟☎ 3

5
(ii)

6

7
✟☎ 1

2
✈❋☎✍☎ 3

7
✟☎ 2

3

5. ❧❙✞❤ ✈✐✆s ❝①❤♣s ✡s✠ ♣☎❥ ◆☎s❱ s ✐☎❙✴ s ✌✟ ✐✠✝❉r ✡s✠ ✞①☎r❤ ❣❙❆ ✎☎s Ø✡☎①r ◆☎s❱ s ✐☎❙è☎☎s✠ ✍s◗ ❝❤♣
✟❤ ✎✫❥❤ 3

4
 m ❣❙❆ ✐③❋☎✡ ✌✍✠ ✈✠✝r✡ ✐☎❙✴ s ✍s◗ ❝❤♣ ✟❤ ✎✫❥❤ ❑☎r ✟❤✝t✌❆

6. ✝✞✝✐✟☎ ✌✟ ✐q▲r✟ ✟☎s ✐③✝r✝✎✆ 3
1

4
❄☎✠❱ s ✐❁ ✰r❤ ❣❙❆ ✍❣ ❧✠✐✫✳☎❩ ✐q▲r✟ ✟☎s 6 ✝✎✆☎s✠ ✡s✠ ✐❁ ✰r❤

❣❙❆ ♠❧ ✐q▲r✟ ✟☎s ✐❁✰✆s ✡s✠ ♠❧✆s ✍q◗✞ ✝✟r✆s ❄☎✠❱ s ✞①☎✌✭
7. ✌✟ ✟☎❥ 1 ✝✞❱❥ ✐❙❱ ➟☎s✞ ✡s✠ 16 ✝✟✡❤ ✎☎❙▼✰r❤ ❣❙❆ 3

2
4

✝✞❱❥ ✐❙❱ ➟☎s✞ ✡s✠ ❀❣ ✟☎❥ ✍q◗✞ ✝✟r✆❤
✎✫❥❤ r❀ ✟❥s①❤✭

8. (a) (i) ❝❉❧☎  , ✡s✠ ❧✠❬❀☎ ✝✞✝❬☎✌❪ r☎✝✟ 2 10

3 30
➫ ❂ ❆

(ii) ✡s✠ ✐③☎■r ❧✠❬❀☎ ✟☎ ☞❀✫✆r✡ ✿✐ _____ ❣❙ ❆



❢❍❦❯✉ ✱♦❛ ♥✬❦❡②♦ ✥✦

         (b) (i) ❝❉❧☎  , ✡s✠ ❧✠❬❀☎ ✝✞✝❬☎✌❪ r☎✝✟ 3 24

5 75
➫ ❂ ❆

(ii) ✡s✠ ✐③☎■r ❧✠❬❀☎ ✟☎ ☞❀✫✆r✡ ✿✐ _____ ❣❙ ❆
2.4 ✂�✁✑✒✁✓✔ ❞✜ �✁✁①
t☎❲✆ ✍s◗ ✐☎❧ 6 cm ✞✠❝❤ ✟☎①➈☎ ✟❤ ✌✟ ✐❱ ð❤ ❣❙❆ ✍❣ ❜❧ ✐❱ ð❤ ✟☎s 2 cm ✞✠❝❤ ◆☎s❱❤ ✐✝❱ ð❀☎s✠✡s✠ ✟☎❱r☎ ❣❙❆ ✈☎✐ t☎✆rs ❣❙✠ ✝✟ ✍❣ 6 ÷ 2 =3 ✐✝❱ ð❀☎→ ✐③☎■r ✟❥s①☎❆ t☎❲✆ 6 cm ✞✠❝☎❜❩ ✍☎✞❤
✌✟ ✎✫❧❥❤ ✐❱ ð❤ ✟☎s ✏

✠
cm ✞✠❝☎❜❩ ✍☎✞❤ ◆☎s❱❤ ✐✝❱ ð❀☎s✠ ✡s✠ ✟☎❱r☎ ❣❙❆ ✈❝ ♠❧✟☎s ✝✟r✆❤ ◆☎s❱❤

✐✝❱ ð❀☎→ ✐③☎■r ❣☎s✠①❤✭ ✍❣ 6 ÷ 
3

2
✐✝❱ ð❀☎→ ✐③☎■r ✟❥s①☎❆

✌✟ 15

2
cm ✞✠❝☎❜❩ ✍☎✞❤ ✐❱ ð❤ ✟☎s 3

2
cm ✞✠❝☎❜❩ ✍☎✞❤ ◆☎s❱❤ ✐✝❱ ð❀☎s✠ ✡s✠ ✟☎❱☎ t☎ ❧✟r☎ ❣❙

✝t❧❧s ❣✡s✠ 15

2
�

3

2
❱q✟▼✰s ✐③ ☎■r ❣☎s✠①s❆

✈r✪❪ ❣✡s✠ ✌✟ ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎ ✟☎s ✝✟❧❤ ✝☛☎☞✆ ❧s ✈❋☎✍☎ ✌✟ ✝☛☎☞✆ ✟☎s ✎✫❧❥❤ ✝☛☎☞✆ ❧s ☛☎☎① ✎s✆s✟❤ ✈☎✍✏❀✟r☎ ❣❙❆ ✈☎❜✌ ❣✡ ✎s❬☎rs ❣❙✠ ✝✟ ❜❧s ✍❙◗❧s ✟❥✆☎ ❣❙❆
2.4.1 ✝❍✴❯✉ ❧s ✐✇✸✴❩ ❧❛❬❀✴ ❞❤ ❍✴✴✞
✈☎❜✌ 1�

1

2
❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆

❣✡ ✝✟❧❤ ❧✠✐✫✳☎❩ ✟☎s ✍q◗◆ ❝❥☎❝❥ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❜❧ ✐③✟☎❥ ❝☎→❱rs ❣❙✠ r☎✝✟ ✐③❘❀s✟ ☛☎☎① ❧✠✐✫✳☎❩ ✟☎
✈☎✴☎ ❣❙❆ ✌s❧s ✈☎✴ s (

1

2
) ☛☎☎①☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ 1÷

1

2
❣☎s①❤❆ ✈☎Ñ✝r 2.11 ✟☎s ✎s✝❬☎✌❆ ✈☎✐✟☎s ✝✟r✆s

✈☎✴ s ☛☎☎① ✝✎❬☎☎❜❩ ✎srs ❣❙✠✭ ✌s❧s ✎☎s ✈☎✴ s ☛☎☎① ❣❙✠❆
❜❧✝✞✌ 1 ÷ 

1

2
 = 2. ❧☎❋☎ ❣❤ 2

1
1

➫  = 1 × 2 = 2 ✈r✪ 1 ÷ 
1

2
 = 1 × 

✠

✑

❜❧❤ ✐③✟☎❥❪ 3 �
1

4
 = 3 ❧✠✐✫✳☎☎s❝ ✡s✠ ❧s ✐③❘❀s✟ ✟☎s ❧✡☎✆ 1

4
☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→❱✆s ✐❥❪ 1

4
☛☎☎①☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎

= 12 ✭✈☎Ñ✝r 2.12 ❧s✮

✁
✂

✁
✂

✁
✂

✁
✂

✁
✂

✁
✂

✁
✂

✁
✂

✁
✂

✁
✂

✁
✂

✁
✂

✙✁❞❵ ✂✛ 2.12

1

2

1

2

✈❦❞✄ ❢r 2.11



①❢✳❦r✥✥

❀❣ ☛☎❤ ✎s✝❬☎✌ ✝✟ 4
3×

1
 =  3 × 4  = 12. ❜❧ ✐③✟☎❥❪ ✸ ✶

✹
✸ ✹

✶
✥ ❂  = 12.

❜❧❤ ✐③✟☎❥  3 �
1

2
✈☎❙❥ 2

3×
1

❑☎r ✟❤✝t✌❆
✂�✁✑✒ ❞✁ ❖✦q❘Ø✄

1

2
✍s◗ ✈✠✏☎ ✌✍✠ ❣❥ ✟☎s ✐❥▲✐❥ ❝✎✞✆s ✐❥ ✈❋☎✍☎ 1

2
✟☎ ✐③✝r✞☎s✡ ✟❥✆s ✐❥ ❧✠❬❀☎ 2

1
✐③☎■r

✟❤ t☎ ❧✟r❤ ❣❙❆ ❜❧❤ ✐③✟☎❥ ✶
✸
✟☎ ✐③✝r✞s☎✡ ✟❥✆s ✐❥ 3

1
✐③☎■r ❣☎sr☎ ❣❙❆

✈☎❜✌ ❧✍❩✐③❋☎✡ ❣✡ ✌s❧❤ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✍s◗ ✐③✝r✞☎s✡ ✍s◗ ❝☎❥s ✡✠s ♣♣☎❩ ✟❥rs ❣❙✠❆
✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ①q✳☎✆✐◗✞☎s✠ ✟☎s ✎s✝❬☎✌ ✈☎❙❥ ✝❥❉r ▲❋☎☎✆☎s✠ ✟❤ ✐✫✝r❩ ✟❤✝t✌ ✪

1
7

7
➫  =  1

5 4

4 5
➫   =  ---------

1
9

9
➫  = ------

2

7
➫  -------  = 1

2 3

3 2
➫   =

2 3

3 2

➫

➫
  =

6

6
 = 1 ------

5

9
➫   = 1

✌s❧s ✐☎→♣ ✈☎❙❥ ❀q❳✡☎s✠ ✟☎s ①q✳☎☎ ✟❤✝t✌❆
✱✓❧✜ ✬✁✇✑✦✓✛✘ ❧✔❬✦✁✱→ ✂t✒❞✁ ✚✘▲✚✘ ①q✳✁✒✚✖✟ 1 ✣★❪ ✱❞ ♥ ✇❧✘✓ ✕✓✖ ❖✦q❘Ø✄ ❞✣✟✁✛✜ ✣★✔❆

❜❧ ✐③✟☎❥ 5

9
✟☎ ❖❀q❘Ø✡ 9

5
❣❙ ✈☎❙❥ 9

5
✟☎ ❖❀q❘Ø✡ 5

9
❣❙❆ 1

9
,

2

7
✍s◗ ❖❀q❘Ø✡ ❉❀☎ ❣❙s✭

✈☎✐ ✎s❬☎s✠①s ✝✟ 2

3
✟☎ ✐③✝r✞☎s✡ ✟❥✆s ✐❥ ❜❧✟☎ ❖❀q❘Ø✡ ✐③☎■r ❣☎sr☎ ❣❙❆ ✈☎✐ ❜❧ ✐③✟☎❥ 3

2
✐③☎■r

✟❥rs ❣❙✠❆
❧❦ s❢♣✱❪ ♣♣❦ ❩ ❞❤❢t✱ ✱♦ ❛ ❢②❢�❦✱

(i) ❉❀☎ ✌✟ ♠✝♣r ✝☛☎☞✆ ✟☎ ❖❀q❘Ø✡ ☛☎❤ ♠✝♣r ✝☛☎☞✆ ❣☎s①❤✭
(ii) ❉❀☎ ✌✟ ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆ ✟☎ ❖❀q❘Ø✡ ☛☎❤ ✌✟ ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆ ❣☎s①☎✭❜❧✝✞✌ ❣✡ ✟❣ ❧✟rs ❣❙✠ ✝✟

1 �
1

2
  =

2
1

1
➫   =   1 × (

1

2
✟☎ ❖❀q❘Ø✡ )

3 �
1

4
  =

4
3×

1
   =   3 × (

1

4
✟☎ ❖❀q❘Ø✡ )

3 �
1

2
  =  ------  =    ----------------------.



❢❍❦❯✉ ✱♦❛ ♥✬❦❡②♦ ✥✺

✈r✪❪ 2 �
3

4
 = 2 × (

3

4
✟☎ ❖❀q❘Ø✡ ) = 

4
2

3
➫ .

5 �
2

9
  = 5 ×   -------------------  =  5 × -------------

❜❧ ✐③✟☎❥ ✝✟❧❤ ✐ ✇✳❦❩ ❧❛❬❀❦ ❞❦s ✂❞ ❢❍❦❯✉ ❧s ❍❦❦① ❞❥✉s ♦s◗ ❢②✂ ♠❧ ✐ ✇✳❦❩ ❧❛❬❀❦

❞❦s ♠❧ ❢❍❦❯✉ ♦s◗ ❖❀q❘Ø❡ ❧s ①q✳❦❦ ❞❥ ♥❤❢t✂❆

❑☎r ✟❤✝t✌ ✪ (i) 7 ÷
2

5
(ii) 6 ÷ 

4

7
(iii) 2 ÷

8

9

✦ ❢❞❧❤ ✐ ✇✳❦❩ ❧❛❬❀❦ ❞❦s ✂❞ ❢❡❢❏r ❢❍❦❯✉ ❧s ❍❦❦① ❞❥rs ❧❡❀❪ ❧♦❩✐③❋❦❡ ❢❡❢❏r ❢❍❦❯✉ ❞❦s

❢♦✧❦❡ ❢❍❦❯✉ ❡s❛ ✐❢❥♦❢r❩r ❞❤❢t✂ ✈❦❙❥ r❝ ❜❧❞❦s ❣② ❞❤❢t✂❆

❜❧ ✐③✟☎❥   4 ÷
2

2
5

  =   4 ÷
12

5
  =    ? ❧☎❋☎ ❣❤ 5 ÷ 3

✶

✸
 = 3 ÷ 

�✵

�
 = ?

2.4.2 ✐✇✸✴❩ ❧❛❬❀✴ ❧s ✝❍✴❯✉ ❞❤ ❍✴✴✞
✦

3

4
� 3 ✟☎ ✡☎✆ ❉❀☎ ❣☎s①☎✭

✐✫✍❩ ✐③ s④☎✳☎☎s✠ ✍s◗ ✈☎✴☎❥ ✐❥ ❣✡ ✐☎rs ❣❙✠ ✪ 3

4
� 3 =

✁

✹

✁

✶
✥  = 

3

4
×

1

3
 = 

3

12
 = 

1

4

✈r✪❪ 2

3
� 7  = 

2

3
×

1

7
 =     ?

5

7
� 6 ,

2

7
� 8 ✍s◗ ✡☎✆ ❉❀☎ ❣❙✠✭

✦ ✝✡✝❏r ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎s ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎ ❧s ☛☎☎① ✟❥rs ❧✡❀ ✝✡✝❏r ✝☛☎☞✆ ✟☎s ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆ ✡s✠ ✐✝❥✍✝r❩r
✟❤✝t✌❆ ✈❋☎☎❩r ⑦

✷
✷

✂
✄☎  =

✽

✆
✝✞  = ------ ;

2
4 3

5
✥  = ------ =  ------ 

3
2 2

5
✥  = ------ =  ----

2.4.3 ✱❞ ✝❍✴❯✉ ❞❤ ✲ ✇❧✶❤ ✝❍✴❯✉ ❧s ❍✴✴✞
✈❝ ❣✡ 1

3
�

6

5
❑☎r ✟❥ ❧✟rs ❣❙✠❆

1

3
�

6

5
    =

1

3
×  (

6

5
✟☎ ❖❀q❘Ø✡ ) =

1

3
×

6

5
 =

2

5

❜❧❤ ✐③✟☎❥❪ 8 2 8

5 3 5
✟ ❂  × (

2

3
✟☎ ❖❀q❘Ø✡ ) = ? ✈☎❙❥ 1

2
�

3

4
 =  ?

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

❑☎r ✟❤✝t✌✪
(i) 6 �

1
5

3

(ii) 7 �
4

2
7



①❢✳❦r✥✦

❑☎r ✟❤✝t✌✪ (i)
3 1

5 2
✥ (ii)

1 3

2 5
✥ (iii)

1 3
2

2 5
✥ (iv)

1 9
5

6 2
✥

✐③✬✉❦♦②❤ 2.4

1. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪
(i)

3
12

4
✥ (ii)

5
14

6
✥ (iii)

7
8

3
✥ (iv)

8
4

3
✥

(v)
1

3 2
3

� (vi)
4

5 3
7

�

2. ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ✝☛☎☞✆☎s✠ ✡s✠ ❧s ✐③❘❀s✟ ✟☎ ❖❀q❘Ø✡ ❑☎r ✟❤✝t✌❆ ❖❀q❘Ø✡☎s✠ ✟☎s ♠✝♣r ✝☛☎☞✆❪ ✝✍✧☎✡
✝☛☎☞✆ ✌✍✠ ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎ ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ✍①❤❩Ñr ✟❤✝t✌❆
(i)

3

7
(ii)

5

8
(iii)

9

7
(iv)

6

5

   (v)
12

7
(vi)

1

8
(vii)

1

11

3. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪
(i)

7
2

3
✥ (ii)

4
5

9
✥ (iii)

6
7

13
✥ (iv) ✹

✶

✸
✸✁

(v)
1

3 4
2
✥ (vi)

3
4 7

7
✥

4. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪
(i)

2 1

5 2
✥ (ii)

4 2

9 3
✥ (iii)

3 8

7 7
✥ (iv)

1 3
2

3 5
✥ (v) ✏

✑
✠

✽

✏
✂

(vi)
2 1

1
5 2
✥ (vii)

1 2
3 1

5 3
✥ (viii)

1 1
2 1

5 5
✥

2.5 ♥✬✁✄✟✕ ❧ ✔❬✦✁✙✁✓✔ ✕✓✖ ✗✁✘✓ ✄✔✓ ✙✁✚ ✂❞✛✒✜ ✙P✢✜ ✛✘✣ ✚❁✰ ✪q✕✓✖ ✣★✔
✈☎✐✆s ✝✐◆✞❤ ✟④☎☎✈☎s✠ ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✍s◗ ❝☎❥s ✡s✠ ✈è❀❀✆ ✝✟❀☎ ❣❙❆ ✈☎❜✌ ❀❣☎→ ❣✡ ❧✠✝④☎■r

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱



❢❍❦❯✉ ✱♦❛ ♥✬❦❡②♦ ✥✦

✡s✠ ❜✆✟☎ ▲✡❥✳☎ ✟❥rs ❣❙✠❆ ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ❧☎❥✳☎❤ ✟☎s ✎s✝❬☎✌ ✈☎❙❥ ✝❥❉r ▲❋☎☎✆☎s✠ ✟❤ ✐✫✝r❩ ✟❤✝t✌ ✪

❧❙❞▼✰❦ ♥❣❦❜❩ ❜❞❦❜❩ ♥✬❦❦ ❛✬❦ ✬❦r❦ ❛✬❦ �✁✂❦✄☎❦ �✄❬❀❦

(100) (10) (1)
1

10

⑧ ⑨
⑩ ❶❷ ❸

1

100

⑧ ⑨
⑩ ❶❷ ❸

1

1000

⑧ ⑨
⑩ ❶❷ ❸

2 5 3 1 4 7 253.147

6 2 9 3 2 1 ..............

0 4 3 1 9 2 ..............

........ 1 4 2 5 1 514.251

2 ....... 6 5 1 2 236.512

........ 2 ........ 5 ........ 3 724.503

6 ....... 4 ........ 2 ....... 614.326

0 1 0 5 3 0 ...............

♠✐❀q❩❉r ❧☎❥✳☎❤ ✡s✠ ✈☎✐✆s ✌s❧❤ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✌→ ✝✞❬☎❤ ❣❙✠ ✝t✆✟☎ ✐③❧☎✝❥r ▲❋☎☎✆❤❀ ✡☎✆ ✝✎❀☎
❣q✈☎ ❋☎☎❆ ✈☎✐ ✝✍✞☎s✡ ☛☎❤ ✟❥ ❧✟rs ❣❙✠❆ ✈❋☎☎❩r ⑦ ❀✝✎ ✈☎✐✟☎s ❧✠❬❀☎ ✎❤ ❣q❜❩ ❣❙ r☎s ✈☎✐ ❜❧✟☎✐③❧☎✝❥r ✿✐ ✝✞❬☎ ❧✟rs ❣✠❙❆ ♠✎☎❣❥✳☎r✪

253.417 = 2 × 100 + 5 × 10 + 3 × 1 + 4 × 
1

10

⑧ ⑨
⑩ ❶❷ ❸  + 1 ×

1

100

⑧ ⑨
⑩ ❶❷ ❸  + 7 ×

1

1000

⑧ ⑨
⑩ ❶❷ ❸

t☎ ❲✆ ✍s◗ ✐☎❧ 15.50 ★ ❣❙✠ ✈☎❙❥ ❧✞✡☎ ✍s◗ ✐☎❧ 15.75 ★ ❣❙✠❆ ✝✟❧✍s◗ ✐☎❧ ✈✝è☎✟ ✴✆ ❣❙✭❜❧s ❑☎r ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ❣✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✈☎✠s 15.50 ✌✍✠ 15.75 ✟❤ rq✞✆☎ ✟❥✆s ✟❤ ✈☎✍✏❀✟r☎❣❙❆ ❜❧✍s◗ ✝✞✌ ❣✡ ❧✍❩✐③❋☎✡ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✍s◗ ❧❝❧s ❝☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ✍s◗ ✈✠✟ ❧s ✏☎q✿ ✟❥rs ❣q✌ ❝☎❜❝r❥✐◗ ✍s◗ ✈✠✟☎s✠ ✟❤ rq✞✆☎ ✟❥rs ❣❙✠❆ ❀❣☎→ ➥❝✎q ✍s◗ ❝☎❜❝ r❥✐✰◗ ✍s◗ ✎☎s✆☎s✠ ✈✠✟ 1 ✈☎❙❥ 5 ✎☎s✆☎s✠ ❧✠❬❀☎✈☎s✠✡s✠ ✌✟ t❙❧s ❣❙✠❆ ❜❧✝✞✌ ❣✡ ✎✏☎☎✠✏☎ ▲❋☎☎✆ ❧s ✏☎q✿ ✟❥rs ❣q✌ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✍s◗ ✎☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ✍s◗ ✈✠✟☎s✠
✟❤ rq✞✆☎ ✟❥rs ❣❙✠❆ ❣✡ ✐☎rs ❣❙✠ ✝✟ 5 < 7, ❜❧ ✐③✟☎❥ ❣✡ ✟❣rs ❣❙✠ ✝✟ 15.50 < 15.75. ✈r✪

❧✞✡☎ ✍s◗ ✐☎❧ t☎ ❲✆ ❧s ✈✝✴✟ ✴✆ ❣❙❆
❀✝✎ ✎✏☎☎✠✏☎ ▲❋☎☎✆ ✍s◗ ✈✠✟ ☛☎❤ ✌✟ t❙❧s ❣❙✠ r☎s ✏☎r☎✠✏☎ ▲❋☎☎✆ ✍s◗ ✈✠✟☎s✠ ✟❤ rq✞✆☎ ✟❤✝t✌ ✈☎❙❥❜❧❤ ✐③✟☎❥ ✈☎①s ✟❤✝t✌❆

✈❝ rq❥✠r 35.63 ✈☎❙❥ 35.67; 20.1 ✈☎❙❥ 20.01; 19.36 ✈☎❙❥ 29.36 ✟❤ rq✞✆☎ ✟❤✝t✌❆
è☎✆❪ ✞✠❝☎❜❩ ✈☎❙❥ ☛☎☎❥ ✟❤ ✝✆❊✆ ❜✟☎❜❩ ✟☎s ♠P♣ ❜✟☎❜❩ ✡s✠ ✐✝❥✍✝r❩r ✟❥rs ❧✡❀ ❣✡s✠ ✎✏☎✡✞✍

✟❤ ✈☎✍✏❀✟r☎ ❣☎sr❤ ❣❙❆ ♠✎☎❣❥✳☎r✪ 3 ✐❙❧s = 
✸

✶✵✵
★ = 0.03 ★✐❀s❪

5 g = 
✺

✆✝✝✝
 kg = 0.005 kg , 7 cm = 

7

100
= 0.07 m

75 ✐❙❧s = ______★❪ 250 g = _____ kg, 85 cm = _____ m❪ ✝✞✝❬☎✌
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❣✡ ❀❣ ☛☎❤ t☎✆r s ❣❙✠ ✝✟ ✎✏☎✡✞✍☎s✠ ✟☎s ✍ ❙◗❧s t☎s▼✰☎ ✈☎❙❥ ❄ ☎❱ ☎❀☎ t☎r☎ ❣ ❙❆ ❜❧ ✐③✟☎❥
21.36 + 37.35 ❣❙

21.36

37.35

58.71

�

0.19 + 2.3 ✟☎ ✡☎✆ ❉❀☎ ❣❙✭ 29.35 ✁ 4.56 ✟☎ ✈✠r❥ ❣❙
29.35

04.56

24.79

✂

39.87 ✁ 21.98 ✟☎ ✡☎✆ ❝r☎❜✌❆
✐③✬✉❦♦②❤ 2.5

1. ✟☎❙✆ ❝▼✰☎ ❣❙✭
(i) 0.5 ✈❋☎✍☎ 0.05 (ii) 0.7 ✈❋☎✍☎ 0.5 (iii) 7 ✈❋☎✍☎ 0.7

(iv) 1.37 ✈❋☎✍☎ 1.49 (v) 2.03 ✈❋☎✍☎ 2.30 (vi) 0.8 ✈❋☎✍☎ 0.88.

2. ✎✏☎✡✞✍ ✟☎ ♠✐❀☎s① ✟❥rs ❣q✌ ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ✟☎s ★✐❀s ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ❖❀❉r ✟❤✝t✌ ✪

(i) 7 ✐❙❧s (ii) 7 ★✐❀s 7 ✐❙❧s (iii) 77 ★✐❀s 77 ✐❙❧s
(iv) 50 ✐❙❧s (v) 235 ✐❙❧s

3. (i) 5 cm ✟☎s m ✌✍✠ km ✡s✠ ❖❀❉r ✟❤✝t✌❆
(ii) 35 mm ✟☎s cm❪ m ✌✍✠ km ✡s✠ ❖❀❉r ✟❤✝t✌❆

4. ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ✟☎s kg ✡s✠ ❖❀❉r ✟❤✝t✌ ✪

(i) 200 gm (ii) 3470 gm (iii) 4 kg 8 g

5. ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✟☎s ✝✍▲r☎✝❥r ✿✐ ✡s✠ ✝✞✝❬☎✌ ✪

(i) 20.03 (ii) 2.03 (iii) 200.03 (iv) 2.034

6. ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✡s✠ 2 ✟☎ ▲❋☎☎✆❤❀ ✡☎✆ ✝✞✝❬☎✌ ✪

(i) 2.56 (ii) 21.37 (iii) 10.25 (iv) 9.42 (v) 63.352.

7. ✝✎✆s✏☎ ▲❋☎☎✆ A ❧s ▲❋☎☎✆ B r✟ ①❀☎ ✈☎❙❥ ✍❣☎→ ❧s ▲❋☎☎✆ C r✟ ①❀☎❆ A❧s B

✟❤ ✎✫❥❤ 7.5 km ❣❙ ✈☎❙❥ B ❧s C ✟❤ ✎✫❥❤ 12.7 km ❣❙❆ ✈❀✫❝ ▲❋☎☎✆ A ❧s▲❋☎☎✆ D r✟ ①❀☎ ✈☎❙❥ ✍❣☎→ ❧s ✍❣ ▲❋☎☎✆ C ✟☎s ①❀☎❆ A❧s C ✟❤ ✎✫❥❤ 9.3

km ❣❙ ✈☎❙❥ D ❧s C ✟❤ ✎✫❥❤ 11.8 km ❣❙❆ ✝✟❧✆s ➈❀☎✎☎ ✎✫❥❤ r❀ ✟❤ ✈☎❙❥
✍❣ ✎✫❥❤ ✝✟r✆❤ ✈✝✴✟ ❋☎❤✭

8. ✏❀☎✡☎ ✆s 5 kg 300 g ❧s❝ ✈☎❙❥ 3 kg 250 g ✈☎✡ ❬☎❥❤✎s❆ ❧❥✞☎ ✆s 4 kg 800 g ❧✠r❥s ✈☎❙❥
4 kg 150 g ✍s◗✞s ❬☎❥❤✎s❆ ✝✟❧✆s ✈✝✴✟ ✐◗✞ ❬☎❥❤✎s✭

9. 28 km❪ 42.6 km ❧s ✝✟r✆☎ ✟✡ ❣❙✭



❢❍❦❯✉ ✱♦❛ ♥✬❦❡②♦ ✥✦

2.6 ♥✬✁✄✟✕ ❧✔❬✦✁✙✁✓✔ ❞✁ ①q✳✁✒
❥s✏☎✡☎ ✆s 8.50 ★✐❀s ✐③✝r kg ✟❤ ✎❥ ❧s ✶.5 kg ❧❈t❤ ❬☎❥❤✎❤❆ ♠❧s ✝✟r✆s è☎✆ ✟☎ ☛☎q①r☎✆ ✟❥✆☎
♣☎✝❣✌✭ ✝✆✝✏♣r ✿✐ ❧s ❀❣  8.50 × 1.50 ★✐❀s ❣☎s①☎❆ 8.5 ✈☎❙❥ 1.5 ✎☎s✆☎s✠ ❣❤ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✌→ ❣❙✠❆❜❧ ✐③✟☎❥ ❣✡s✠ ✌✟ ✌s❧❤ ✐✝❥✝▲❋☎✝r ✝✡✞r❤ ❣❙ t❣☎→ ❣✡s✠ ❀❣ ❑☎r ✟❥✆s ✟❤ ✈☎✍✏❀✟r☎ ❣❙ ✝✟ ✎☎s
✎✏☎✡✞✍☎s✠ ✟☎s ✍❙◗❧s ①q✳☎☎ ✝✟❀☎ t☎r☎ ❣❙❆ ✈☎❜✌ ✈❝ ✎☎s ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✍s◗ ①q✳☎✆ ✟☎s ❧❤❬☎rs ❣❙✠❆
❧✍❩✐③❋☎✡ ❣✡ 0.1 × 0.1 ❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆
✈❝ 0.1 = 

1

10
, ❜❧✝✞✌ 0.1 × 0.1 = 

1 1
×

10 10
 = 

1×1

10 ×10
 = 

1

100
 = 0.01.

✈☎❜✌ ❜❧✟☎ ❧✝♣❂☎ ✝✆✿✐✳☎ ✎s❬☎rs ❣❙✠❆ ( ✈☎Ñ✝r 2.13)

✝☛☎☞✆ 1

10
, 10 ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❧s ✌✟ ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r❤ ❣❙❆

✝♣❂☎ ✡s✠ ◆☎❀☎✠✝✟r ☛☎☎① 1

10
✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙❆

❣✡ t☎✆rs ❣❙✠ ✝✟
1 1

×
10 10

✟☎ ✈❋☎❩ ❣❙ 1

10
✟☎ 1

10
. ❜❧✝✞✌ ❜❧ 1

10
✍s✠ ☛☎☎① ✟☎s 10

❝❥☎❝❥ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→✝❱✌ ✈☎❙❥ ❜✆✡s✠ ❧s ✌✟ ☛☎☎① ✟☎s ✞❤✝t✌❆❜❧ ✐③✟☎❥ ❣✡ ✐☎rs ❣❙✠ (✈☎Ñ✝r 2.14) ✝✟

✈❦Ñ❢r 2.14

1

10
✍s✠ ☛☎☎① ✍s◗ 10 ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ✌✟ ☛☎☎① ➥❝✎q ⑥☎❥☎ ✝♣✝➱r ✍①❩ ❣❙❆ ✈❋☎☎❩r ⑦ ❀❣ 1 1

×
10 10

✈❋☎✍☎
0.1 × 0.1 ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙❆❉❀☎ ➥❝✎q ✍①❩ ✟☎s ✝✟❧❤ ✎✫❧❥❤ ✝✍✝✴ ❧s ✝✆✿✝✐r ✝✟❀☎ t☎ ❧✟r☎ ❣❙✭✈☎✐ ✈☎Ñ✝r 2.14 ✡s✠ ✝✟r✆s ◆☎s❱ s ✍①❩ ✐☎rs ❣❙✠❆❜❧✡s✠ 100 ◆☎s❱ s ✍①❩ ❣❙✠❆ ❜❧ ✐③✟☎❥ ➥❝✎q ⑥☎❥☎ ✝♣✝➱r ✍①❩ 100 ✡s✠ ❧s ✌✟ ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙ ✈❋☎☎❩r ⑦

0.01 ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥r☎ ❣❙❆ ✈r✪ 0.1 × 0.1 = 0.01.

✈❦Ñ❢r 2.13
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è❀☎✆ ✎❤✝t✌ 0.1 ①q✳☎✆✐◗✞ ✡s✠ ✎☎s ❝☎❥ ❧✝❊✡✝✞r ❣❙❆ 0.1 ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✍s◗ ✎☎❜❝ r❥✐✰◗ ✌✟
✈✠✟ ❣❙❆  0.01 ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✍s◗ ✎☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ✎☎s (✈❋☎☎❩r ⑦ 1 + 1) ✈✠✟ ❣❙✠❆

✈☎❜✌ ✈❝ ❣✡ 0.2 × 0.3 ❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆
❣✡ ✐☎rs ❣❙✠❪ 0.2 × 0.3 = 

2 3
×

10 10

t❙❧s ❣✡✆s ✶
✶✵

✶

✶✵
, ✍s◗ ✝✞✌ ✝✟❀☎ ❣❙❪ ✍❙❧s ❣❤ ✈☎❜✌ ❣✡ ✍①❩ ✟☎s

10 ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→❱rs ❣❙✠ ✈☎❙❥ �

�✵
✐③☎■r ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ❜✆✡s✠ ❧s 3

☛☎☎①☎s✠ ✟☎s ❝☎❣❥ ✝✆✟☎✞ ✞srs ❣❙✠❆ ✝✐◗❥ ❧s ❜✆ 3 ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❧s ✐③❘❀s✟
☛☎☎① ✟☎s 10 ❧✡☎✆ ☛☎☎①☎s✠ ✡s✠ ❝☎→✝❱✌ ✈☎❙❥ ✐③❘❀s✟ ✡s✠ ❧s 2 ✞s ✞❤✝t✌❆ ❜❧
✐③✟☎❥ ❣✡ 2 3

×
10 10

✐③☎■r ✟❥rs ❣❙✠❆

➥❝✎q ⑥☎❥☎ ✝♣✝➱r ✍①❩❪ 2 3
×

10 10
✈❋☎☎❩r ⑦ 0.2 × 0.3 ✟☎s ✝✆✿✝✐r ✟❥rs ❣❙✠ (✈☎Ñ✝r 2.15 ✎s✝❬☎✌)

❉❀☎s✠✝✟ 100 ✡s✠ ❧s 6 ➥❝✎q ⑥☎❥☎ ✝♣✝➱r ✍①❩ ❣❙✠ ✈r✪ ❀s 0.06 ✟☎s ☛☎❤ ✝✆✿✝✐r ✟❥rs ❣❙✠❆
❜❧ ✐③✟☎❥ 0.2 × 0.3 = 0.06.

è❀☎✆ ✎❤✝t✌ ✝✟ 2 × 3 = 6 ✈☎❙❥ 0.06 ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ❧s ✎☎❜ ❝ r❥✐✰ ◗ ✈✠✟☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ 2
(= 1 + 1) ❣❙✠❆
t☎→♣ ✟❤✝t✌ ✝✟ ❉❀☎ ❀❣ 0.1 × 0.1 ✍s◗ ✝✞✌ ☛☎❤ ♠✝♣r ❣❙❆
❜✆ ✐③s④☎✳☎☎s✠ ✟☎ ♠✐❀☎s① ✟❥rs ❣q✌ 0.2 × 0.4 ❑☎r ✟❤✝t✌❆

0.1 × 0.1 ✈☎❙❥ 0.2 × 0.3 ❑☎r ✟❥rs ❧✡❀ ❧✠☛☎✍r✪ ✈☎✐✆s è❀☎✆ ✝✎❀☎ ❣☎s①☎ ✝✟ ❧✍❩✐③❋☎✡ ❣✡✆s
✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✟❤ ♠✐s④☎☎ ✟❥rs ❣q✌ ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ①q✳☎☎ ✝✟❀☎ ❋☎☎❆ 0.1 × 0.1 ✡s✠ ❣✡✆s
✐☎❀☎❪ 01 × 01 ✈❋☎☎❩r ⑦ 1 × 1 ❜❧❤ ✐③✟☎❥ 0.2 × 0.3 ✡s✠ ❣✡✆s ✐☎❀☎❪ 02 × 03 = 2 × 3.

r❝ ❣✡✆s ❧❝❧s ✎☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ✍s◗ ✈✠✟ ❧s ✏☎q✿ ✟❥rs ❣q✌ ✈☎❙❥ ❝☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ♣✞rs ❣q✌ ✈✠✟☎s✠ ✟❤
❧✠❬❀☎ ✟☎s ✝①✆☎❆ r❝ ❣✡✆s ✍❣☎→ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ❥❬☎☎❆ ✝①✆s t☎✆s ✍☎✞s ✈✠✟☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎❪ ①q✳☎☎ ✟❤
t☎ ❥❣❤ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✍s◗ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✍s◗ ✎☎❜❝ r❥✐✰◗ ✍s◗ ✈✠✟☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ ✟☎ ❀☎s① ✟❥✆s
✐❥ ✐③☎■r ❣☎sr❤ ❣❙❆
✈☎❜✌ ✈❝ ❣✡ 1.2 × 2.5 ❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆

12 ✌✍✠ 25 ✟☎s ①q✳☎☎ ✟❤✝t✌❆ ❣✡ 300 ✈✠✟ ✐③☎■r ✟❥rs ❣❙✠❆ 1.2 ✈☎❙❥ 2.5 ✎☎s✆☎s✠ ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q
✍s◗ ✎☎❜❝ r❥✐◗ ✌✟ ✈✠✟ ❣❙❆ ❜❧✝✞✌ 300 ✡s✠ ❧❝❧s ✎☎❜❝ r❥✐◗ ❧s 1 + 1 = 2 ✈✠✟ ✝①✆ ✞❤✝t✌
(✈❋☎☎❩r ⑦ 0) ✈☎❙❥ ❝☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ♣✝✞✌❆ ❣✡ 3.00 ✈❋☎☎❩r ⑦ 3 ✐③☎■r ✟❥rs ❣❙✠
❜❧❤ ✐③✟☎❥ 1.5 × 1.6, 2.4 × 4.2 ❑☎r ✟❤✝t✌❆

✈❦Ñ❢r 2.15
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2.5 ✈☎❙❥ 1.25 ✟☎s ①q✳☎☎ ✟❥rs ❧✡❀ ❧✍❩✐③❋☎✡ ✈☎✐ 25 ✌✍✠ 125 ✟☎s ①q✳☎☎ ✟❥s✠①s❆ ✐③☎■r ①q✳☎✆✐◗✞
✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ❥❬☎✆s ✍s◗ ✝✞✌ ✈☎✐ ❧❝❧s ✎☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ✍s◗ ✈✠✟ ❧s ✏☎q✿ ✟❥rs ❣q✌ 1 + 2 = 3 ✭❉❀☎s✠✮✭
✈✠✟ ✝①✆s✠①s❆ ✈r✪ 2.5 × 1.25 = 3.225❆ 2.7 × 1.35 ❑☎r ✟❤✝t✌❆

1. ❑☎r ✟❤✝t✌✪ (i) 2.7 × 4 (ii) 1.8 × 1.2 (iii) 2.3 × 4.35

2. ✐③✏✆ 1 ✡s✠ ✐③ ☎■r ①q✳☎✆✐◗✞☎s✠ ✟☎s ✈✍❥☎s❣❤ Ø✡ ✡✠s Ø✡❝➻ ✟❤✝t✌❆
♠♥❦❣❥✳❦ 7 ✌✟ ❧✡❝☎❣q ✝❂☎☛☎qt ✟❤ ☛☎qt☎ 3.5 cm ❣❙❆ ❜❧✟☎ ✐✝❥✡☎✐ ❑☎r ✟❤✝t✌❆
❣② ❧✡❝☎❣q ✝❂☎☛☎qt ✟❤ ❧☛☎❤ ☛☎qt☎✌→ ❧✡☎✆ ❣☎sr❤ ❣❙✠❆
❜❧✝✞✌❪ ✐③❘❀s✟ ☛☎qt☎ ✟❤ ✞✠❝☎❜❩ = 3.5 cm❆ ✈r✪ ✐✝❥✡☎✐ = 3 × 3.5 cm = 10.5 cm

♠♥❦❣❥✳❦ 8 ✌✟ ✈☎❀r ✟❤ ✞✠❝☎❜❩ 7.1 cm ✈☎❙❥ ❜❧✟❤ ♣☎❙▼✰☎❜❩ 2.5 cm ❣❙❆ ✈☎❀r ✟☎
④☎s❂☎✐◗✞ ❉❀☎ ❣❙✭

❣② ✈☎❀r ✟❤ ✞✠❝☎❜❩ = 7.1 cm ✈☎❀r ✟❤ ♣☎❙▼✰☎❜❩ = 2.5 cm

❜❧✝✞✌ ✈☎❀r ✟☎ ④☎s❂☎✐◗✞ = 7.1 cm × 2.5 cm = 17.75 cm2

2.6.1 ✲✬✴❡✹♦ ❧❛❬❀✴✈✴s❛ ❞✴ 10,100 �❦❙❥ 1000 ❧s ✞✟✸✴✉
❥s✏☎✡☎ ✆s ✎s❬☎☎ ✝✟ 2.3 = 

23

10
❣❙ t❝✝✟ 2.35 = 

235

100
. ✈r✪ ♠❧✆s ✐☎❀☎ ✝✟ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✟❤

✝▲❋☎✝r ✐❥ ✝✆☛☎❩❥ ✟❥rs ❣q✌ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎ ✟☎s 10 ✈❋☎✍☎ 100 ❣❥ ✍☎✞❤ ✝☛☎☞✆ ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ✐✝❥✍✝r❩r✝✟❀☎ t☎ ❧✟r☎ ❣❙❆ ♠❧✆s ❧☎s♣☎ ✝✟ ❀✝✎ ✝✟❧❤ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎ ✟☎s 10 ✈❋☎✍☎ 100 ✈❋☎✍☎ 1000

❧s ①q✳☎☎ ✝✟❀☎ t☎✌ r☎s ❉❀☎ ❣☎s①☎✭
✈☎❜✌ ✎s❬☎rs ❣❙✠ ❉❀☎ ❣✡ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✟☎s 10 ✈❋☎✍☎ 100 ✈❋☎✍☎ 1000 ❧s ①q✳☎☎ ✟❥✆s ✟☎✟☎s❜❩ ✐③✝r✿✐ ✭✐❙❱✆❩✮ ✐③☎■r ✟❥ ❧✟rs ❣❙✠❆

✆❤♣s ✎❤ ❣q❜❩ ❧☎❥✳☎❤ ✟☎s ✎s✝❬☎✌ ✈☎❙❥ ✝❥❉r ▲❋☎☎✆☎s✠ ✟❤ ✐✫✝r❩ ✟❤✝t✌ ✪

1.76 × 10  = 
✶✼✻

✶✵✵
× 10 = 17.6 2.35 ×10 =___ 12.356 × 10 =___

1.76 × 100 = 
✶✁✂
✶✵✵

× 100 = 176 ❀☎ 176.0 2.35 ×100 = ___ 12.356 × 100 =___

1.76 × 1000 = 
✄☎✆

✄✝✝
 × 1000 = 1760 ❀☎ 2.35 ×1000 = ___ 12.356 × 1000 = ___

1760.0

0.5 × 10 = 
✁

�✵
 × 10 = 5     ;     0.5 × 100 = ___     ;     0.5 × 1000 = ___

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱
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❧☎❥✳☎❤ ✡s✠ ①q✳☎✆✐◗✞ ✍s◗ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✍s◗ ✝✍▲❋☎☎✐✆ ✟☎s ✎s✝❬☎✌❆ ❀❣☎→ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✟☎s 10,100 ✌✍✠
1000 ❧s ①q✳☎☎ ✝✟❀☎ ①❀☎ ❣❙❆ 1.76 × 10 = 17.6 ✡s✠ ✈✠✟ ✍❣❤ ❣❙✠ ✈❋☎☎❩r ⑦ ✎☎s✆☎s✠ r❥✐✰ ◗ 1, 7 ✈☎❙❥ 6 ❣❙❆
❉❀☎ ✈☎✐✆s ❜❧s ✎✫❧❥s ①q✳☎✆✐◗✞☎s✠ ✡s✠ ☛☎❤ ✎s❬☎☎ ❣❙✭ 1.76 ✈☎❙❥ 17.6 ✟☎s ☛☎❤ ✎s✝❬☎✌❆ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✎☎❜❝

✈❋☎✍☎ ❝☎❜❝❪ ✝✟❧ r❥✐✰ ◗ ✝✍▲❋☎☎✝✐r ❣q✈☎ ❣❙ è❀☎✆ ✎❤✝t✌ 10 ✡s✠ 1 ✍s◗ ✈✝r✝❥❉r ✌✟ ✏☎✫☞❀ ❣❙❆
1.76×100 = 176.0 ✡s✠❪ 1.76 ✌✍✠ 176.0 ✟☎s ✎s✝❬☎❀s ✝✟ ✝✟❧ r❥✐◗ ✈☎❙❥ ✝✟r✆s ▲❋☎☎✆☎s✠ ❧s

✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✟☎ ✝✍▲❋☎☎✐✆ ❣q✈☎ ❣❙❆ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✎☎❜❝ r❥✐✰◗ ✎☎s ▲❋☎☎✆☎s✠ ❧s ✝✍▲❋☎☎✝✐r
❣q✈☎ ❣❙❆
è❀☎✆ ✎❤✝t✌ 100 ✡s✠ 1 ✍s◗ ✈✝r✝❥❉r ✎☎s ✏☎✫☞❀ ❣❙❆
❉❀☎ ✈☎✐ ✎✫❧❥s ①q✳☎✆✐◗✞☎s✠ ✡s✠ ☛☎❤ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✟☎ ❜❧❤ ✐③✟☎❥ ✟☎ ✝✍▲❋☎☎✐✆ ✎s❬☎r s ❣❙✠✭

❜❧ ✐③✟☎❥ ❣✡ ✟❣rs ❣❙✠ ✝✟ t❝ ✝✟❧❤ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎ ✟☎s 10, 100 ✈❋☎✍☎ 1000

❧s ①q✳☎☎ ✝✟❀☎ t☎r☎ ❣❙ r☎s ①q✳☎✆✐◗✞ ✍s◗ ✈✠✟ ✍❣❤ ❣☎srs ❣❙✠ t☎s ✈✠✟ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎ ✡✠s
❣☎sr s ❣❙✠ ✐❥✠rq ①q✳☎✆✐◗✞ ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✎☎❜❝ r❥✐◗ ♠r✆s ❣❤ ▲❋☎☎✆☎s✠ ❧s ✝✍▲❋☎☎✝✐r ❣☎sr☎ ❣❙

✝tr✆s 1 ✍s◗ ✈✝r✝❥❉r ✏☎✫☞❀ ❣☎srs ❣❙✠❆ ❜✆ ✐③s④☎✳☎☎s✠ ✍s◗ ✈☎✴☎❥ ✐❥ ✈❝ ❣✡ ✟❣ ❧✟rs ❣❙✠ ✝✟✪
0.07 × 10 = 0.7, 0.07 × 100 = 7 ✈☎❙❥ 0.07 × 1000 = 70.

❉❀☎ ✈❝ ✈☎✐ ❝r☎ ❧✟rs ❣❙✠ ✝✟ 2.97 × 10 = ?    2.97 × 100 = ?    2.97 × 1000 = ?

❉❀☎ ✈❝ ✈☎✐ ❥s✏☎✡☎ ⑥☎❥☎ ☛☎q①r☎✆ ✝✟✌ t☎✆s ✍☎✞❤ ❥☎✝✏☎ ✈❋☎☎❩r ⑦ 8.50 × 150 ★✐❀s❪ ❑☎r ✟❥✆s
✡✠ s ♠❧✟❤ ❧❣☎❀r☎ ✟❥ ❧✟rs ❣❙✠✭

✐③✬✉❦♦②❤ 2.6

1. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

(i) 0.2 × 6 (ii) 8 × 4.6 (iii) 2.71 × 5

(iv) 20.1 × 4 (v) 0.05 × 7 (vi) 211.02 × 4

(vii) 2 × 0.86

2. ✌✟ ✈☎❀r ✟☎ ④☎s❂☎✐◗✞ ❑☎r ✟❤✝t✌ ✝t❧✟❤ ✞✠❝☎❜❩ 5.7 cm ✈☎❙❥ ♣☎❙▼✰☎❜❩ 3 cm ❣❙❆
3. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

(i) 1.3 × 10 (ii) 36.8 × 10 (iii) 153.7 × 10

(iv) 168.07 × 10 (v) 31.1 × 100 (vi) 156.1 × 100

(vii) 3.62 × 100 (viii) 43.07 × 100 (ix) 0.5 × 10

(x) 0.08 × 10 (xi) 0.9 × 100 (xii) 0.03 × 1000

4. ✌✟ ✎q✐✝❣❀☎ ✍☎❣✆ ✌✟ ✞❤❱❥ ✐❙❱ ➟☎s✞ ✡s✠ 55.3 km ✟❤ ✎✫❥❤ r❀ ✟❥r☎ ❣❙❆ 10 ✞❤❱❥ ✐❙❱ ➟☎s✞ ✡s✠✍❣ ✝✟r✆❤ ✎✫❥❤ r❀ ✟❥s①☎✭

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

❑☎r ✟❤✝t✌:

(i) 0.3 × 10

(ii) 1.2 × 100

(iii) 56.3 × 1000
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5. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

(i) 2.5 × 0.3 (ii) 0.1 × 51.7 (iii) 0.2 × 316.8

(iv) 1.3 × 3.1 (v) 0.5 × 0.05 (vi) 11.2 × 0.15

(vii) 1.07 × 0.02 (viii) 10.05 × 1.05

(ix) 101.01 × 0.01 (x) 100.01 × 1.1

2.7 ♥✬❦❡②♦ ❧❛❬❀❦✈❦s❛ ❞❤ ❍❦❦①

❧✝✍r☎ ✈✐✆❤ ✟④☎☎ ✟❤ ❧t☎✍❱ ✍s◗ ✝✞✌ ✌✟ ✝▼t☎❜❩✆ r❙❀☎❥ ✟❥ ❥❣❤ ❋☎❤❆ ♠❧s 1.9 cm ✞✠❝☎❜❩ ✍☎✞❤✍q◗◆ ❥✠①❤✆ ✟☎①➈☎ ✟❤ ✐✝❱ ð❀☎s✠ ✟❤ ✈☎✍✏❀✟r☎ ❋☎❤❆ ♠❧✍s◗ ✐☎❧ 9.5 cm ✞✠❝☎❜❩ ✍☎✞❤ ✌✟ ❥✠①❤✆
✟☎①➈☎ ✟❤ ✐❱ ð❤ ❋☎❤❆ ❜❧ ✐❱ ð❤ ✡✠s ❧s ✍❣ ✈☛☎❤✧❱ ✞✠❝☎❜❩ ✍s◗ ✝✟r✆s ❱ q✟▼✰s ✐③☎■r ✟❥ ❧✍s◗①❤❆ ♠❧✆s
❧☎s♣☎ ✏☎☎❀✎ ❀❣ 9.5

1.9
❣☎s①☎❆ ❉❀☎ ❀❣ ❧❣❤ ❣❙✭

9.5 ✈☎❙❥ 1.9 ✎☎s✆☎s✠ ❣❤ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✌→ ❣❙✠❆ ❜❧✝✞✌ ❣✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✟❤ ☛☎☎① ☛☎❤ t☎✆✆s
✟❤ ✈☎✍✏❀✟r☎ ❣❙❆
2.7.1  10, 100 �❦❙❥ 1000 ❧s ❍✴✴✞
✈☎❜✌ ✈❝ ❣✡ ✌✟ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎ ✟❤ 10, 100 ✈☎❙❥ 1000 ❧s ☛☎☎①
❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆
✈☎❜✌ ❣✡  31.5 � 10 ❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆

31.5 � 10 = 
315 1

×
10 10

 = 
315

100
 = 3.15

❜❧❤ ✐③✟☎❥ ✸� ✁ �✶✶
✸�✁

�✶

�

�✶✶
✳ ✂ ❂ ✄ ✄

☎✆✝

✆✵✵✵
✵ ☎✆✝✞

✈☎❜✌ ❣✡ ❀❣ ✎s❬☎r s ❣ ❙✠ ✝✟ ❉❀☎ ❣✡ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✟☎s 10, 100 ✈❋☎✍☎ 1000 ❧s ☛☎☎① ✟❥✆s
✟☎ ✟☎s❜❩ ✐③✝r✿✐ ❑☎r ✟❥ ❧✟rs ❣❙✠❆ ❀❣ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✟☎s 10, 100 ✈❋☎✍☎ 1000 ❧s❪ ❧✠✝④☎■r ✝✍✝✴ ❧s
☛☎☎① ✟❥✆s ✡s✠ ❣✡☎❥❤ ❧❣☎❀r☎ ✟❥ ❧✟r☎ ❣❙❆

31.5 ÷ 10 = 3.15 231.5 ÷ 10 =___ 1.5 ÷ 10 =___ 29.36 ÷ 10 =___

31.5 ÷ 100 = 0.315 231.5 ÷ 100 =___ 1.5 ÷ 100 =___ 29.36 ÷ 100 =___

31.5 ÷1000 = 0.0315 231.5 ÷ 1000 =___ 1.5 ÷ 1000 =___ 29.36 ÷1000 =___

31.5 � 10 = 3.15 ✟☎s ✞❤✝t✌❆ 31.5 ✈☎❙❥ 3.15 ✡s✠ ✈✠✟ ✌✟ t❙❧s ❣❙✠ ✈❋☎☎❩r ⑦ 3, 1, ✈☎❙❥ 5 ✐❥✠rq
☛☎☎①✐◗✞ ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✝✍▲❋☎☎✝✐r ❣☎s ①❀☎ ❣❙❆ ✝✟❧ r❥✐✰◗ ✈☎❙❥ ✝✟r✆s ▲❋☎☎✆☎s✠ ❧s✭ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q
❝☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ✌✟ ▲❋☎☎✆ ❧s ✝✍▲❋☎☎✝✐r ❣☎s ①❀☎ ❣❙❆ è❀☎✆ ✎❤✝t✌ 10 ✡s✠ 1 ✍s◗ ✈✝r✝❥❉r ✌✟ ✏☎✫☞❀ ❣❙❆

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

❑☎r ✟❤✝t✌ ✪
(i) 235.4 ÷ 10

  (ii) 235.4 ÷100

 (iii) 235.4 ÷ 1000
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✈❝ 31.5 ÷ 100 = 0.315 ✟❤ ♣♣☎❩ ✟❥rs ❣❙✠❆ 31.5 ✈☎❙❥ 0.315 ✡s✠ ✈✠✟ ✌✟ t❙❧s ❣❙✠ ✐❥✠rq
☛☎☎①✐◗✞ ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✍s◗ ❝☎❥s ✡s✠ ❉❀☎ ✟❣ ❧✟rs ❣❙✠✭ ❀❣ ❝☎❜❝ r❥✐◗ ✎☎s ▲❋☎☎✆☎s✠ ❧s ✝✍▲❋☎☎✝✐r
❣☎s ①❀☎ ❣❙❆ è❀☎✆ ✎❤✝t✌ 100 ✡s✠ 1 ✍s◗ ✈✝r✝❥❉r ✎☎s ✏☎✫☞❀ ❣❙✠❆

❜❧ ✐③✟☎❥ ❣✡ ✟❣ ❧✟rs ❣❙✠ ✝✟ ✝✟❧❤ ❧✠❬❀☎ ✟☎s 10, 100 ✈❋☎✍☎ 1000 ❧s ☛☎☎① ✟❥✆s ✐❥
❧✠❬❀☎ ✌✍✠ ☛☎☎①✐◗✞ ✍s◗ ✈✠✟ ✌✟ t❙❧s ❣❙✠ ✐❥✠rq ☛☎☎①✐◗✞ ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ❝☎❜❝ r❥✐◗ ♠r✆s ❣❤ ▲❋☎☎✆☎s✠
❧s ✝✍▲❋☎☎✝✐r ❣☎s t☎r☎ ❣❙ ✝tr✆s 1 ✍s◗ ❧☎❋☎ ✏☎✫☞❀ ❣☎srs ❣❙✠❆ ❜❧ ✐③s④☎✳☎ ✟☎ ♠✐❀☎s① ✟❥rs ❣q✌ ✈❝ ❣✡
✏☎❤❄☎③r☎✐✫✍❩✟ ✝✆❊✆✝✞✝❬☎r ✟☎s ❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❪

2.38 ÷ 10 = 0.238

2.38 ÷ 100 = 0.0238

2.38 ÷ 1000 = 0.00238

2.7.2 ✐✇✸✴❩ ❧❛❬❀✴ ❧s ✲✬✴❡✹♦ ❧❛❬❀✴ ❞❤ ❍✴✴✞
✈☎❜✌❪ ❣✡ 6.4

2
❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆ ❀☎✎ ✟❤✝t✌ ❣✡ ❜❧s 6.4 � 2 ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ☛☎❤ ✝✞❬☎rs ❣❙✠❆

❜❧✝✞✌❪ t❙❧☎ ✝✟ ❣✡✆s ✝☛☎☞✆☎s✠ ❧s ❧❤❬☎☎ ❣❙
6.4 � 2 =

64

10
✦ 2

=
64 1

10 2
➫

=
✻✹ ✶

✶✵ ✷

✶ ✻✹

✶✵ ✷

✶

✶✵

✻✹

✷

➫

➫
❂

➫

➫
❂ ➫

=
✞
✞✠

✟✸
✟✸

✞✠
✟ ✸➫ � � ✳

✈❋☎✍☎❪ ✈☎❜✌ ❧✍❩✐③❋☎✡ ❣✡ 64 ✟☎s 2 ❧s ☛☎☎① ✟❥rs ❣❙❆ ❣✡ 32 ✐③☎■r ✟❥rs ❣❙✠❆ 6.4 ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍
➥❝✎q ✍s◗ ✎☎❜❝ r❥✐◗ ✌✟ ✈✠✟ ❣❙❆ 32 ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ❜❧ ✐③✟☎❥ ❥✝❬☎✌ r☎✝✟ ✎✏☎✡✞✍ ✍s◗ ✎☎❜❝ r❥✐✰ ◗
✍s◗✍✞ ✌✟ ❣❤ ✈✠✟ ❥❣ ✐☎✌❆ ❣✡ ✝✐◗❥ ❧s 3.2 ✐③☎■r ✟❥rs ❣❙✠❆

19.5 ÷ 5 ❑☎r ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ✐❣✞s 195 ÷ 5 ❑☎r ✟❤✝t✌❆ ❣✡ 39 ✐③☎■r ✟❥rs
❣❙✠❆ 19.5 ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✍s◗ ✎☎❜❝ r❥✐✰◗ ✌✟ ✈✠✟ ❣❙❆ 39 ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✟☎s
❜❧ ✐③✟☎❥ ❥✝❬☎✌ r☎✝✟ ❜❧✍s◗ ✎☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ✍s◗✍✞ ✌✟ ✈✠✟ ❥❣ ✐☎✌❆ ✈☎✐ 3.9 ✐③☎■r
✟❥s✠①s❆

(i) 35.7 � 3 = ?

(ii) 25.5 � 3 = ?

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

(i) 43.15 � 5 = ?

(ii) 82.44 � 6 = ?
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✈❝ 12.96 � 4 =
1296

4
100

✥

=
1296 1

×
100 4

=
1 1296

×
100 4

=
1

× 324
100

= 3.24

✈❋☎✍☎❪ 1296 ✟☎s 4 ❧s ☛☎☎① ✎❤✝t✌❆ ✈☎✐ 324 ✐③☎■r ✟❥rs ❣❙✠❆ 12.96 ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✍s◗ ✎☎❜❝
✈☎s❥ 2 ✈✠✟ ❣❙✠❆ 324 ✡s✠ ❜❧❤ ✐③✟☎❥ ✎✏☎✡✞✍ ❥❬☎rs ❣q✌ ✈☎✐ 3.24 ✐③☎■r ✟❥s✠①s❆

è❀☎✆ ✎❤✝t✌ ❀❣☎→ ✈☎❙❥ ❜❧❧s ✈①✞s ✐✝❥P◆s✎ ✡✠s ❣✡✆s ✍s◗✍✞ ✌s❧s ✝✍☛☎☎t✆☎s✠ ✟❤ ♣♣☎❩ ✟❤ ❣❙
✝t✆✡s✠❪ ✎✏☎✡✞✍ ✟☎s è❀☎✆ ✡s✠ ✆ ❥❬☎✟❥❪ ✌✟ ❧✠❬❀☎ ✟☎s ✎✫❧❥❤ ❧✠❬❀☎ ❧s ✐✫❥❤ r❥❣ ✝✍☛☎☎✝tr ✝✟❀☎
t☎ ❧✍s◗①☎ ✈❋☎☎❩r ⑦ ✏☎s✧☎✐◗✞ ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ✏☎✫☞❀ ✐③☎■r ❣☎s①☎❆ t❙❧☎ ✝✟ 19.5 ÷ 5 ✡s✠❪ t❝ 195 ✟☎s 5 ❧s
✝✍☛☎☎✝tr ✝✟❀☎ t☎r☎ ❣❙ r☎s ✏☎s✧☎✐◗✞ ✏☎✫☞❀ ✐③☎■r ❣☎sr☎ ❣❙❆

❀⑤✝✐ ✌s❧❤ ☛☎❤ ✝▲❋☎✝r❀☎→ ❣❙✠ ✝t✆✡s✠ ✟☎s❜❩ ❧✠❬❀☎ ✝✟❧❤ ✎✫❧❥❤ ❧✠❬❀☎ ❧s ✐✫❥❤ r❥❣
✝✍☛☎☎✝tr ✆❣❤✠ ✟❤ t☎ ❧✟r❤ ✈❋☎☎❩r ⑦ ❣✡s✠ ✏☎s✧☎✐◗✞ ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ✏☎✫☞❀ ✟❤ ✐③☎✝■r ✆❣❤✠ ❣☎sr❤
❣❙❆ ♠✎☎❣❥✳☎r✪ 195 ÷ 7 ✌s❧❤ ✝▲❋☎✝r❀☎s✠ ✍s◗ ❝☎❥s ✡s✠ ❣✡ ✈①✞❤ ✟④☎☎✈☎s✠ ✡s✠ ♣♣☎❩
✟❥s✠①s❆
✈r✪  40.86 � 6 = 6.81

♠♥❦❣❥✳❦ 9 4.2, 3.8 ✈☎❙❥ 7.6 ✟☎ ✈☎❙❧r ❑☎r ✟❤✝t✌❆
❣② 4.2, 3.8 ✈☎❙❥ 7.6 ✟☎ ✈☎❙❧r ❣☎s①☎❪

4.2 3.8 7.6

3

✥ ✥

=
✶✺ ✻

✸

✳
 = 5.2, ❣☎s①☎❆

2.7.3 ✱❞ ✲✬✴❡✹♦ ❧❛❬❀✴ ❞✴ ✲ ✇❧✶❤ ✲✬✴❡✹♦ ❧❛❬❀✴ ❧s ❍✴✴✞
✈☎❜✌ ❣✡ ✷� �

✵ �

✁

✁
✈❋☎☎❩r ⑦ 25.5 � 0.5 ❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱

❑❦r ❞❤❢t✱✪

(i) 15.5 � 5

(ii) 126.35 � 7
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❣✡ ✐☎rs ❣❙✠ ✪ 25.5 � 0.5 =  = 
255 10

×
10 5

= 51

✈r ✪ 25.5 � 0.5 = 51

✈☎✐ ❉❀☎ ✎s❬☎rs ❣❙✠ ✭ 25.5

0.5
✍s◗ ✝✞✌

❣✡ ✐☎rs ❣❙✠ ✝✟ 0.5 ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ✍s◗ ✎☎❜❝

r❥✐✰◗ ✌✟ ✈✠✟ ❣❙❆ ❜❧✟☎s 10 ❧s ☛☎☎①
✟❥✆s ✐❥ ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎ ✡s✠ ✐✝❥✍✝r❩r ✝✟❀☎
t☎ ❧✟r☎ ❣❙❆ ❜❧❤ r❥❣ ❧s 25.5 ✟☎s ☛☎❤ 10 ❧s ☛☎☎① ✟❥✍s◗ ✌✟ ✝☛☎☞✆ ✡s✠ ✐✝❥✍✝r❩r ✝✟❀☎ ①❀☎ ❣❙❆

✈❋☎✍☎ ❣✡ ✟❣rs ❣❙✠ ✝✟ 0.5 ✟☎s 5 ❝✆☎✆s ✍s◗ ✝✞✌ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✟☎s ✎☎❜❝ r❥✐✰◗ ✌✟ ▲❋☎☎✆ ❧s
✝✍▲❋☎☎✝✐r ✝✟❀☎ ①❀☎ ❣❙❆

❜❧✝✞✌ 25.5 ✡s✠ ☛☎❤ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✟☎s ✎☎❜❝ r❥✐✰◗ ✌✟ ▲❋☎☎✆ ❧s ✝✍▲❋☎☎✝✐r ✟❥✍s◗ ✷✷� ✡s✠
✐✝❥✍✝r❩r ✝✟❀☎ ①❀☎❆
✈r✪ 22.5 ÷ 1.5  = 

✷✷�

✶ �

✁

✁
 = 
✁✁✂

✄✂
 = 15

❜❧❤ ✐③✟☎❥ ✷✵ ✸

✵ ✼

✁

✁
✈☎❙❥ ✶✺ ☎

✵ ✽

✳

✳
❑☎r ✟❤✝t✌❆

✈☎❜✌ ✈❝ ❣✡ 20.55 � 1.5 ❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆
♠✐❀q❩❉r ♣♣☎❩ ✍s◗ ✈✆q❧☎❥ ❣✡ ❜❧s 205.5 � 15 ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ✝✞❬☎ ❧✟rs ❣❙✠❆ ❜❧❧s ❣✡ 13.7 ✐③☎■r

✟❥rs ❣❙✠❆
3.96

0.4
,

2.31

0.3
❑☎r ✟❤✝t✌❆

✈❝ 33.725

0.25
✟❤ ♣♣☎❩ ✟❥rs ❣❙✠❆ ❣✡ ❜❧s 3372.5

25
✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ✝✞❬☎ ❧✟rs ❣❙✠ ✭✍❙◗❧s✭✮ ✈☎❙❥

❣✡ 134.9 ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ☛☎☎①✐◗✞ ✐③☎■r ✟❥rs ❣❙✠❆ ✈☎✐ 27

0.03
✍❙◗❧s ❑☎r ✟❥s✠①s✭ ❣✡ t☎✆rs ❣❙✠ ✝✟ 27

✟☎s 27.0 ✍s◗ ✿✐ ✡✠s ✝✞❬☎☎ t☎ ❧✟r☎ ❣❙❆
❜❧✝✞✌ 27 27.00 2700

0.03 0.03 3
❂ ❂ = ?

❑❦r ❞❤❢t✱✪ (i)
7.75

0.25
  (ii)

42.8

0.02
  (iii)

5.6

1.4

✐③❀❦❧ ❞❤❢t✱
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♠♥❦❣❥✳❦ 10 ✌✟ ❧✡❝❣q☛☎qt ✟❤ ✐③❘❀s✟ ☛☎qt☎ ✟❤ ✞✠❝☎❜❩ 2.5 cm ❣❙❆ ❝❣q☛☎qt ✟☎ ✐✝❥✡☎✐
12.5 cm ❣❙❆ ❜❧ ❝❣q☛☎qt ✟❤ ✝✟r✆❤ ☛☎qt☎✌→ ❣❙✠✭

❣② ❧✡❝❣q☛☎qt ✟☎ ✐✝❥✡☎✐ ❜❧✟❤ ❧☛☎❤ ❧✡☎✆ ☛☎qt☎✈☎s✠ ✟❤ ✞✠❝☎❜❩ ✟☎ ❀☎s① ❣☎sr☎
❣❙ = 12.5 cm

✐③❘❀s✟ ☛☎qt☎ ✟❤ ✞✠❝☎❜❩ = 2.5 cm

✈r✪ ☛☎qt☎✈☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ = 
12.5

2.5
 = 

125

25
 = 5

❝❣q☛☎qt ✟❤ 5 ☛☎qt☎✌→ ❣❙✠❆
♠♥❦❣❥✳❦ 11 ✌✟ ✟☎❥ 2.2 ❄☎✠❱ s ✡s✠ 89.1 km ✟❤ ✎✫❥❤ r❀ ✟❥r❤ ❣❙❆ ✟☎❥ ⑥☎❥☎ 1 ❄☎✠❱ s ✡s✠ r❀

✟❤ ①❜❩ ✈☎❙❧r ✎✫❥❤ ✝✟r✆❤ ❣❙✭
❣② ✟☎❥ ⑥☎❥☎ r❀ ✟❤ ①❜❩ ✎✫❥❤ =  89.1 km

❜❧ ✎✫❥❤ ✟☎s r❀ ✟❥✆s ✡s✠ ✝✞❀☎ ①❀☎ ❧✡❀ =  2.2 ❄☎✠❱ s
❜❧✝✞✌ ✟☎❥ ⑥☎❥☎ 1 ❄☎✠❱ s ✡s✠ r❀ ✟❤ ①❜❩ ✎✫❥❤ =

89.1

2.2

 = 
✽✾✶

✷✷
 = 40.5 km

✐③✬✉❦♦②❤ 2.7

1. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

(i) 0.4 � 2 (ii) 0.35 � 5 (iii) 2.48 � 4

(iv) 65.4 � 6 (v) 651.2 � 4 (vi) 14.49 � 7

(vii) 3.96 � 4 (viii) 0.80 � 5

2. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

(i) 4.8 � 10 (ii) 52.5 � 10 (iii) 0.7 � 10

(iv) 33.1 � 10 (v) 272.23 � 10 (vi) 0.56 � 10

(vii) 3.97 �10

3. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

(i) 2.7 � 100 (ii) 0.3 � 100 (iii) 0.78 � 100

(iv) 432.6 � 100 (v) 23.6 �100 (vi) 98.53 � 100
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4. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

(i) 7.9 ÷ 1000 (ii) 26.3 ÷ 1000

(iii) 38.53 ÷ 1000 (iv) 128.9 ÷ 1000 (v) 0.5 ÷ 1000

5. ❑☎r ✟❤✝t✌ ✪

(i) 7 � 3.5 (ii) 36 � 0.2 (iii) 3.25 � 0.5

(iv) 30.94 � 0.7 (v) 0.5 � 0.25 (vi) 7.75 � 0.25

(vii) 76.5 � 0.15 (viii) 37.8 � 1.4 (ix) 2.73 � 1.3

6. ✌✟ ①☎▼✰❤ 24 ✞❤❱❥ ✐❙❱ ➟☎s✞ ✡✠s 43.2 km ✟❤ ✎✫❥❤ r❀ ✟❥r❤ ❣❙❆ ❀❣ ①☎▼✰❤ ✌✟ ✝✞❱❥ ✐❙❱ ➟☎s✞
✡s✠ ✝✟r✆❤ ✎✫❥❤ r❀ ✟❥s①❤✭

❣❡✉s ❉❀❦ ♣♣❦ ❩ ❞❤❭

1. ❣✡✆s ✝✐◆✞❤ ✟④☎☎ ✡✠ s ✝☛☎☞✆ ✌✍✠ ✎✏☎✡✞✍ ✍s◗ ❝☎❥s ✡s✠❪ r❋☎☎ ♠✆ ✐❥ ❀☎s① ✌✍✠ ❖❀✍✟✞✆ ✟❤
❧✠✝Ø❀☎✈☎s✠ ❧✝❣r ✈è❀❀✆ ✝✟❀☎ ❣❙❆

2. ✈❝ ❣✡✆s ✝☛☎☞✆☎s✠ ✌✍✠ ✎✏☎✡✞✍☎s✠ ✐❥ ①q✳☎✆ ✌✍✠ ☛☎☎① ✟❤ ❧✠✝Ø❀☎✈☎s✠ ✟☎ ✈è❀❀✆ ✝✟❀☎ ❣❙❆
3. ❣✡✆s ✈è❀❀✆ ✝✟❀☎ ❣❙ ✝✟ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎s ✍❙◗❧s ①q✳☎☎ ✝✟❀☎ t☎✌❆ ✎☎s ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎s ①q✳☎☎ ✟❥✆s ✍s◗

✝✞✌ ♠✆✍s◗ ✈✠✏☎☎s✠ ✌✍✠ ❣❥☎s✠ ✟☎s ✐ ❵❋☎✍⑦◗✫✐ ❵❋☎✍⑦◗ ①q✳☎☎ ✝✟❀☎ t☎r☎ ❣❙ ✈☎❙❥ ✝✐◗❥ ①q✳☎✆✐◗✞ ✟☎s
✈✬❛ ❦❦❛s ❞❦ ①✳q ❦✉✐◗②

❣❥❦❛s ❞❦ ①✳q ❦✉✐◗②
✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ✝✞❬☎☎ t☎r☎ ❣❙❆

♠✎☎❣❥✳☎☎❋☎❩ 2 5 2× 5 10
×

3 7 3× 7 21
❂ ❂

4. ✝☛☎☞✆❪ ✐③♣☎✞✟ ❫✟☎✯ ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ✟☎✡ ✟❥r❤ ❣❙❆
♠✎☎❣❥✳☎r✪  2 ✟☎ 1

2
❣☎sr☎ ❣❙ 1

2
 × 2 = 1

5. (a) ✎☎s ♠✝♣r ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎ ①q✳☎✆✐◗✞❪ ①q✳☎☎ ✝✟✌ ①✌ ✐③❘❀s✟ ✝☛☎☞✆ ❧s ✟✡ ❣☎sr☎ ❣❙❆
(b) ✌✟ ♠✝♣r ✈☎❙❥ ✌✟ ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆ ✟☎ ①q✳☎✆✐◗✞ ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆ ❧s ✟✡ ❣☎sr☎ ❣❙ ✈☎❙❥

♠✝♣r ✝☛☎☞✆ ❧s ✈✝✴✟ ❣☎sr☎ ❣❙❆
(c) ✎☎s ✝✍✧☎✡ ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎ ①q✳☎✆✐◗✞❪ ①q✳☎☎ ✝✟✌ ①✌ ✎☎s✆☎s✠ ✝☛ ☎☞✆☎s✠ ✡s✠ ❧s ✐③❘❀ s✟ ❧s ❝▼✰☎

❣☎sr☎ ❣❙❆
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6. ✌✟ ✝☛☎☞✆ ✟☎ ❖❀q❘Ø✡ ❜❧✍s◗ ✈✠✏☎ ✈☎❙❥ ❣❥ ✟☎s ✐❥▲✐❥ ❝✎✞✆s ❧s ✐③☎■r ❣☎sr☎ ❣❙❆
7. ❣✡✆s ✎s❬☎☎ ❣❙ ✝✟ ✎☎s ✝☛☎☞✆☎s✠ ✟☎s ✍❙◗❧s ☛☎☎① ✝✎❀☎ t☎r☎ ❣❙ ✪

(a) ✌✟ ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎ ✟☎s ✝✟❧❤ ✝☛☎☞✆ ❧s ☛☎☎① ✟❥rs ❧✡❀ ❣✡ ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎ ✟☎s ✝☛☎☞✆ ✍s◗
❖❀q❘Ø✡ ❧s ①q✳☎☎ ✟❥rs ❣❙✠❆
♠✎☎❣❥✳☎r✪

3 5 10
2 2

5 3 3
� ❂ ➫ ❂

(b) ✌✟ ✝☛☎☞✆ ✟☎s ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎ ❧s ☛☎☎① ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ❣✡ ✝☛☎☞✆ ✟☎s ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎ ✍s◗ ❖❀q❘Ø✡
❧s ①q✳☎☎ ✟❥rs ❣❙✠❆
♠✎☎❣❥✳☎r✪

2 2 1 2
7 ×

3 3 7 21
� ❂ ❂

(c) ✌✟ ✝☛☎☞✆ ✟☎s ✎✫❧❥❤ ✝☛☎☞✆ ❧s ☛☎☎① ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ❣✡ ✐❣✞❤ ✝☛☎☞✆ ✟☎s ✎✫❧❥❤ ✝☛☎☞✆
✍s◗ ❖❀q❘Ø✡ ❧s ①q✳☎☎ ✟❥rs ❣❙✠❆ ❜❧✝✞✌ 2 5 2 7 14

×
3 7 3 5 15
✁ ✂ ✂ .

8. ❣✡✆s ❀❣ ☛☎❤ ❧❤❬☎☎ ❣❙ ✝✟ ✎☎s ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✌→ ✍❙◗❧s ①q✳☎☎ ✟❤ t☎r❤ ❣❙✠❆ ✎☎s ✎✏☎✡✞✍
❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✟☎s ①q✳☎☎ ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ❧✍❩✐③❋☎✡ ❣✡ ♠☞❣s✠ ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ①q✳☎☎ ✟❥rs ❣❙✠❆
✎☎s✆☎s✠ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✡✠ s ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✍s◗ ✎☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ✈✠✟☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ ✟☎s ✝①✆rs ❣❙✠❆ ✝①✆❤
❣q❜❩ ✈✠✟☎s✠ ✟❤ ❧✠❬❀☎ ✟☎ ❀☎s① ❑☎r ✟❥rs ❣❙✠❆ ❧❝❧s ✎☎✌→ ▲❋☎☎✆ ❧s ✈✠✟☎s✠ ✟☎s ✝①✆rs ❣q✌
①q✳☎✆✐◗✞ ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ❥❬☎☎ t☎r☎ ❣❙❆ ❀❣ ✝①✆r❤ ✐✫✍❩ ✡s✠ ✐③☎■r ❀☎s① ✍s◗ ❧✡☎✆ ❣☎s✆❤
♣☎✝❣✌❆
♠✎☎❣❥✳☎r✪ 0.5 × 0.7 = 0.35

9. ✌✟ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎ ✟☎s 10, 100 ✈❋☎✍☎ 1000 ❧s ①q✳☎☎ ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ❣✡ ♠❧ ❧✠❬❀☎ ✡s✠
✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✟☎s ✎☎❜❝ r❥✐◗ ♠r✆s ❣❤ ▲❋☎☎✆ ❧s ✝✍▲❋☎☎✝✐r ✟❥rs ❣❙✠ ✝tr✆s 1 ✍s◗ ✈✝r✝❥❉r ✏☎✫☞❀
❣☎srs ❣❙✠❆
✈r✪  0.53 × 10 = 5.3,     0.53 × 100 = 53,      0.53 × 1000 = 530

10. ❣✡✆s ✎s❬☎☎ ❣❙ ✝✟ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✌→ ✍❙◗❧s ✝✍☛☎☎✝tr ✟❤ t☎r❤ ❣❙❆
(a) ✌✟ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎ ✟☎s ✐✫✳☎❩ ❧✠❬❀☎ ❧s ☛☎☎① ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ❧✍❩✐③❋☎✡ ❣✡ ♠☞❣s✠ ✐✫✳☎❩

❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✍s◗ ✿✐ ✡s✠ ☛☎☎① ✎srs ❣❙✠❆ r❝ ☛☎☎①✐◗✞ ✡✠s ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✟☎s ✍❙❧s ❣❤ ❥❬☎☎ t☎r☎
❣❙ t❙❧s ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎ ✡s✠✠❆
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♠✎☎❣❥✳☎r✪ 8.4 � 4 = 2.1

è❀☎✆ ✎❤✝t✌ ❣✡ ❀❣☎→ ✐❥ ✍s◗✍✞ ✌s❧s ✝✍☛☎☎t✆☎s✠ ✟❤ ❝☎r ✟❥ ❥❣s ❣❙✠ ✝t✆✡s✠ ✏☎s✧☎✐◗✞
✏☎✫☞❀ ❣❙❆

(b) ✌✟ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎ ✟☎s 10, 100 ✈❋☎✍☎ 1000 ❧s ☛☎☎① ✟❥✆s ✍s◗ ✝✞✌ ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎
✡s✠ ✎✏☎✡✞✍ ➥❝✎q ✟☎s ❝☎❜❝ r❥✐✰ ◗ ♠r✆s ❣❤ ▲❋☎☎✆ ❧s ✝✍▲❋☎☎✝✐r ✟❥rs ❣❙✠ ✝tr✆s 1 ✍s◗
✈✝r✝❥❉r ✏☎✫☞❀ ❣☎srs ❣❙✠❆ ❜❧ ✐③✟☎❥ ☛☎☎①✐◗✞ ✟❤ ✐③☎✝■r ❣☎sr❤ ❣❙❆
❜❧✝✞✌, 23.9 � 10 = 2.39,23.9 � 100 = 0 .239, 23.9 � 1000 = 0.0239

(c) ✎☎s ✎✏☎✡✞✍ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✟☎s ☛☎☎① ✟❥rs ❧✡❀ ❧✍❩✐③❋☎✡ ❣✡ ✎☎s✆☎s✠ ❧✠❬❀☎✈☎s✠ ✡s✠ ✎✏☎✡✞✍
➥❝✎q ✟☎s ✎☎❜❝ r❥✐✰◗ ❧✡☎✆ ▲❋☎☎✆☎s✠ ❧s ✝✍▲❋☎☎✝✐r ✟❥rs ❣❙✠ ✈☎❙❥ r❝ ☛☎☎① ✎srs ❣❙✠❆ ✈r✪
2.4 � 0.2 = 24 � 2 = 12.



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✻ ✶✻ ✶✻ ✶✻ ✶✻ ✶

3.1 ❍�✇❢❡✁ �
✂✄◆②❤ ☎④ ✆✆✝ ✆✞✟ ✠ ✞✟❪ ✝ ✆✄✡ ✞ ✂♦✂ ☛✆❯✡ ✄☞☎ ✆❥ ♦ ✞◗ ✝✆✌☎ ✍✎ ✆✞✟ ♦ ✞◗ ❧ ✆❋✆ ☎ ✆❀❩ ✂☎ ❀✆ ❋ ✆✆❆ ✝ ✆✄✡ ✞ ✝ ✆✌☎ ✍✎ ✆✞✟☎ ✆✞ ✱☎✂ ❂ ✆r ☎❥✡ ✆❪ ♠✡ ☎✆✞ ❧ ✆❥✳ ✆❤✏➻ ☎ ❥✡ ✆ r❋ ✆✆ ♠❯❣ ✞✟ ♥ ✟✍ ✝ ✆② ✞❬ ✆✆✞✟ (bar graphs) ♦ ✞◗ ✿✄ ✠ ✞✟✄☞♥✂✬ ✆❩r ☎❥✡ ✆ ❧❤❬ ✆✆ ❋ ✆✆❆ ✝ ✆✌☎✍✎ ✆✞✟ ☎ ✆ ❧ ✟① ☞❣❪ ✝ ✆②✞❬ ✆✡ ✝ ✆❙ ❥ ✄ ☞▲ rq r❤☎❥✳ ✆❪ ❣✠ ✆❥✞ ✝✡q ☛✆♦ ✆✞✟ ☎ ✆✞❧✟① ✂❇ r ☎ ❥✡ ✞ ✝ ✆❙ ❥ ♠✡ ❧ ✞ ✂✡ ✧☎✧ ✆❩ ✂✡ ☎ ✆②✡ ✞ ✠ ✞✟ ❣✠ ✆❥❤ ❧❣ ✆❀r ✆ ☎❥ r✞ ❣❙ ✟❆ ❜ ❧ ✝ ✑ ❀✆❀ ✠ ✞ ✟❪ ❣✠ ❜ ❧✝ ✆✞ ❥ ✱☎ ☎♥✠ ✝✆❙ ❥ ✝ ✆① ✞ ✏ ❁✎ ✞✟① ✞ ❆ ✝ ✆✄♦ ✞◗ ❧❊✠ q❬ ✆ ♦ q ◗◆ ✝❯❀ ✄☞☎ ✆❥ ♦ ✞◗ ✝✆✌☎ ✍✎ ✞ ✝ ✆❙ ❥ ✝ ✆② ✞❬ ✆✝ ✆✱ ✌① ✞❆ ✝ ✆✄ ❧✠ ✆♣ ✆❥✫✄ ❂✆✆✞✟❪ ✄✂ ❂✆☎ ✆✝ ✆✞✟❪ ❱✞②❤✂♦ t✡ ✝ ✆❙ ❥ ✝❯ ❀ ❧✆✑✆✡ ✆✞✟ ❧✞❪ ✂♦✂ ☛✆❯✡ ✄ ☞☎ ✆❥ ♦ ✞◗ ✝ ✆✌☎ ✍✎ ✆✞✟☎ ✆✞ ♥ ✞❬ ✆ ♣q♦ ✞◗ ❣❙ ✟❆ ✝✆✄ ❀❣ ☛✆❤ t ✆✡ r ✞ ❣❙ ✟ ✂☎ ❧ ☛✆❤ ✝ ✆✌☎ ✍✎ ✞ ❣✠ ✞✟ ✂☎ ❧❤ ✡ ✂☎ ❧❤ ✄☞☎✆❥ ☎❤ ❧✒♣✡ ✆✝♦✬ ❀ ♥ ✞r ✞ ❣❙ ✟❆ ✝ ✆❜ ✱ ✝✆✌☎ ✍✎ ✆✞✟ ♦ ✞◗ ♦q ◗◆ ❧ ✆✠ ✆❯ ❀ ✿✄ ✆✞✟ ☎ ✆✞ ♥ ✞❬ ✆✞✟❪ t✆✞ ✝ ✆✄♦ ✞◗ ❧ ❊✠ q❬ ✆ ✝ ✆r ✞ ❥❣ r ✞ ❣❙ ✟❆

✓✔
✕✖
✕
✸✸✸✸ ✸

✗✘✙ ✚✛✜✘ ✢✣ ✚✘

✤✥✦✣ ★✘✩

✪✭✮✯✲✴ ✵✲ ✷ ✹✯ ✺✼✯✪
20.6.2006 ✽ ✯ ✲✝✂ ✑ ✆☎ r✠ ❯ ❀✒ ✡ r✠

✝❣✠ ♥ ✆✏ ✆♥ 38✾C 29✾C

✝✠ ❵ r ❧ ❥ 37✾C 26✾C

✏ ✞ ✟① ②✒ ❥ 28✾C 21✾C

♣ ✞❯✡ ❜ ❩ 36✾C 27✾C

✂♥ ❨ ②❤ 38✾C 28✾C

t❀✄q ❥ 39✾C 29✾C

t❊✠ ✒ 41✾C 26✾C

✠ q ✟✏❜ ❩ 32✾C 27✾C

❃✯✮❄✯❅ 3.1 ❃✯✮❄✯❅ 3.2

✺❈✷❉●✯ ❲■
❏ ✵❑ ✵ ✽ ✺ 2006

❀✒Ø ✞✡ ✡ ✞ ❧➴♥❤ ✝ ❥✏ ☎ ✆✞ ❣ ❥✆❀✆ 4 - 0 ❧✞
▲✄ ✞✡ ✡ ✞ ❱⑦ ❀✒✂✡ ✂✬✆❀✆ ☎ ✆✞ ❣❥ ✆❀✆ 3 - 1 ❧✞
✂▲♦ ❱t❥②❙ ✟✍ ✡ ✞ ❱✆✞① ✆✞ ☎✆✞ ❣ ❥ ✆❀✆ 2 - 0 ❧✞

✂❣ ✟♥❤ ♦ ✞◗ ✱☎ ❱✞▲ ❱ ✠ ✞✟ 5 ✂♦ ⑤ ✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ⑥ ✆❥ ✆ 10 ✠ ✞ ✟ ❧✞✄☞✆❖r ✂☎✱ ① ✱ ✝ ✟☎ ❣❙ ✟ P 4❪ 5❪ 8❪ 6❪ 7



①❢✳❦r✻✷✻✷✻✷✻✷✻✷

✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ❀✞ ❧✟①☞❣ ✝✆✄☎✆✞ ❉❀✆ ✏r✆r✞ ❣❙✟❭
♠♥✆❣❥✳✆✆❋✆❩❪ ✝✆✄ ❀❣ ☎❣ ❧☎r✞ ❣❙✟ ✂☎ 20✫6✫2006 ☎✆✞

t❊✠✒ ☎✆ ✝✂✑✆☎r✠ r✆✄✠✆✡ ❧✏❧✞ ✝✂✑✆☎ ❋✆✆ ✭❧✆❥✳✆❤ 3✲1✮

❀✆ ❣✠ ☎❣ ❧☎r✞ ❣❙✟ ✂☎ ✏q✑✆♦✆❥ ☎✆✞ ☎✆✞❜❩ ✏P♣✆ ✝✡q✄✂▲❋✆r
✡❣❤✟ ❋✆✆ ✭❧✆❥✳✆❤ 3✲3✮❆

❉❀✆ ❣✠ ❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ✂☎❧❤ ✝②① r❥❤♦✞◗ ❧✞ ❧✟①✂❇r
✝✆❙❥ ✄☞▲rqr ☎❥ ❧☎r✞ ❣❙✟❪ r✆✂☎ ♠✡☎✆ ✂♦✬②✞✧✆✳✆ ☎❥✡✆ ✝✆❙❥
♠✡☎❤ ❖❀✆❬❀✆ ☎❥✡✆ ✏✞❣r❥ ❣✆✞ t✆✱❭ ❜❧ ✝✑❀✆❀ ✠✞✟❪ ❣✠ ❜❧✄☞☎✆❥ ♦✞◗ ✄☞✬✡✆✞ ✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ✄☞✆❖r ☎❥✡✞ ☎✆ ✄☞❀❘✡ ☎❥✞✟①✞❆

3.2 ✈�→✁▼✰� s❛ ✁� ❧❛�③❣

✡①❥✆✞✟ ♦✞◗ r✆✄✠✆✡✆✞✟ ♦✞◗ ✏✆❥✞ ✠✞✟ ✝✆✌☎✍✎✞ ✭❧✆❥✳✆❤ 3✲1✮ ❣✠✞✟ ✝✡✞☎ ✏✆r✞✟ ✏r✆ ❧☎r✞ ❣❙✟❪ ✄❥✟rq ❀✞ ✝✆✌☎✍✎✞❣✠✞✟ ❀❣ ✡❣❤✟ ✏r✆ ❧☎r✞ ✂☎ ✄✒❥✞ ♦✧✆❩ ✠✞✟ ✂☎❧ ✡①❥ ☎✆ ✝✂✑✆☎r✠ r✆✄✠✆✡ ❧✏❧✞ ✝✂✑✆☎ ❋✆✆❆ ❀❣t✆✡✡✞ ♦✞◗ ✂②✱ ❣✠✞✟ ❜✡ ✡①❥✆✞✟ ✠✞✟ ❧✞ ✄☞❘❀✞☎ ✡①❥ ♦✞◗ ✄✒❥✞ ♦✧✆❩ ♦✞◗ ♥✆❙❥✆✡ ✂❥☎✆❲✍❩ ✂☎✱ ①✱ ✝✂✑✆☎r✠r✆✄✠✆✡✆✞✟ ❧✞ ❧✟✏✟✂✑✆r ✝✆✌☎✍✎✞ ❜☎❱⑦❇✞ ☎❥✡✞ ✄✍✎✞✟①✞❆ ✱✞❧❤ ✂▲❋✆✂r ✠✞✟❪ ❧✆❥✳✆❤ 3✲1 ✠✞✟ ✂♥✱ ①✱ ♦✧✆❩ ♦✞◗✱☎ ✂♦✂✬✆✧❱ ✂♥✡ ☎✆ r✆✄✠✆✡✫♣✆❱❩ ✄❀✆❩❖r ✡❣❤✟ ❣❙❆
❜❧❧✞ ❀❣ ✄☞♥✂✬✆❩r ❣✆✞r✆ ❣❙ ✂☎ ✬✆✆❀♥ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ✱☎ ✂♥❀✆ ❣q✝✆ ❧✟①☞❣ ❣✠✞✟ ♠❧❧✞ ❧✟✏✟✂✑✆r✱☎ ✂♦✂✬✆✧❱ ❧✒♣✡✆ ✡ ♥✞ ✄✆✱❆ ❜❧♦✞◗ ✂②✱❪ ❣✠✞✟ ♠❧ ✂♦✂✬✆✧❱ ❧✒♣✡✆ ☎✆✞ ✑❀✆✡ ✠✞✟ ❥❬✆r✞ ❣q✱❪✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ❜☎❱⑦❇✞ ☎❥✡✞ ☎❤ ✝✆♦✬❀☎r✆ ❣❙❆ ♠✄❥✆✞❉r ✂▲❋✆✂r ✠✞✟❪ ❣✠✞✟ t✆✞ ✂♦✂✬✆✧❱ ❧✒♣✡✆ ♣✆✂❣✱❋✆❤ ♦❣ ❀❣ ❋✆❤❪ ✂☎ ✄✒❥✞ ♦✧✆❩ ♦✞◗ ♥✆❙❥✆✡ ❜✡ ✡①❥✆✞✟ ♦✞◗ ✝✂✑✆☎r✠ r✆✄✠✆✡ ❉❀✆ ❥❣✞❪ t✆✞ ❣✠✞✟ ❧✆❥✳✆❤ 3✲1❧✞ ✄☞✆❖r ✡❣❤✟ ❣✆✞ ❧♦✞◗ ❋✆✞❆ ❜❧ ✄☞☎✆❥❪ ✁❦✂❞✄☎❦✆✝ ❞❦✆ ❜❞❱⑦❇✆ ❞❥✉✆ ✞✆ ✐✟②✆❪ ✟❡✆✝ ❀✟ t❦✉✉❦

✁❦♦✬❀❞ ✟❙ ✠❞ ✟❡ ❜✉❞❦ ♠✐❀❦✆✡ ✠❞✞♦✆◗ ✠②✱ ❞❥✆✝✡✆❆

✡❤♣✞ ♦q◗◆ ✂▲❋✆✂r❀✆✌ ♥❤ t✆ ❥❣❤ ❣❙✟❆
✝✆✄ ✝✑❀❀✡ ☎❥✡✆ ♣✆❣r✞ ❣❙✟ P
� ①✂✳✆r ✠✞✟ ✝✄✡❤ ☎④✆✆ ♦✞◗ ✄☞♥✬✆❩✡ ☎✆
� ✄q◗❱✏✆❲② ❀✆ ✂Ø♦✞◗❱ ✠✞✟ ☛✆✆❥r ♦✞◗ ✄☞♥✬✆❩✡ ☎✆
� ✂☎❧❤ ④✆✞❂✆ ✠✞✟ ✠✂❣②✆ ❧✆④✆❥r✆ ♥❥ ☎✆❪ ✝❋✆♦✆
� ✝✆✄♦✞◗ ✝✆❧✫✄✆❧ ♦✞◗ ✄✂❥♦✆❥✆✞✟ ✠✞✟ 5 ♦✧✆❩ ❧✞ ☎✠ ✝✆❀q ♦✞◗ ✏P♣✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ☎✆❆

♠✄❥✆✞❉r ✂▲❋✆✂r❀✆✞✟ ✠✞✟❪ ✝✆✄☎✆✞ ✂☎❧ ✄☞☎✆❥ ♦✞◗ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎❤ ✝✆♦✬❀☎r✆ ❣❙❭ t✏ r☎ ✝✆✄♠✄❀q❉r ✝✆✌☎✍✎ ✞ ❜☎❱⑦❇✞ ✡❣❤✟ ☎❥✞✟①✞❪ ✝✆✄ ♦✆✟✂◆r t✆✡☎✆❥❤ ✡❣❤✟ ✄☞✆❖r ☎❥ ❧☎r✞ ❣❙✟❆ ✄☞❘❀✞☎ ♦✞◗✂②✱❪ ♠✄❀q❉r ✝✆✌☎✍✎ ✞ ❉❀✆ ❣❙✟❭
✝✄✡✞ ✂✠❂✆✆✞✟ ❧✞ ♣♣✆❩ ☎❤✂t✱ ✝✆❙❥ ✄❣♣✆✂✡✱ ✂☎ ✄☞❘❀✞☎ ✂▲❋✆✂r ✠✞✟ ✂☎✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎❤ ✝✆♦✬❀☎r✆❣✆✞①❤❆ ♦q◗◆ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ❜☎❱⑦❇✞ ☎❥✡✆ ❧❥② ❣❙ ✝✆❙❥ ♦q◗◆ ☎✆✞ ❜☎❱⑦❇✞ ☎❥✡✆ ☎✂❇✡❆

❃✯✮❄✯❅ 3.3

☛✽ ✽④✯✯ ✼✲✴ ❃✯■✹✯❏☞✽ ✌✪❈✺❏▲❋✯❏✹
♥❑✯✯ ❩✪✲ ✵✯■✲ ✌✯ ✍✽✎✏✲

❧✆✞✠♦✆❥
✠✟①②♦✆❥✏q✑✆♦✆❥ -

✏❵❣▲✄✂r♦✆❥
✬✆qØ♦✆❥
✬✆✂✡♦✆❥ ✱☎ ✏P♣✞ ☎✆✞ ✂✡✿✂✄r ☎❥r✆ ❣❙



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✻✸✻✸✻✸✻✸✻✸

3.3 ✈� →✁▼✰� s❛ ✁� ❧❛�❇✉

t✏ ❣✠ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ❧✟①☞✂❣r ☎❥r✞ ❣❙✟❪ r✆✞ ❣✠✞✟ ♠❯❣✞✟ ✂❥☎✆❲✍❩ ☎❥♦✞◗ ❧✟①✂❇r ☎❥✡✆ ❣✆✞r✆❣❙❆ ❣✠✞✟ ❜❧☎❤ ❉❀✆✞✟ ✝✆♦✬❀☎r✆ ✄✍✎r❤ ❣❙❭ ✂✡❊✡ ♠♥✆❣❥✳✆ ✄❥ ✂♦♣✆❥ ☎❤✂t✱P
☎④✆✆ ✝✑❀✆✂✄☎✆ ❧q❏❤ ✡❤②✠ ❀❣ t✆✡✡✆ ♣✆❣r❤ ❋✆❤ ✂☎ ✝✟①☞✞➈✆❤ ✠✞✟ ✏P♣✆✞✟ ☎✆ ✄☞♥✬✆❩✡♦❙◗❧✆ ❥❣✆❭ ♦❣ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ⑥✆❥✆ ✄☞✆❖r ✝✟☎✆✞✟ ☎✆✞ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞☎✆❥ ❧✞ ✂②❬✆r❤ ❣❙P

23, 35, 48, 30, 25, 46, 13, 27, 32, 38

❜❧ ✿✄ ✠✞✟❪ ✝✆✌☎✍✎ ✞ ❧❥②r✆ ❧✞ ❧✠❃✡✞ ❀✆✞❳❀ ✡❣❤✟ ❋✆✞❆ ♠❯❣✞✟ ❀❣ ☛✆❤ ❑✆r ✡❣❤✟ ❣q✝✆✂☎ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ♦✞◗ ✏✆❥✞ ✠✞✟ ♠✡☎❤ ✑✆✆❥✳✆✆✱✌ ♠✡♦✞◗ ✄☞♥✬✆❩✡ ❧✞ ✠✞② ☎❥r❤ ❣❙✟ ❀✆ ✡❣❤✟❆
✡❤②✠ ♦✞◗ ✱☎ ❧❣☎✠❤❩ ✡✞ ♠✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✿✄ ✠✞✟ ❜☎❱⑦❇✞ ☎❥✡✞ ✠✞✟♠❧☎❤ ❧❣✆❀r✆ ☎❤❆ ✭❧✆❥✳✆❤ 3✲4✮P

❧❦❥✳❦❤ 3.4

❥❦✆② ✉✝✲ ✉❦❡ 50 ❡✆✝ ✞✆ ❥❦✆② ✉✝✲ ✉❦❡ 50 ❡✆✝ ✞✆

✐ ③❦■r ✁✝❞ ✐ ③❦■r ✁✝❞

1 ✝t❀ 23 6 ①✆✞✂♦✟♥ 46

2 ✝❥✠✆✡ 35 7 t❀ 13

3 ✝✆✬✆❤✧✆ 48 8 ☎✂♦r✆ 27

4 ♥❤✂❖r 30 9 ✠✡❤✧✆✆ 32

5 ✄❙◗t✎✆✡ 25 10 ✡❤❥t 38

❜❧ r❥❣ ✡❤②✠ ❀❣ ❧✠❃ ❧☎❤ ✂☎ ✂☎❧ ◆✆❂✆ ✡✞ ✂☎r✡✞ ✝✟☎ ✄☞✆❖r ✂☎✱❆ ②✞✂☎✡ ♦❣ ♦q◗◆✝✆❙❥ t✆✡☎✆❥❤ ♣✆❣r❤ ❋✆❤❆ ♥❤✂✄☎✆ ✡✞ ♠✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ♥✒❧❥❤ r❥❣ ❧✞ ✄☞♥✂✬✆❩r ✂☎❀✆
❧❦❥✳❦❤ 3.5

✮✯✲■ ✪✴� ✪✯✼ 50 ✼✲✴ ❃✲ ✮✯✲■ ✪✴� ✪✯✼ 50 ✼✲✴ ❃✲✺✁✯■✹ ✌✴✽ ✺✁✯■✹ ✌✴✽
3 ✝✆✂✬✆✧✆ 48 4 ♥❤✂❖r 30

6 ①✆✞✂♦✟♥ 46 8 ☎✂♦r✆ 27

10 ✡❤❥t 38 5 ✄❙◗t✆✡ 25

2 ✝❥✠✆✡ 35 1 ✝t❀ 23

9 ✠✡❤✧✆✆ 32 7 t❀ 13

✝✏ ✡❤②✠ ❀❣ t✆✡✡✞ ✠✞✟ ❧✠❋✆❩ ❣✆✞ ①❜❩ ✂☎ ✂☎❧✡✞ ❧✏❧✞ ✝P◆✆ ✄☞♥✬✆❩✡ ✂☎❀✆ ❣❙ ✝✆❙❥ ✂☎❧☎✆✞❧❣✆❀r✆ ☎❤ ✝✆♦✬❀☎r✆ ❣❙❆
❣✠✆❥✞ ❧✆✠✡✞ ✝✆✡✞ ♦✆②✞ ✝✡✞☎ ✝✆✌☎✍✎✞ ❧✆❥✳✆❤✏➻ ✿✄ ✠✞✟ ❣✆✞r✞ ❣❙ ✟❆ ❣✠✆❥✞ ▲☎✒② ♦✞◗ ❥✂t▲❱❥❪ ✄☞①✂r✂❥✄✆✞❱❩❪ ✝☛❀✆❧✫✄q✂▲r☎✆✝✆✞✟ ✠✞✟ Ø✠✆✡q❧✆❥ ❧✒♣❤❪ r✆✄✠✆✡ ♦✞◗ ✂❥☎✆❲✍❩ r❋✆✆ ✝❯❀ ✝✡✞☎ ✝✆✌☎✍✎ ✞



①❢✳❦r✻✹✻✹✻✹✻✹✻✹
❧✆❥✳✆❤✏➻ (tabular) ✿✄ ✠✞✟✟ ❣✆✞r✞ ❣❙ ✟❆ ❉❀✆ ✝✆✄ ♦q◗◆ ✝✆❙❥ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✞ ✏✆❥✞ ✠✞✟ ❧✆✞♣ ❧☎r✞ ❣❙✟❪ t✆✞❧✆❥✳✆❤✏➻ ✿✄ ✠✞✟ ❣❙ ✟❭
t✏ ❣✠ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ✱☎ ♠✄❀q❉r ❧✆❥✳✆❤ ✠✞✟ ❥❬✆ ②✞r✞ ❣❙✟❪ r✆✞ ♠❯❣✞✟ ❧✠❃✡✆ ✝✆❙❥ ♠✡☎❤ ❖❀✆❬❀✆☎❥✡✆ ❧❥② ❣✆✞ t✆r✆ ❣❙❆

✝✄✡❤ ☎④✆✆ ♦✞◗ ☎✠ ❧✞ ☎✠ 20 ✏P♣✆✞✟ ✭②✍✎♦✞◗ ✝✆❙❥ ②✍✎✂☎❀✆✞✟✮ ☎✆✞ ✝②①✫✝②① r✆❙✂②✱
✭✂☎②✆✞①☞✆✠ ✠✞✟✮❆ ✄☞✆❖r ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ❧✟①✂❇r ☎❤✂t✱ r❋✆✆ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞✬✡✆✞✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥✞✡✞ ☎✆✄☞❀❘✡ ☎❤✂t✱ P

(i) ❧✏❧✞ ✝✂✑✆☎ ☛✆✆❥ ✂☎❧☎✆ ❣❙❭ (ii) ☎✆❙✡✫❧✆ ☛✆✆❥ ✝✂✑✆☎✆✟✬✆ ✏P♣✆✞✟ ☎✆ ❣❙❭
(iii) ✝✆✄♦✞◗ ☛✆✆❥ ✝✆❙❥ ✝✆✄♦✞◗ ❧✏❧✞ ✝P◆✞ ✂✠❂✆ ♦✞◗ ☛✆✆❥ ✠✞✟ ❉❀✆ ✝✟r❥ ❣❙❭

3.4 ✐③❢r❢✉❢è� ❡�✉
✝✆✄ ❫✝✆❙❧r✯ (average) ✬✆❈♥ ❧✞ ✝♦✬❀ ❣❤ ✄✂❥✂♣r ❣✆✞✟① ✞ r❋✆✆ ✝✄✡✞ ♥❙✂✡☎ t❤♦✡ ✠✞✟ ✝✆❙❧r✬✆❈♥ ❧✞ ❧✟✏✟✂✴r ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞☎✆❥ ♦✞◗ ☎❋✆✡ ✝♦✬❀ ❣❤ ❧q✡✞ ❀✆ ✄❁✎✞ ❣✆✞✟①✞P
✦ ❜❩✬✆✆ ✝✄✡❤ ✄❁✎✆❜❩ ✄❥ ✄☞✂r✂♥✡ ✝✆❙❧r✡ ②①☛✆① 5 ❄✆✟❱✞ ☎✆ ❧✠❀ ❖❀r❤r ☎❥r❤ ❣❙❆
✦ ❜❧ ❧✠❀ ♦✧✆❩ ☎✆ ✝✆❙❧r r✆✄✠✆✡ 40 ✂✍①☞❤ ✭❧✞✂❨❧❀❧✮ ❣❙❆
✦ ✠✞❥❤ ☎④✆✆ ♦✞◗ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎❤ ✝✆❙❧r ✝✆❀q 12 ♦✧✆❩ ❣❙❆
✦ ✱☎ ▲☎✒② ☎❤ ♦✆✂✧✆❩☎ ✄❥❤④✆✆ ♦✞◗ ❧✠❀ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎❤ ✝✆❙❧r ♠✄✂▲❋✆✂r 98 ✄☞✂r✬✆r ❋✆❤❆
❜❧❤ ✄☞☎✆❥ ♦✞◗ ✝✡✞☎ ☎❋✆✡ ❣✆✞ ❧☎r✞ ❣❙✟❆ ➴✄❥ ✂♥✱ ❣q✱ ☎❋✆✡✆✞✟ ♦✞◗ ✏✆❥✞ ✠✞✟ ❧✆✞✂♣✱❆

❉❀✆ ✝✆✄ ❧✆✞♣r✞ ❣❙✟ ✂☎ ✄❣②✞ ☎❋✆✡ ✠✞✟ ✏r✆❀✆ ①❀✆ ✏P♣✆ ✄☞✂r✂♥✡ ❇❤☎ 5 ❄✆✟❱✞ ✄❁✎r✆ ❣❙❭
✝❋✆♦✆❪ ❉❀✆ ♠❧ ✂♦✬✆✞✧✆ ❧✠❀ ✄❥❪ ✂♥✱ ❣q✱ ▲❋✆✆✡ ☎✆ r✆✄✠✆✡ ❧♥❙♦ 40 ✂✍①☞❤ ❥❣r✆ ❣❙❭

✝❋✆♦✆❪ ❉❀✆ ♠❧ ☎④✆✆ ♦✞◗ ✄☞❘❀✞☎ ✂♦⑤✆❋✆❤❩ ☎❤ ✝✆❀q 12 ♦✧✆❩ ❣❙❭ ▲✄✧❱rP ❜✡ ✄☞✬✡✆✞✟ ☎✆ ♠Ù✆❥❣❙ ❫✡❣❤✟✯ ❆
r✏❪ ❀✞ ☎❋✆✡ ❣✠✞✟ ❉❀✆ ✏r✆r✞ ❣❙✟❭

✝✆❙❧r ❧✞ ❣✠ ❧✠❃r✞ ❣❙✟ ✂☎ ❜❩✬✆✆ ✄☞✆❀P ✱☎ ✂♥✡ ✠✟✞ 5 ❄✆✟❱✞ ✄❁✎r❤ ❣❙❆ ♦q◗◆ ✂♥✡ ♦❣ ❜❧❧✞☎✠ ❄✆✟❱✞ ✄❁✎r❤ ❣❙ ✝✆❙❥ ♦q◗◆ ✂♥✡ ❜❧❧✞ ✝✂✑✆☎ ❄✆✟❱✞ ✄❁✎r❤ ❣❙❆
❜❧❤ ✄☞☎✆❥❪ 40 ✂✍①☞❤ ❧✞✂❨❧❀❧ ♦✞◗ ✝✆❙❧r r✆✄✠✆✡ ☎✆ ✝❋✆❩ ❣❙ ✂☎ ♦✧✆❩ ♦✞◗ ❜❧ ❧✠❀ ✄❥r✆✄✠✆✡ ✄☞✆❀P 40 ✂✍①☞❤ ❧✞✂❨❧❀❧ ❥❣r✆ ❣❙❆ ☎☛✆❤ ♦❣  40° C ❧✞ ☎✠ ❥❣r✆ ❣❙ ✝✆❙❥ ☎☛✆❤ 40°

C ❧✞ ✝✂✑✆☎ ☛✆❤ ❥❣r✆ ❣❙❆
❜❧ ✄☞☎✆❥❪ ❣✠ ❀❣ ✝✡q☛✆♦ ☎❥r✞ ❣❙ ✟ ✂☎ ✝✆❙❧r ✱☎ ✱✞❧❤ ❧✟❬❀✆ ❣❙ t✆✞ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ (observations)❀✆ ✝✆✌☎✍✎✆✞ ✟ ♦✞◗ ✱☎ ❧✠✒❣ ☎❤ ♦✞✟◗♥☞❤❀ ✄☞♦❵✂Ù✆ (central tendency) ☎✆✞ ✂✡✿✂✄r ☎❥r❤ ✭❀✆ ♥✬✆✆❩r❤✮❣❙❆ ❉❀✆✟✞✂☎ ✝✆❙❧r ❧✏❧✞ ✝✂✴☎ r❋✆✆ ❧✏❧✞ ☎✠ ✠✒❨❀ (value) ♦✞◗ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ✏❤♣ ✠✞✟ ❣✆✞r✆ ❣❙❆❜❧✂②✱ ❣✠ ☎❣r✞ ❣❙✟ ✂☎ ✝✆❙❧r❪ ✝✆✌☎✍✎✆✞ ✟ ♦✞◗ ✱☎ ❧✠✒❣ ☎❤ ♦✞✟◗♥☞❤❀ ✄☞♦❵✂Ù✆ ☎✆ ✠✆✄☎ (measure)

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✻✺✻✺✻✺✻✺✻✺
❣❙❆ ✂♦✂☛✆❯✡ ✄☞☎✆❥ ♦✞◗ ✝✆✌☎✍✎✆✞ ✟✟ ☎❤ ❖❀✆❬❀✆ ☎❥✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ✂♦✂☛✆❯✡ ✄☞☎✆❥ ♦✞◗ ✄☞✂r✂✡✂✑✆
(representative) ❀✆ ♦✞✟◗♥☞❤❀ ✠✆✡✆✞✟ (central values) ☎❤ ✝✆♦✬❀☎r✆ ❣✆✞r❤ ❣❙❆ ❜✡✠✞✟ ❧✞ ✱☎✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ✁✝❞✡✠✳❦r❤❀ ❡❦è❀ ❀✆ ✞❡❦✝r❥ ❡❦è❀ (arthmetic mean) ❣❙❆
3.5 ✈❛✁�❢��r✁❀ ❡�è❀
✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ✱☎ ❧✠✒❣ ♦✞◗ ✂②✱ ✝✟✂✑✆☎✆✟✬✆rP ✄☞❀✆✞① ✂☎✱ t✆✡✆ ♦✆②✆ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ✁✝❞✡✠✳❦r❤❀
❡❦è❀ ❣❙❪ ❧✟④✆✞✄ ✠✞✟ ❜❧✞ ❡❦è❀ (mean) ☛✆❤ ☎❣r✞ ❣❙✟❆ ❜❧✞ ✝P◆❤ ✄☞☎✆❥ ❧✞ ❧✠❃✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ✝✆❜✱✂✡❊✡✂②✂❬✆r ♠♥✆❣❥✳✆ ☎✆✞ ♥✞❬✆✞✟ P♥✆✞ ✏r❩✡✆✞✟ ✠✞✟ Ø✠✬✆P 20 ②❤❱❥ ✝✆❙❥ 60 ②❤❱❥ ♥✒✑✆ ❣❙❆ ❀✂♥ ♥✆✞✡✆✞✟ ✏r❩✡✆✞✟ ✠✞ ✟ ✏❥✆✏❥✫✏❥✆✏❥ ♥✒✑✆❥❬✆✆ t✆✱❪ r✆✞ ✄☞❘❀✞☎ ✏r❩✡ ✠✞✟ ✂☎r✡✆ ♥✒✑✆ ❣✆✞①✆❭ t✏ ❣✠ ❜❧ ✄☞☎✆❥ ☎✆ ✄☞✬✡ ✄✒◆r✞ ❣❙✟❪ r✏ ❣✠✝✟☎①✂✳✆r❤❀ ✠✆✑❀ ❑✆r ☎❥✡✞ ♦✞◗ ✂②✱ ☎❣r✞ ❣❙✟❆♠✄❥✆✞❉r ✂▲❋✆✂r ✠✞✟❪ ✝✆❙❧r ❀✆ ✝✟☎①✂✳✆r❤❀ ✠✆✑❀ ❣✆✞①✆ P

♥✑✒ ✆ ☎❤ ☎②q ✠✆❂ ✆✆
✏r✡❩ ✆✟✞ ☎❤ ❧❬✟ ❀✆  = 

20 60

2

✥ ②❤❱❥ = 40 ②❤❱❥
❜❧ ✄☞☎✆❥❪ ✄☞❘❀✞☎ ✏r❩✡ ✠✞✟ 40 ②❤❱❥ ♥✒✑✆ ❣✆✞①✆❆✝✆❙❧r ❀✆ ✝✟☎①✂✳✆r❤❀ ✠✆✑❀ (A.M.) ❀✆ ♦✞◗♦② ✠✆✑❀ ☎✆✞ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✿✄ ❧✞ ✄✂❥☛✆✆✂✧✆r ✂☎❀✆t✆r✆ ❣❙P

✠✆✑❀ = 
❧❍❦✂ ✐s④③ ❦✄❦❦❛ s ❞❦ ☎❦s①

✐s④③ ❦✄❦❦s❛ ❞✂ ❧❬❛ ☎❦✂✡❊✡✂②✂❬✆r ♠♥✆❣❥✳✆✆✞✟ ✄❥ ✂♦♣✆❥ ☎❤✂t✱P
♠♥✆❣❥✝✆ 1 ✝✆✂✬✆✧✆ r❤✡ Ø✠✆①r ✂♥✡✆✞✟ ✠✞ ✟ Ø✠✬✆P 4 ❄✆✟❱✞❪ 5 ❄✆✟❱✞ ✝✆❙❥ 3 ❄✆✟❱✞ ✄❁✎r✆ ❣❙❆♠❧♦✞◗ ✄☞✂r✂♥✡ ✄❁✎✡✞ ☎✆ ✝✆❙❧r ❧✠❀ ❉❀✆ ❣❙❭
❣② ✝✆✂✬✆✧✆ ♦✞◗ ✄❁✎✡✞ ☎✆ ✝✆❙❧r ❧✠❀ ❣✆✞①✆ P

✞❁✟✰ ❜❩ ❡✠✡ ☛☞✟✌✟ ✍q ☛ ✎❡✌

❢✏✉✟✡✠ ✍✑ ✎✠✒✌✟ ❢t✉❡✠✡ ✞❁✰✟❜❩ ✍✑
 = 

4 5 3

3

✓ ✓
❄✆✟❱✞ = 4 ❄✆✟❱✞ ✄☞✂r✂♥✡

❜❧ ✄☞☎✆❥❪ ❣✠ ☎❣ ❧☎r✞ ❣❙✟ ✂☎ ✝✆✂✬✆✧✆ ✄☞✂r✂♥✡ 4 ❄✆✟❱✞ ♦✞◗ ✝✆❙❧r ❧✞ ✄❁✎✆❜❩ ☎❥r✆ ❣❙❆
♠♥✆❣❥✝✆ 2 ✱☎ ✏❨②✞✏✆t ✡✞ 6 ✄✆✂❥❀✆✞✟ (innings) ✠✞✟ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ✠✞✟ ❥✡ ✏✡✆✱ P

36, 35, 50, 46, 60, 55✱☎ ✄✆❥❤ ✠✞✟ ♠❧♦✞◗ ⑥✆❥✆ ✏✡✆✱ ①✱ ❥✡✆✞✟ ☎✆ ✠✆✑❀ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
❣② ♦q◗② ❥✡ = 36 + 35 + 50 + 46 + 60 + 55 = 282✠✆✑❀ ❑✆r ☎❥✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ❣✠ ❧☛✆❤ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ☎✆ ❀✆✞① ❑✆r ☎❥♦✞◗ ♠❧✞ ✄☞✞④✆✳✆✆✞ ✟ ☎❤ ♦q◗② ❧✟❬❀✆❧✞ ☛✆✆① ♥✞r✞ ❣❙✟❆ ✝rP❪ ❜❧ ✂▲❋✆✂r ✠✞✟
✠✆✑❀ =

282

6
= 47.

❜❧ ✄☞☎✆❥❪ ✱☎ ✄✆❥❤ ✠✞✟ ♠❧♦✞◗ ⑥✆❥✆ ✏✡✆✱ ①✱ ❥✡✆✞✟ ☎✆ ✠✆✑❀ 47 ❣❙❆



①❢✳❦r✻✻✻✻✻✻✻✻✻✻
✁✝❞✡✠✳❦r❤❀ ❡❦è❀ ❞✟❦✂ ✠▲❋❦r ✟❙❭

❧❦s❢♣✱❪ ♣♣❦ ❩ ❞❤❢t✱ ✈❦ ❙❥ ❢②❢❬❦✱

♠✄❥✆✞❉r ♠♥✆❣❥✳✆✆✞✟ ✠✞✟ ✂♥✱ ①✱ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ✄❥ ✂♦♣✆❥ ☎❤✂t✱ r❋✆✆ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✂♦✧✆❀ ✠✞✟ ❧✆✞✂♣✱P
✦ ❉❀✆ ✠✆✑❀ ✄☞❘❀✞☎ ✄☞✞④✆✳✆ ❧✞ ✏✍✎✆ ❣❙❭
✦ ❉❀✆ ❀❣ ✄☞❘❀✞☎ ✄☞✞④✆✳✆ ❧✞ ◆✆✞❱✆ ❣❙❭

�✐✉✁ ❢❡❂❦❦✁ ❛ ♦✁◗ ❧❦✂❦ ✄✄❦☎ ❞❤❢t✱❆ ❜❧❤ ✐③❞❦✆ ❞❦ ✱❞ �❦✝✆ ♠♥❦❣✆✳❦ ❝✉❦❜✱ �❦✝✆ ❜❯❣❤✟ ✄☞✬✡✆✞✟♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥❤✂t✱❆✝✆✄ ✄✆✱✌①✞ ✂☎ ✠✆✑❀ ❧✏❧✞ ✏✍✎✞ ✝✆❙❥ ❧✏❧✞ ◆✆✞❱✞ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ♦✞◗ ✏❤♣ ✠✞✟ ✂▲❋✆r ❣✆✞r✆ ❣❙❆✂♦✂✬✆✧❱ ✿✄ ✠✞✟❪ ♥✆✞ ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ☎✆ ✠✆✑❀ ❧♥❙♦ ♠✡♦✞◗ ✏❤♣ ✠✞✟ ✂▲❋✆r ❣✆✞r✆ ❣❙❆
♠♥✆❣❥✳✆✆❋✆❩❪ 5 ✝✆❙❥ 11 ☎✆ ✠✆✑❀ 5 11

2
8

✥ ✞ ❣❙❪ t✆✞ 5 ✝✆❙❥ 11 ♦✞◗ ✏❤♣ ✠✞✟ ✂▲❋✆r ❣❙❆
❉❀✆ ✝✆✄ ❜❧ ✝♦✑✆✆❥✳✆✆ ☎✆ ✄☞❀✆✞① ☎❥♦✞◗❪ ❀❣ ♥✬✆✆❩ ❧☎r✞ ❣❙✟ ✂☎ ♥✆✞ ✂☛✆❯✡✆❘✠☎ ❧✟❬❀✆✝✆✞✟

♦✞◗ ✏❤♣ ✠✞✟ ✂tr✡❤ ♣✆❣✞✟ ♠r✡❤ ✂☛✆❯✡✆❘✠☎ ❧✟❬❀✆✱✌ ❑✆r ☎❤ t✆ ❧☎r❤ ❣❙✟❭ ♠♥✆❣❥✳✆✆❋✆❩ 1

2
✝✆❙❥

1

4
♦✞◗ ✏❤♣ ✠✞✟ ✝✆✄☎✆✞ ❜✡☎✆ ✝✆❙❧r ✂✠②✞①✆

1

2

1

4

2

✟
=

3

8
✝✆❙❥ ✂✄◗❥ 1

2
✝✆❙❥ 3

8
♦✞◗ ✏❤♣ ✠✞✟

❜✡☎✆ ✝✆❙❧r ❣✆✞①✆ 7

16
❜❘❀✆✂♥❆

1. ✱☎ ❧❖r✆❣ ✂☎ ✝✄✡❤ ✡❤✟♥ ✠✞✟ ❖❀r❤r ✂☎✱ ①✱ ❧✠❀ ✭❄✆✟❱✆✞✟ ✠✞✟✮ ☎✆ ✠✆✑❀ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
2.

1

2
✝✆❙❥ 1

3
♦✞◗ ✏❤♣ ☎✠ ❧✞ ☎✠ ✄✆✌♣ ❧✟❬❀✆✱✌ ❑✆r ☎❤✂t✱❆

3.5.1 ✠✡☛✆❥ ❀✆ ✠☞❥☛❥

❧✏❧✞ ✏✍✎ ✞ ✝✆❙❥ ❧✏❧✞ ◆✆✞❱✞ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ♦✞◗ ✝✟r❥ ❧✞❪ ❣✠✞✟ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ♦✞◗ ✄☞❧✆❥ ☎✆ ✱☎ ✝✡q✠✆✡ ②① t✆r✆❣❙❆ ❜❧✞ ❧✏❧✞ ✏✍✎✞ ✄☞✞④✆✳✆ ✠✞✟ ❧✞ ❧✏❧✞ ◆✆✞❱✞ ✄✞☞④✆✳✆ ☎✆✞ ❄✆❱✆ ☎❥ ❑✆r ✂☎❀✆ t✆ ❧☎r✆ ❣❙❆ ❣✠ ❜❧✄✂❥✳✆✆✠ ☎✆✞ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ❀✆ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ☎✆ ✐③✞❦❥ ❀✆ ✐✠❥✞❥ (range) ☎❣r✞ ❣❙✟❆

✝✆✄ ✄❁✎✆❜❩ ✠✞✟ ❖❀r❤r ✂☎✱ ①✱ ✝✄✡✞ ❧✠❀ ✭❄✆✟❱✆✞ ✟ ✠✞✟✮ ☎✆ ✄✒❥✞ ❧❖r✆❣ ☎✆ ✝✆❙❧r ✂☎❧ ✄☞☎✆❥
❑✆r ☎❥✞✟①✞❭

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✻✼✻✼✻✼✻✼✻✼
✂✡❊✡✂②✂❬✆r ♠♥✆❣❥✳✆ ♥✞✂❬✆✱ P
♠♥✆❣❥✝✆ 3 ✱☎ ▲☎✒② ♦✞◗ 10 ✝✑❀✆✄☎✆✞✟ ☎❤ ♦✧✆✆✞➧ ✠✞✟ ✝✆❀q ❜❧ ✄☞☎✆❥ ❣❙ P

32, 41, 28, 54, 35, 26, 23, 33, 38, 40

(i) ❧✏❧✞ ✏✍✎❤ ♠✠☞ ♦✆②✞ ✝✑❀✆✄☎ ☎❤ ✝✆❀q ❉❀✆ ❣❙❭ r❋✆✆ ❧✏❧✞ ◆✆✞❱❤ ♠✠☞ ♦✆②✞ ✝✑❀✆✄☎☎❤ ✝✆❀q ❉❀✆ ❣❙❭
(ii) ✝✑❀✆✄☎✆✞✟ ☎❤ ✝✆❀q ☎✆ ✄✂❥❧❥ ❉❀✆ ❣❙❭
(iii) ❜✡ ✝✑❀✆✄☎✆✞✟ ☎❤ ✠✆✑❀ ✝✆❀q ❉❀✆ ❣❙❭
❣②

(i) ✝✆❀q ☎✆✞ ✝✆❥✆✞❣❤ Ø✠ ✠✞✟ ❖❀♦✂▲❋✆r ☎❥✡✞ ✄❥❪ ❣✠✞✟ ✄☞✆❖r ❣✆✞r✆ ❣❙ P
23, 26, 28, 32, 33, 35, 38, 40, 41, 54

❣✠✞✟ ❑✆r ❣✆✞r✆ ❣❙ ✂☎ ❧✏❧✞ ✏✍✎❤ ♠✠☞ ♦✆②✞ ✝✑❀✆✄☎ ☎❤ ✝✆❀q 54 ♦✧✆❩ ❣❙ r❋✆✆ ❧✏❧✞ ◆✆✞❱❤
♠✠☞ ♦✆②✞ ✝✑❀✆✄☎ ☎❤ ✝✆❀q 23 ♦✧✆❩ ❣❙❆

(ii) ✝✑❀✆✄☎✆✞✟ ☎❤ ✝✆❀q ☎✆ ✄✂❥❧❥ = (54 � 23) ♦✧✆❩ = 31 ♦✧✆❩ ❣❙❆
(iii) ✝✑❀✆✄☎✆✞✟ ☎❤ ✠✆✑❀ ✝✆❀q

=
23 26 28 32 33 35 38 40 41 54

10

✥ ✥ ✥ ✥ ✥ ✥ ✥ ✥ ✥ ♦✧✆❩
=

350

10
❩♦✧❦  = 35 ♦✧✆❩

�③✬✉❦�②❤ 3.1

1. ✝✄✡❤ ☎④✆✆ ♦✞◗ ✂☎❯❣❤✟ ♥❧ (10) ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎❤ ➴✌♣✆❜❀✆✞✟ ☎✆ ✄✂❥❧❥ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
2. ☎④✆✆ ♦✞◗ ✱☎ ✠✒❨❀✆✟☎✡ ✠✞✟ ✄☞✆❖r ✂☎✱ ①✱ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✝✟☎✆✞✟ ☎✆✞ ✱☎ ❧✆❥✳✆❤✏➻ ✿✄ ✠✞✟❧✟①✂❇r ☎❤✂t✱ P

4, 6, 7, 5, 3, 5, 4, 5, 2, 6, 2, 5, 1, 9, 6, 5, 8, 4, 6, 7

(i) ❧✏❧✞ ✏✍✎✆ ✝✟☎ ☎✆❙✡✫❧✆ ❣❙❭ (ii) ❧✏❧✞ ◆✆✞❱✆ ✝✟☎ ☎✆❙✡✫❧✆ ❣❙❭
(iii) ❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ✄✂❥❧❥ ❉❀✆ ❣❙❭ (iv) ✝✟☎①✂✳✆r❤❀ ✠✆✑❀ ❑✆r ☎❤✂t✱❆

3. ✄☞❋✆✠ 5 ✄✒✳✆❩ ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ☎✆ ✠✆✑❀ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
4. ✱☎ ✂Ø♦✞◗❱ ✂❬✆②✆✍✎❤ ✡✞ 8 ✄✆✂❥❀✆✞✟ ✠✟✞ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❥✡ ✏✡✆✱ P

58, 76, 40, 35, 46, 50, 0, 100.♠❧☎✆ ✠✆✑❀ ▲☎✆✞❥ (score) ❀✆ ❥✡ ❑✆r ☎❤✂t✱❆



①❢✳❦r✻✽✻✽✻✽✻✽✻✽
5. ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❧✆❥✳✆❤ ✄☞❘❀✞☎ ✂❬✆②✆✍✎❤ ⑥✆❥✆ ♣✆❥ ❬✆✞②✆✞✟ ✠✞✟ ✝✂t❩r ✂☎✱ ①✱ ✝✟☎✆✞✟ ☎✆✞ ♥✬✆✆❩r❤ ❣❙P

✠❬❦②❦✄☎❤ ❬❦✆② ❬❦✆② ❬❦✆② ❬❦✆②

1 2 3 4

A 14 16 10 10

B 0 8 6 4

C 8 11 ❬✆✞②✆ 13✡❣❤✟
✝✏ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞✬✡✆✞✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥❤✂t✱ P
(i) ✄☞❘❀✞☎ ❬✆✞② ✠✟✞ A ⑥✆❥✆ ✝✂t❩r ✝✆❙❧r ✝✟☎ ❑✆r ☎❥✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ✠✆✑❀ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
(ii) ✄☞❘❀✞☎ ❬✆✞② ✠✞✟ C ⑥✆❥✆ ✝✂t❩r ✠✆✑❀ ✝✟☎ ❑✆r ☎❥✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ✝✆✄ ♦q◗② ✝✟☎✆✞✟ ☎✆✞

3 ❧✞ ☛✆✆① ♥✞✟① ✞ ❀✆ 4 ❧✞❭ ❉❀✆✞✟❭
(iii) B ✡✞ ❧☛✆❤ ♣✆❥ ❬✆✞②✆✞✟ ✠✞✟ ☛✆✆① ✂②❀✆ ❣❙❆ ✝✆✄ ♠❧♦✞◗ ✝✟☎✆✞✟ ☎✆ ✠✆✑❀ ✂☎❧ ✄☞☎✆❥ ❑✆r☎❥✞✟① ✞❭
(iv) ✂☎❧☎✆ ✄☞♥✬✆❩✡ ❧✏❧✞ ✝P◆✆ ❣❙❭

6. ✂♦❑✆✡ ☎❤ ✱☎ ✄❥❤④✆✆ ✠✞✟❪ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ♦✞◗ ✱☎ ❧✠✒❣ ⑥✆❥✆ ✭100 ✠✞✟ ❧✞✮ ✄☞✆❖r ✂☎✱ ①✱ ✝✟☎
85❪ 76❪ 90❪ 85❪ 39❪ 48❪ 56❪ 95❪ 81 ✝✆❙❥ 75 ❣❙✟❆ ❑✆r ☎❤✂t✱ P
(i) ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ⑥✆❥✆ ✄☞✆❖r ❧✏❧✞ ✝✂✑✆☎ ✝✟☎ ✝✆❙❥ ❧✏❧✞ ☎✠ ✝✟☎
(ii) ✄☞✆❖r ✝✟☎✆✞✟ ☎✆ ✄✂❥❧❥
(iii) ❧✠✒❣ ⑥✆❥✆ ✄☞✆❖r ✠✆✑❀ ✝✟☎

7. ◆❣ Ø✠✆①r ♦✧✆✆✞ ➧ ✠✞✟ ✱☎ ▲☎✒② ✠✞✟ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞ ✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❋✆❤ P
1555, 1670, 1750, 2013, 2540, 2820

❜❧ ❧✠❀ ☎✆② ✠✞✟ ▲☎✒② ♦✞◗ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞ ✟ ☎❤ ✠✆✑❀ ❧✟❬❀✆ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
8. ✱☎ ✡①❥ ✠✞✟ ✂☎❧❤ ✂♦✬✆✞✧✆ ❧❖r✆❣ ♦✞◗ 7 ✂♥✡✆✞✟ ✠✟✞ ❣q❜❩ ♦✧✆✆❩ ✭mm ✠✞✟✮ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✿✄ ❧✞✂❥☎✆❲✍❩ ☎❤ ①❜❩P

✂♥✡ ❧✆✞✠♦✆❥ ✠✟①②♦✆❥ ✏q✑✆♦✆❥ ♦❵❣▲✄✂r♦✆❥ ✬✆qØ♦✆❥ ✬✆✂✡♦✆❥ ❥✂♦♦✆❥
♦✧✆✆❩ 0.0 12.2 2.1 0.0 20.5 5.5 1.0

(mm)

(i) ♠✄❥✆✞❉r ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ❧✞ ♦✧✆✆❩ ☎✆ ✄✂❥❧❥ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
(ii) ❜❧ ❧❖r✆❣ ☎❤ ✠✆✑❀ ♦✧✆✆❩ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
(iii) ✂☎r✡✞ ✂♥✡ ♦✧✆✆❩❪ ✠✆✑❀ ♦✧✆✆❩ ❧✞ ☎✠ ❥❣❤❭

9. 10 ②✍✎✂☎❀✆✞✟ ☎❤ ➴✌♣✆❜❀✆✌ cm ✠✞✟ ✠✆✄❤ ①❜ ➧ ✝✆❙❥ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄✂❥✳✆✆✠ ✄☞✆❖r ❣q✱P
135, 150, 139, 128, 151, 132, 146, 149, 143, 141.

(i) ❧✏❧✞ ②✟✏❤ ②✍✎☎❤ ☎❤ ②✟✏✆❜❩ ❉❀✆ ❣❙❭



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✻✾✻✾✻✾✻✾✻✾

(ii) ❧✏❧✞ ◆✆✞❱❤ ②✍✎☎❤ ☎❤ ②✟✏✆❜❩ ❉❀✆ ❣❙❭
(iii) ❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ✄✂❥❧❥ ❉❀✆ ❣❙❭
(iv) ②✍✎✂☎❀✆✞✟ ☎❤ ✠✆✑❀ ➴✌♣✆❜❩ ✭②✟✏✆❜❩✮ ❉❀✆ ❣❙❭
(v) ✂☎r✡❤ ②✍✎✂☎❀✆✞✟ ☎❤ ②✟✏✆❜❩❪ ✠✆✑❀ ②✟✏✆❜❩ ❧✞ ✝✂✑✆☎ ❣❙❭

3.6 ❝❣q②✁
t❙❧✆ ✂☎ ❣✠ ✄❣②✞ ✏r✆ ♣q♦✞◗ ❣❙✟ ♦✞◗♦② ✠✆✑❀ ❣❤ ♦✞✟◗♥☞❤❀ ✄☞♦❵✂Ù✆ ☎❤ ✠✆✄ ❀✆ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ✡❣❤✟❣❙❆ ✂♦✂☛✆❯✡ ✄☞☎✆❥ ☎❤ ✝✆♦✬❀☎r✆✝✆✞✟ ♦✞◗ ✝✡q❧✆❥ ✝❯❀ ✄☞☎✆❥ ✂☎ ♦✞✟◗♥☞❤❀ ✄☞♦❵✂Ù✆ ♦✞◗ ✠✆✄☎✆✞✟ ☎✆✄☞❀✆✞① ✂☎❀✆ t✆r✆ ❣❙❆
✠✉❊✉✠②✠❬❦r ♠♥❦✟❥✳❦ ❞❦✆ ♥✆✠❬❦✱ ✪

☎✠❤➈✆✆✞✟ ♦✞◗ ✂♦✂☛✆❯✡ ✠✆✄✆✞✟ ✭❧✆❜➈✆✆✞ ✟✮ ☎❤ ❧✆❖r✆✂❣☎ ✠✆✌① ☎✆✞ ❑✆r ☎❥✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ✱☎ ♥q☎✆✡♥✆❥
90 cm❪ 95 cm❪ 100 cm❪ 105 cm ✝✆❙❥ 110 cm ✠✆✄✆✞✟ ☎❤ ☎✠❤➈✆✆✞ ✟ ☎❤ ✂✏Ø❤ ☎✆ ✂❥☎✆❲✍❩
(record) ❥❬✆r✆ ❣❙❆ ✱☎ ❧❖r✆❣ ☎✆ ✂❥☎✆❲✍❩ ❜❧ ✄☞☎✆❥ ❣❙ P
✼✯✺ ✭cm ✼✲✴✮ 90 95 100 105 110 ❀❦✆✡

●✲♣❅ ✭❜ ❩ ✽✼❅➈✯✯✲✴ ✽❅ ❃✴❬❀✯ 8 22 32 37 6 105

❀✂♥ ♦❣ ✏✞♣❤ ①❜❩ ☎✠❤➈✆✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ☎✆ ✠✆✑❀ ❑✆r ☎❥✞❪ r✆✞ ❉❀✆ ✝✆✄ ❧✆✞♣r✞ ❣❙✟ ✂☎ ♦❣❀❣ ✂✡✳✆❩❀ ②✞ ✄✆✱①✆ ✂☎ ✂☎❧ ✠✆✄ ☎❤ ☎✠❤➈✆✞✟ ▲❱✆❲☎ (stock) ✠✞✟ ❥❬✆❤ t✆✱✌❭
✏✞♣❤ ①❜❩ ☎✠❤➈✆✆✞ ✟ ☎✆ ✠✆✑❀ = 

�✁s ❤ ①✂❩ ❞❡❤✄❦❦s❛ ❞❤ ❞☎✆ ❧✝❛ ✞❦

❞❡❤✄❦❦❛s ❞s ❢♦❢❍❦❯✉ ❡❦✐❦❛s ❞s ✐❞③ ❦❥
❂ ❂

105

5
21

❉❀✆ ♦❣ ✄☞❘❀✞☎ ✠✆✄ ☎❤ 21 ☎✠❤➈✆✞✟ ▲❱✆❲☎ ✠✞✟ ❥❬✆✞❭ ❀✂♥ ♦❣ ✱✞❧✆ ☎❥r✆ ❣❙❪ r✆✞ ❉❀✆ ♦❣✝✄✡✞ ①☞✆❣☎✆✞✟ ☎❤ ✝✆♦✬❀☎r✆✝✆✞✟ ☎✆✞ ✄✒❥✆ ☎❥ ✄✆✱①✆❭
♠✄❥✆✞❉r ✂❥☎✆❲✍❩ ☎✆✞ ♥✞❬✆☎❥❪ ♥q☎✆✡♥✆❥ 95 cm❪ 100 cm ✝✆❙❥ 105 cm ✠✆✄✆✞✟ ☎❤ ☎✠❤➈✆✆✞ ✟☎✆✞ ✠✌①♦✆✡✞ ☎✆ ✂✡✳✆❩❀ ②✞r✆ ❣❙❆ ♦❣ ✝❯❀ ✠✆✄✆✞✟ ☎❤ ☎✠❤➈✆✆✞ ✟ ☎✆✞ ✠✌①♦✆✡✞ ☎✆ ✂✡✳✆❩❀❪ ♠✡♦✞◗ ☎✠❬✆❥❤♥♥✆❥✆✞ ✟ ☎✆✞ ♥✞❬✆r✞ ❣q✱❪ ✝✆①✞ ♦✞◗ ✂②✱ ❱✆② ♥✞r✆ ❣❙❆

✱❞ ✁✟❀ ♠♥❦✟❥✳❦ ♥✆✠❬❦✱ ✪

❥✞✍❤✠✞✍ (readymade) ☎✄✍✎✆✞ ✟ ☎✆ ✱☎ ♥q☎✆✡♥✆❥ ☎❣r✆ ❣❙❪ ❫✠✞❥✞ ⑥✆❥✆ ❧✏❧✞✝✂✑✆☎ ✠✆✄ ☎❤ ✏✞♣❤ ①❜ ➧ ☎✠❤➈✆ ☎✆ ✠✆✄ 90 cm ❣❙❆✯
✑❀✆✡ ♥❤✂t✱ ✂☎ ❀❣✆✌ ☛✆❤ ♥q☎✆✡♥✆❥ ☎❤ ★✂♣ ✂♦✂☛✆❯✡ ✠✆✄✆✞✟ ☎❤ ✏✞♣❤ ①❜❩☎✠❤➈✆✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ✠✞✟ ❣❤ ❣❙❆ ♦❣ ☎✠❤➈✆ ♦✞◗ ♠❧ ✠✆✄ ☎✆✞ ♥✞❬✆ ❥❣✆ ❣❙❪ t✆✞❧✏❧✞ ✝✂✑✆☎ ✂✏☎r❤ ❣❙❆ ❀❣ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ✱☎ ✝❯❀ ✐③✠r✠✉✠è❦ ❡❦✉ ❣❙❆ ❧✏❧✞✝✂✑✆☎ ✂✏Ø❤ 105 cm ✠✆✄ ☎❤ ☎✠❤➈✆✆✞✟ ☎❤ ✂✏Ø❤ ❣❙❆ ❀❣ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡

(105) ✝✆✌☎✍✎✆✞ ✟ ☎✆ ✠✟✡②❞ (mode) ☎❣②✆r✆ ❣❙❆



①❢✳❦r✼✵✼✵✼✵✼✵✼✵

✠♥✱ ✟✡✱ ✐ ③✆④❦✳❦❦✆ ✝ ♦✆◗ ✱❞ ✞❡ ✇✟ ❡✆✝❪ ✞✠✞✆ ✁✠è❦❞ ✠❦❥ ✁❦✉✆ ♦❦②❦ ✐③✆④❦✳❦ ❜✞ ✞❡ ✇✟ ❞❦

✠✟✡②❞ ❞✟②❦r❦ ✟❙❆

♠♥✆❣❥✝✆ 4 ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ☎✆ ✏❣q②☎ ❑✆r ☎❤✂t✱P
1, 1, 2, 4, 3, 2, 1, 2, 2, 4

❣② ❧✠✆✡ ✠✆✡ ♦✆②❤ ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ☎✆✞ ✱☎ ❧✆❋✆
❖❀♦✂▲❋✆r ☎❥✡✞ ✄❥❪ ❣✠✞✟ ✄☞✆❖r ❣✆✞r✆ ❣❙ P
1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 4, 4

❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ✏❣q②☎ 2 ❣❙❪ ❉❀✆✞✟✂☎ ❀❣ ✝❯❀ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ☎❤ rq②✡✆ ✠✞✟ ✝✂✑✆☎ ✏✆❥ ✝✆r✆ ❣❙❆
3.6.1 ❝▼✰s ✈✆ →❞▼✰✆s ❛ ❞✆ ❝❣q②❞

❀✂♥ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ✏✍✎❤ ❣✆✞❪ r✆✞ ♠✡☎✆✞ ❧✠✆✡ ✠✆✡ ♦✆②✞ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ♦✞◗ ✿✄ ✠✞✟ ❖❀♦✂▲❋✆r ☎❥✡✆✝✆❙❥ ✂✄◗❥ ♠✡☎✆✞ ✂①✡✡✆ ❜r✡✆ ❧❥② ✡❣❤✟ ❣✆✞r✆ ❣❙❆ ✱✞❧❤ ✂▲❋✆✂r❀✆✞✟ ✠✞✟❪ ❣✠ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ❧✆❥✳✆❤✏➻☎❥r✞ ❣❙✟❪ t❙❧✆ ✂☎ ✝✆✄ ✂✄◆②❤ ☎④✆✆ ✠✟✞ ☎❥ ♣q♦✞◗ ❣❙✟❪ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎❤ ❧✆❥✳✆❤ ✏✡✆✡✞ ☎✆ ☎✆❀❩ ✂✠②✆✡✂♣➱✆✞✟ (tally marks) ❧✞ ✄☞✆❥✟☛✆ ☎❥r✞ ❣q✱❪ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ☎❤ ✏✆❥✟✏✆❥r✆✱✌ (frequencies) ✏✡✆ ☎❥ ✄✒❥✆ ✂☎❀✆t✆ ❧☎r✆ ❣❙❆
✂✡❊✡ ♠♥✆❣❥✳✆✆✞✟ ☎✆✞ ♥✞✂❬✆✱ P
♠♥✆❣❥✝✆ 5 ❱❤✠✆✞✟ ♦✞◗ ✱☎ ❧✠✒❣ ✠✞✟ ❬✆✞②✞ ①✱ ✄q◗❱✏✆❲② ♦✞◗ ✠❙♣✆✞ ✟ ✠✞✟❪ t❤r✡✞ ♦✞◗ ✝✟r❥ ①✆✞②✆✞✟✠✞✟ (in goals) ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❣❙✟ P

1, 3, 2, 5, 1, 4, 6, 2, 5, 2, 2, 2, 4, 1, 2, 3, 1, 1, 2, 3, 2,

6, 4, 3, 2, 1, 1, 4, 2, 1, 5, 3, 3, 2, 3, 2, 4, 2, 1, 2

❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ✏❣q②☎ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
❣② ✝✆❜✱ ❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ✱☎ ❧✆❥✳✆❤ ♦✞◗ ✿✄ ✠✞✟ ❥❬✆✞✟ P

t❅✹✪✲ ✽✯ ✌✴✹✮ ❏✼■✯✪ ❏♣� ✼❙♣✯✲✴ ✽❅ ❃✴❬❀✯
 1 9

   2 14

   3 7

   4 5

   5 3

  6 2

❀✯✲✭ 40

❜❧ ❧✆❥✳✆❤ ☎✆✞ ♥✞❬✆☎❥❪ ❣✠ rq❥✟r ❀❣ ☎❣ ❧☎r✞ ❣❙✟ ✂☎ ❫2✯ ✏❣q②☎ ❣❙❪ ❉❀✆✞✟✂☎ 2 ❧✏❧✞✝✂✑✆☎ ✏✆❥ ✝✆❀✆ ❣❙❆ ❜❧ ✄☞☎✆❥❪ ✝✂✑✆☎✆✟✬✆ ✠❙♣ 2 ①✆✞②✆✞✟ ♦✞◗ ✝✟r❥ ❧✞ t❤r✞ ①✱ ❣❙✟❆

✂✡❊✡✂②✂❬✆r ♦✞◗ ✏❣q②☎ ❑✆r ☎❤✂t✱ P
(i) 2, 6, 5, 3, 0, 3, 4, 3, 2, 4, 5, 2, 4,

(ii) 2, 14, 16, 12, 14, 14, 16, 14, 10,

14, 18, 14

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✼✶✼✶✼✶✼✶✼✶
❧❦s❢♣✱❪ ♣♣❦ ❩ ❞❤❢t✱ ✈❦ ❙❥ ❢②❢❬❦✱

❉❀✆ ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ♦✞◗ ✱☎ ❧✠✒❣ ✠✟✞ ♥✆✞ ✏❣q②☎ ❣✆✞ ❧☎r✞ ❣❙✟❭
♠♥✆❣❥✝✆ 6 ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ☎✆ ✏❣q②☎ ❑✆r ☎❤✂t✱P 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 8

❣② ❀❣✆✌ 2 ✝✆❙❥ 5 ♥✆✞✡✆✞✟ ❣❤ r❤✡ ✏✆❥ ✝✆✱ ❣❙ ✟❆ ✝rP❪ ❀✞ ♥✆✞✡✆✞ ✟ ❣❤ ✝✆✌☎✍✎✆✞ ✟ ♦✞◗ ✏❣q②☎ ❣❙✟❆

1✲ ✝✄✡❤ ☎④✆✆ ♦✞◗ ❧✆✂❋✆❀✆✞✟ ☎❤ ♦✧✆✆✞➧ ✠✟✞ ✝✆❀q ✂❥☎✆❲✍❩ ☎❤✂t✱ ✝✆❙❥ ✂✄◗❥ ♠✡☎✆ ✏❣q②☎ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
2✲ ✝✄✡❤ ☎④✆✆ ♦✞◗ ❧✆✂❋✆❀✆✞✟ ☎❤ cm ✠✞✟ ②✟✏✆❜❀✆✌ ✂❥☎✆❲✍❩ ☎❤✂t✱ ✝✆❙❥ ♠✡☎✆ ✏❣q②☎ ❑✆r ☎❤✂t✱❆

1✲ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✝✆✌☎✍✎✆✞ ✟ ☎✆ ✏❣q②☎ ❑✆r ☎❤✂t✱P
12, 14, 12, 16, 15, 13, 14, 18, 19, 12, 14, 15, 16, 15, 16, 16, 15,

17, 13, 16, 16, 15, 15, 13, 15, 17, 15, 14, 15, 13, 15, 14

2✲ 25 ✏P♣✆✞✟ ☎❤ ➴✌♣✆❜❀✆✌ ✭cm ✠✟✞✮ ✡❤♣✞ ♥❤ ①❜❩ ❣❙✟ P
168, 165, 163, 160, 163, 161, 162, 164, 163,  162, 164, 163, 160, 163, 160, 165,

163, 162, 163, 164, 163, 160, 165, 163, 162

♠✡☎❤ ②✟✏✆❜❀✆✞✟ ☎✆ ✏❣q②☎ ❉❀✆ ❣❙❭ ❀❣✆✌ ✏❣q②☎ ❧✞ ❣✠ ❉❀✆ ❧✠❃r✞ ❣❙ ✟❭
t❣✆✌ ✠✆✑❀ ❣✠✞✟ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ❧☛✆❤ ✄☞✞④✆✳✆✞✟ ☎✆ ✝✆❙❧r ✄☞♥✆✡ ☎❥r✆ ❣❙❪ ♦❣❤✟ ✏❣q②☎ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ✠✞✟❧✏❧✞ ✝✂✑✆☎ ✏✆❥ ✝✆✡✞ ♦✆②✞ ✄☞✞④✆✳✆ ☎✆✞ ♥✬✆✆❩r✆ ❣❙❆

✝✆❜✱ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ♠♥✆❣❥✳✆✆✞ ✟ ✄❥ ✂♦♣✆❥ ☎❥✞✟ P
(a) ✝✆✄☎✆✞ ✱☎ ♥✆♦r ✠✞✟ ✏q②✆✱ ①✱ 25 ❖❀✂❉r❀✆✞✟ ♦✞◗ ✂②✱ ✝✆♦✬❀☎ ♣✄✆✂r❀✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ♦✞◗✏✆❥✞ ✠✞✟ ✂✡✳✆❩❀ ②✞✡✆ ❣❙❆
(b) ☎✠❤➈✆✞✟ ✏✞♣✡✞ ♦✆②✞ ✱☎ ♥q☎✆✡♥✆❥ ☎✆✞ ✝✄✡✞ ▲❱✆❲☎ ☎❤ ✝✆✄✒✂r❩ ☎❥✡❤ ❣❙❆
(c) ❣✠✞✟ ✝✄✡✞ ❄✆❥ ♦✞◗ ✂②✱ ✝✆♦✬❀☎ ♥❥♦✆➈✆✞ ☎❤ ➴✌♣✆❜❩ ❑✆r ☎❥✡❤ ❣❙❆
(d) ✱☎ ✂✄☎✂✡☎ (picnic) ✄❥ t✆r✞ ❧✠❀❪ ✝①❥ ✄☞❘❀✞☎ ❖❀✂❉r ♦✞◗ ✂②✱ ♦✞◗♦② ✱☎ ❣❤ ✄◗②❬✆❥❤♥✆ t✆✡✆ ❣❙❪ r✏❪ ❣✠✞✟ ☎✆❙✡✫❧✆ ✄◗② ✂✠②✞①✆❭

❜✡ ✂▲❋✆✂r❀✆✞✟ ✠✞✟ ❣✠ ✂☎❧✠✞✟ ✏❣q②☎ ☎✆ ✱☎ ✝P◆✞ ✝✆☎②✡ ♦✞◗ ✿✄ ✠✞✟ ✄☞❀✆✞① ☎❥ ❧☎r✞ ❣❙✟❭
✄❣②✞ ☎❋✆✡ ✄❥ ✂♦♣✆❥ ☎❤✂t✱❆ ✠✆✡ ②❤✂t✱ ✄☞❘❀✞☎ ❖❀✂❉r ♦✞◗ ✂②✱ ✝✆♦✬❀☎ ♣✄✆✂r❀✆✞✟ ☎❤❧✟❬❀✆ ❜❧ ✄☞☎✆❥ ❣❙ P  2, 3, 2, 3, 2, 1, 2, 3, 2, 2, 4, 2, 2, 3, 2, 4, 4, 2, 3, 2, 4, 2, 4, 3, 5

❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ✏❣q②☎ 2 ♣✄✆r❤ ❣❙❆ ❀✂♥ ❣✠ ✏❣q②☎ ☎✆✞ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ♦✞◗✿✄ ✠✞✟ ✄☞❀✆✞① ☎❥✞✟❪ r✆✞ ❣✠✞✟ ✄☞✂r ❖❀✂❉r 2 ♣✄✆✂r❀✆✞✟ ☎❤ ♥❥ ❧✞ 25 ❖❀✂❉r❀✆✞✟ ♦✞◗ ✂②✱ ♦✞◗♦② 50

❜❯❣s ❛ ❞❤❢t✱

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱



①❢✳❦r✼✷✼✷✼✷✼✷✼✷

♣✄✆✂r❀✆✟✞ ☎❤ ✝✆♦✬❀☎r✆ ❣✆✞①❤❆ ✄❥✟rq ✂✡✬♣❀ ❣❤ ❀❣ ♣✄✆✂r❀✆✌ ❧☛✆❤ ❖❀✂❉r❀✆✞✟ ☎✆✞ ✝✄❀✆❩❖r ❣✆✞✟①❤❆❜❧ ✂▲❋✆✂r ✠✞✟ ❉❀✆ ❡❦è❀ ✱☎ ♠✄❀q❉r ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ❣✆✞①✆❭
r❤❧❥✞ ☎❋✆✡ ♦✞◗ ✂②✱❪ ♥❥♦✆➈✆✞ ☎❤ ➴✌♣✆❜❩❪ ♠✡ ❖❀✂❉r❀✆✞✟ ☎❤ ➴✌♣✆❜❩ ❧✞❧✟✏✟✂✑✆r ❣❙ t✆✞ ♠❧ ♥❥♦✆➈✆✞ ☎✆ ✄☞❀✆✞① ☎❥✞✟① ✞❆ ✠✆✡ ②❤✂t✱ ✂☎ ❄✆❥ ✠✞✟ 5 ✏P♣✞✝✆❙❥ 4 ♦❀▲☎ ❣❙✟ t✆✞ ♠❧ ♥❥♦✆➈✆✞ ☎✆ ✄☞❀✆✞① ☎❥r✞ ❣❙✟ r❋✆✆ 5 ✏P♣✆✞✟ ✠✞✟ ❧✞✄☞❘❀✞☎ ☎❤ ➴✌♣✆❜❩ 135 cm ♦✞◗ ✝✆❧✄✆❧ ❣❙❆ ➴✌♣✆❜❀✆✞✟ ☎✆ ✏❣q②☎ 135 cm❣❙❆ ❉❀✆ ❣✠✞✟ ✱☎ ✱✞❧✆ ♥❥♦✆➈✆✆ ②✞✡✆ ♣✆✂❣✱ ✂t❧☎❤ ➴✌♣✆❜❩ 144 cm ❣❙❭ ❉❀✆❧☛✆❤ ♦❀▲☎ ❜❧ ♥❥♦✆➈✆✞ ✠✞✟ ❧✞ ✂✡☎② ✄✆✱✌①✞❭ ❀❣ ▲✄✧❱ ❣❙ ✂☎ ❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟♦✞◗ ✂②✱ ☛✆❤ ✏❣q②☎ ✱☎ ♠✄❀q❉r ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ✡❣❤✟ ❣❙❆ ❉❀✆ ❀❣✆✌ ❡❦è❀ ✱☎♠✄❀q❉r ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ❣✆✞①✆❭

❉❀✆✞✟ ✡❣❤✟❭ ♥❥♦✆➈✆✞ ☎❤ ➴✌♣✆❜ ❩ ♦✞◗ ✏✆❥✞ ✠✞✟ ✂✡✳✆❩❀ ②✞✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ➴✌♣✆❜❩ ♦✞◗ ✂☎❧ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡☎✆ ✄☞❀✆✞① ✂☎❀✆ t✆✱❭
❜❧❤ ✄☞☎✆❥❪ ✬✆✞✧✆ ☎❋✆✡✆✞✟ ☎✆ ✂♦✬②✞✧✆✳✆ ☎❤✂t✱ r❋✆✆ ❜✡ ✂▲❋✆✂r❀✆✞✟ ♦✞◗ ✂②✱ ♠✄❀q❉r ✄☞✂r✂✡✂✑✆✠✆✡ ❑✆r ☎❤✂t✱❆

✝✄✡✞ ✂✠❂✆✆✞✟ ❧✞ ♣♣✆❩ ☎❤✂t✱ ✝✆❙❥
(a) ♥✆✞ ✂▲❋✆✂r❀✆✌ ♥❤✂t✱❪ t❣✆✌ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ♦✞◗ ✿✄ ✠✞✟ ✠✆✑❀ ☎✆ ✄☞❀✆✞① ♠✄❀q❉r ❣✆✞①✆❆
(b) ♥✆✞ ✂▲❋✆✂r❀✆✌ ♥❤✂t✱❪ t❣✆✌ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ♦✞◗ ✿✄ ✠✞✟ ✏❣q②☎ ☎✆ ✄☞❀✆✞① ♠✄❀q❉r ❣✆✞①✆❆
3.7 ❡�è❀✁
❣✠ ♥✞❬✆ ♣q♦✞◗ ❣❙ ✟ ✂☎ ♦q◗◆ ✂▲❋✆✂r❀✆✞✟ ✠✞✟ ✝✟☎①✂✳✆r❤❀ ✠✆✑❀ ✱☎ ♠✄❀q❉r ♦✞✟◗♥☞❤❀ ✄☞♦❵✂Ù✆ ☎✆ ✠✆✄☎❣❙ r❋✆✆ ♦q◗◆ ✂▲❋✆✂r❀✆✞✟ ✠✞✟ ✏❣q②☎ ✱☎ ♠✄❀q❉r ♦✞✟◗♥☞❤❀ ✄☞♦❵✂Ù✆ ☎✆ ✠✆✄☎ ❣❙❆✝✆❜✱ ✝✏ ✱☎ ✝❯❀ ♠♥✆❣❥✳✆ ♥✞❬✆✞✟❆ 17 ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ♦✞◗ ✱☎ ❧✠✒❣ ✄❥ ✂♦♣✆❥ ☎❤✂t✱❪ ✂t✡☎❤➴✌♣✆❜❩ cm ✠✞✟ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❣❙✟ P

106, 110, 123, 125, 117, 120, 112, 115, 110, 120, 115, 102, 115, 115, 109, 115, 101.

❬✆✞② ☎❤ ✝✑❀✆✂✄☎✆ ☎④✆✆ ☎✆✞ ✱✞❧✞ ♥✆✞ ❧✠✒❣✆✞ ✟ ✠✞✟ ❜❧ r❥❣ ✂♦☛✆✆✂tr ☎❥✡✆ ♣✆❣r❤ ❣❙ ✂☎✄☞❘❀✞☎ ❧✠✒❣ ✠✞✟ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ✏❥✆✏❥ ❣✆✞ r❋✆✆ ✱☎ ❧✠✒❣ ✠✞✟ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎❤ ➴✌♣✆❜❀✆✌ ✱☎✂♦✬✆✞✧✆ ➴✌♣✆❜❩ ❧✞ ☎✠ ❣✆✞✟ ✝✆❙❥ ♥✒❧❥✞ ❧✠✒❣ ✠✞✟ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎❤ ➴✌♣✆❜❀✆✌ ♠❧ ✂♦✬✆✞✧✆ ➴✌♣✆❜❩ ❧✞ ✝✂✑✆☎❣✆✞✟❆ ♦❣ ✱✞❧✆ ✂☎❧ ✄☞☎✆❥ ☎❥✞①❤❭✝✆❜✱ ♠❧♦✞◗ ✄✆❧ t✆✞ ✂♦✂☛✆❯✡ ✂♦☎❨✄ ❣❙✟❪ ♠❯❣✞✟ ♥✞❬✆✞✟ P
(i) ♦❣ ✠✆✑❀ ❑✆r ☎❥ ❧☎r❤ ❣❙❆ ❀❣ ✠✆✑❀ ❣❙ P

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱

=
1930

17
= 113.5

106 +110 +123 +125 +117 +120 +112 +115 +110 +120 +115 +102 +115 +115 +1099 +115 +101

17



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✼✸✼✸✼✸✼✸✼✸

✝rP❪ ✝✑❀✆✂✄☎✆ ☎④✆✆ ♦✞◗ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞ ✟ ☎✆✞ ❀✂♥ ✱✞❧✞ ♥✆✞ ❧✠✒❣✆✞✟ ✠✟✞ ✂♦☛✆✆✂tr ☎❥r❤ ❣❙❪ ✂t✡✠✞✟❧✞ ✱☎ ❧✠✒❣ ✠✞✟ ✠✆✑❀ ➴✌♣✆❜❩ ❧✞ ☎✠ ➴✌♣✆❜❩ ♦✆②✞ ✂♦⑤✆❋✆❤❩ ❣❙ ✟ ✝✆❙❥ ♥✒❧❥✞ ❧✠✒❣ ✠✞✟ ✠✆✑❀ ➴✌♣✆❜❩❧✞ ✝✂✑✆☎ ➴✌♣✆❜❩ ♦✆②✞ ✂♦⑤✆❋✆❤❩ ❣❙ ✟❆ r✏❪ ❜✡ ❧✠✒❣✆✞✟ ✠✞✟ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆✱✌ ✏❥✆✏❥ ✡❣❤✟ ❥❣r❤❣❙✟ ❉❀✆✞✟✂☎ ✱☎ ❧✠✒❣ ✠✞✟ 7 ❧♥▲❀ ❣✆✞✟①✞ r❋✆✆ ♥✒❧❥✞ ❧✠✒❣ ✠✞✟ 10 ❧♥▲❀ ❣✆✞✟① ✞❆
(ii) ♠❧♦✞◗ ✄✆❧ ♥✒❧❥✆ ✂♦☎❨✄ ❣❙ ✂☎ ♦❣ ✏❣q②☎ ❑✆r ☎❥✞❆ ❧✏❧✞ ✝✂✑✆☎ ✏✆❥✟✏✆❥r✆✝✆✞✟ ♦✆②✆✄☞✞④✆✳✆ 115 cm ❣❙ ✝✆❙❥ ❜❧✞ ✏❣q②☎ ✂②❀✆ t✆✱①✆❆✏❣q②☎ ❧✞ ✡❤♣✞ ♦✆②✞ 7 ✂♦⑤✆❋✆❤❩ ❣❙ ✟ r❋✆✆ 10 ✂♦⑤✆❋✆❤❩ ✏❣q②☎ ♦✞◗ ✏❥✆✏❥ ❀✆ ♠❧❧✞ ➴✄❥ ❣❙✟❆✝rP❪ ❣✠ ☎④✆✆ ♦✞◗ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞ ✟ ☎✆✞ ♥✆✞ ✏❥✆✏❥ ❧✠✒❣✆✞ ✟ ✠✞✟ ✂♦☛✆✆✂tr ✡❣❤✟ ☎❥ ❧☎r✞❆❜❧✂②✱❪ ✝✆❜✱ ✝✏ ❣✠ ✱☎ ✝❯❀ ♦❙☎✂❨✄☎ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ❀✆ ♦✞✟◗♥☞❤❀ ✄☞♦❵✂Ù✆ ♦✞◗ ✠✆✄☎ ♦✞◗✏✆❥✞ ✠✞✟ ❧✆✞♣✞✟❆ ✱✞❧✆ ☎❥✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ❣✠ ✄q✡P ♥❤ ❣q❜❩ ➴✌♣✆❜❀✆✞✟ ✭cm ✠✞✟✮ ☎✆✞ ♥✞❬✆r✞ ❣❙ ✟ ✝✆❙❥ ❜❯❣✞✟✝✆❥✆✞❣❤ Ø✠ ✠✞✟ ❖❀♦✂▲❋✆r ☎❥r✞ ❣❙ ✟❆ ❣✠ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞✞④✆✳✆ ✄☞✆❖r ☎❥r✞ ❣❙✟ P

101, 102, 106, 109, 110, 110, 112, 115, 115, 115, 115, 115, 117, 120, 120, 123, 125❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ✠✞✟ ✠✑❀ ✠✆✡ (middle value) 115 ❣❙❪ ❉❀✆✞✟✂☎ ❀❣ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎✆✞ ♥✆✞ ✏❥✆✏❥ ❧✠✒❣✆✞✟✠✞✟ ✂♦☛✆✆✂tr ☎❥r✆ ❣❙ ✂t✡✠✞✟ ❧✞ ✄☞❘❀✞☎ ✠✞✟ 8 ✂♦⑤✆❋✆❤❩ ❣❙ ✟❆ ❀❣ ✠✆✡✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ❡❦è❀❞ (median) ☎❣②✆r✆ ❣❙❆ ✠✆✑❀☎ ♠❧ ✠✆✡ ☎✆✞✏r✆r✆ ❣❙❪ t✆✞ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ✠✑❀ ✠✞✟ ✂▲❋✆r ❣✆✞r✆ ❣❙ ✭♠✡☎✆✞ ✝✆❥✆✞❣❤ ❀✆✝♦❥✆✞❣❤ Ø✠ ✠✞✟ ❖❀♦✂▲❋✆r ☎❥✡✞ ✄❥✮ r❋✆✆ ✝✆✑✆✞ ✄☞✞④✆✳✆ ❜❧❧✞ ✝✂✑✆☎✠✆✡ ♦✆②✞ ❣✆✞r✞ ❣❙ ✟ ✝✆❙❥ ✝✆✑✆✞ ✄☞✞④✆✳✆ ❜❧❧✞ ☎✠ ✠✆✡ ♦✆②✞ ❣✆✞r✞ ❣❙ ✟❆ ❬✆✞②☎❤ ✝✑❀✆✂✄☎✆ ❜❧ ✏❤♣ ♦✆②✞ ✂♦⑤✆❋✆❤❩ ☎✆✞ ❜❧ ❬✆✞② ✠✞✟ ✂✡✳✆✆❩❀☎
(refree) ✏✡✆ ❧☎r❤ ❣❙❆❀❣✆✌ ❣✠ ♦✞◗♦② ♠✡ ✂▲❋✆✂r❀✆✞✟ ☎✆✞ ❣❤ ②✞✟①✞❪ t❣✆✌ ✄✞☞④✆✳✆✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆✂♦✧✆✠ ❣❙❆❜❧ ✄☞☎✆❥❪ ✂♥✱ ①✱ ✝✆✌☎✍✎✆✞ ✟ ☎✆✞ ✝✆❥✆✞❣❤ ❀✆ ✝♦❥✆✞❣❤ Ø✠ ✠✞✟ ❖❀♦✂▲❋✆r ☎❥✡✞ ♦✞◗ ✏✆♥ ♠✡☎✆✏❤♣✆✞✟✫✏❤♣ ✭✠✑❀✮ ♦✆②✆ ✠✆✡ ♠✡☎✆ ❡❦è❀❞ ❣✆✞r✆ ❣❙❆✑❀✆✡ ♥❤✂t✱ ✂☎ ❧✆✠✆❯❀rP❪ ❣✠✞✟ ✠✆✑❀☎ ✝✆❙❥ ✏❣q②☎ ♦✞◗ ✂②✱ ✱☎ ❣❤ ✠✆✡ ✡❣❤✟ ✂✠②✞①✆❆✝✆❜✱ ♦q◗◆ ♠♥✆❣❥✳✆✆✞✟ ☎✆✞ ♥✞❬✆✞✟❆
♠♥✆❣❥✝✆ 7 ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✝✆✌☎✍✎✆✞ ✟ ☎✆ ✠✆✑❀☎ ❑✆r ☎❤✂t✱ P

24, 36, 46, 17, 18, 25, 35

✟② ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ✝✆❥✆✞❣❤ Ø✠ ✠✞✟ ❖❀♦✂▲❋✆r ☎❥✡✞ ✄❥❪ ❣✠✞✟ ✄☞✆❖r ❣✆✞r✆ ❣❙ P
17, 18, 24, 25, 35, 36, 46✠✑❀ ✭✏❤♣✮ ♦✆②✆ ✄☞✞④✆✳✆ ✠✆✑❀☎ ❣✆✞r✆ ❣❙❆ ✝rP❪ ✠✆✑❀☎ 25 ❣❙❆

�③✬✉❦�②❤ 3.2

1✲ ①✂✳✆r ☎❤ ✱☎ ✄❥❤④✆✆ ✠✞✟❪ 15 ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ⑥✆❥✆ ✭25 ✠✞✟ ❧✞✮ ✄☞✆❖r ✂☎✱ ①✱ ✝✟☎ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❣❙✟P
19, 25, 23, 20, 9, 20, 15, 10, 5, 16, 25, 20, 24, 12, 20❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞ ✟ ♦✞◗ ✏❣q②☎ ✝✆❙❥ ✠✆✑❀☎ ❑✆r ☎❤✂t✱❆ ❉❀✆ ❀✞ ❧✠✆✡ ❣❙✟❭

✝✆✄♦✞◗ ✱☎ ✂✠❂✆ ✡✞ ✂♥✱ ❣q✱ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗
✠✆✑❀☎ ✝✆❙❥ ✏❣q②☎ ❑✆r ✂☎✱❆ ♠❧
✂✠❂✆ ⑥✆❥✆ ☎❤ ①❜❩ ❂✆q✂❱❪ ❀✂♥ ☎✆✞❜❩ ❣✆✞ r✆✞❪
✏r✆❜✱ ✝✆❙❥ ❧❣❤ ☎❤✂t✱P

35, 32, 35, 42, 38, 32, 34

✠✆✑❀☎ = 42, ✏❣q②☎ = 32

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱



①❢✳❦r✼✹✼✹✼✹✼✹✼✹

2✲ ✱☎ ✂Ø♦✞◗❱ ✠❙♣ ✠✞✟ ✂❬✆②✆✂✍✎❀✆✞ ✟ ⑥✆❥✆ ✏✡✆✱ ①✱ ❥✡ ❜❧ ✄☞☎✆❥ ❣❙✟ P
6, 15, 120, 50, 100, 80, 10, 15, 8, 10, 15

❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ✠✆✑❀❪ ✏❣q②☎ ✝✆❙❥ ✠✆✑❀☎ ❑✆r ☎❤✂t✱❆ ❉❀✆ ❀✞ r❤✡✆✞ ✟ ❧✠✆✡ ❣❙✟❭
3✲ ✱☎ ☎④✆✆ ♦✞◗ 15 ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ♦✞◗ ☛✆✆❥ ✭kg ✠✞✟✮ ❜❧ ✄☞☎✆❥ ❣❙✟ P

38, 42, 35, 37, 45, 50, 32, 43, 43, 40, 36, 38, 43, 38, 47

(i) ❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ✏❣q②☎ ✝✆❙❥ ✠✆✑❀☎ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
(ii) ❉❀✆ ❜✡♦✞◗ ✱☎ ❧✞ ✝✂✑✆☎ ✏❣q②☎ ❣❙✟❭

4✲ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ✏❣q②☎ ✝✆❙❥ ✠✆✑❀☎ ❑✆r ☎❤✂t✱ P
13, 16, 12, 14, 19, 12, 14, 13, 14

5✲ ✏r✆❜✱ ✂☎ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ☎❋✆✡ ❧❘❀ ❣❙ ✝❋✆♦✆ ✝❧❘❀ P
(i) ✏❣q②☎ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ✠✞ ✟ ❧✞ ❧♥❙♦ ✱☎ ❧✟❬❀✆ ❣✆✞r✆ ❣❙❆
(ii) ✠✆✑❀ ✂♥✱ ❣q✱ ✝✆✌☎✍✎✆✞ ✟ ✠✞✟ ❧✞ ✱☎ ❧✟❬❀✆ ❣✆✞ ❧☎r✆ ❣❙❆
(iii) ✠✆✑❀☎ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ✠✞ ✟ ❧✞ ❧♥❙♦ ✱☎ ❧✟❬❀✆ ❣✆✞r✆ ❣❙❆
(iv) ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ 6, 4, 3, 8, 9, 12, 13, 9 ☎✆ ✠✆✑❀ 9 ❣❙❆

3.8 ❢❍�❯✉ ♠✦ s✬❀ ♦ s◗ ❧�❋� ♥ ❛▼ ✈�②s❬��s ❛ ✁� ✐③❀� s�
✂✄◆②✞ ♦✧✆❩ ❣✠ ♥✞❬✆ ♣q♦✞◗ ❣❙✟ ✂☎ ✂☎❧ ✄☞☎✆❥ ✱☎✂❂✆r ✭❧✟①☞✂❣r✮ ☎❤ ①❜❩ ❧✒♣✡✆✝✆✞✟ ☎✆✞ ✱☎✏✆❥✟✏✆❥r✆ ✏✟❱✡ ❧✆❥✳✆❤ (frequency distribution table) ♦✞◗ ✿✄ ✠✞✟ ✄❣②✞ ❖❀♦✂▲❋✆r ☎❥♦✞◗ ✝✆❙❥✂✄◗❥ ❜✡ ❧✒♣✡✆✝✆✞✟ ☎✆✞ ✂♣❂✆❤❀ ✿✄ ✠✞✟ ✂♣❂✆✆②✞❬✆✆✞✟ (pictographs) ❀✆ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆✆✞✟ (bargraphs) ♦✞◗✿✄ ✠✞✟ ✂✡✿✂✄r ✂☎❀✆ t✆r✆ ❣❙❆ ✝✆✄ ❜✡ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆✆✞✟ ☎✆✞ ♥✞❬✆ ❧☎r✞ ❣❙✟ ✝✆❙❥ ❜✡♦✞◗ ✏✆❥✞ ✠✞✟ ✂✡✧☎✧✆❩✂✡☎✆② ❧☎r✞ ❣❙✟❆ ✝✆✄ ❜✡ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆✆✞✟ ♦✞◗ ✝✆✑✆✆❥ ✄❥ ❧✒♣✡✆✱✌ ☛✆❤ ✄☞✆❖r ☎❥ ❧☎r✞ ❣❙✟❆♠♥✆❣❥✳✆✆❋✆❩❪ ✝✆✄ ☎❣ ❧☎r✞ ❣❙ ✟ ✂☎ ❧✏❧✞ ②✟✏✆ ♥✟✍ (bar) ❣❤ ✏❣q②☎ ❣❙❪ ❀✂♥ ♥✟✍ ✏✆❥✟✏✆❥r✆✂✡✿✂✄r ☎❥r✆ ❣❙❆
3.8.1 ✱❞ ▲�s✁② ✭❀✆ ❡✆✠♥❛▼✮ ❞✆ ♣q✉✉✆

❣✠ t✆✡r✞ ❣❙✟ ✂☎ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ❧✠✆✡ ♣✆❙✍✎✆❜❩ ♦✞◗ ♥✟✍✆✞✟ ⑥✆❥✆ ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ✭✝✆✌☎✍✎✆✞✟✮ ☎✆ ✂✡✿✄✳✆ ❣❙ r❋✆✆♥✟✍✆✞✟ ☎❤ ②✟✏✆❜❀✆✌ ✏✆❥✟✏✆❥r✆✝✆✞✟ ✝✆❙❥ ♣q✡✞ ①✱ ▲♦✞◗② (scale) ✄❥ ✂✡☛✆❩❥ ☎❥r❤ ❣❙✟❆ ♠♥✆❣❥✳✆✆❋✆❩❪ ✱☎♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ✠✞✟❪ t❣✆✌ ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ☎✆✞ ❜☎✆❜❀✆✞✟ ✠✞✟ ♥✬✆✆❩✡✆ ❣❙❪ ✝✆②✞❬✆ ✱☎ ✄☞✞④✆✳✆ ♦✞◗ ✂②✱ ✱☎ ❜☎✆❜❩②✟✏✆❜❩ ✂✡✿✂✄r ☎❥r✆ ❣❙ ✝✆❙❥ ❀✂♥ ♠❧✞ ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ☎✆✞ ♥❣✆❜❩ ❀✆ ❧❙☎✍✎✆✞✟ ✠✞✟ ♥✬✆✆❩✡✆ ❣❙❪ r✆✞ ✱☎ ❜☎✆❜❩②✟✏✆❜❩ 10 ❀✆ 100 ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ☎✆✞ ✂✡✿✂✄r ☎❥ ❧☎r❤ ❣❙❆ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ♠♥✆❣❥✳✆✆✞✟ ✄❥ ✂♦♣✆❥ ☎❤✂t✱P
♠♥✆❣❥✝✆ 8 ◆❇❤ ✝✆❙❥ ❧✆r♦❤✟ ☎④✆✆✝✆✞✟ ♦✞◗ 200 ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ❧✞ ♠✡♦✞◗ ✠✡✄❧✟♥ ❥✟① ☎✆ ✡✆✠✏r✆✡✞ ♦✞◗ ✂②✱ ☎❣✆ ①❀✆❪ r✆✂☎ ❀❣ ✂✡✳✆❩❀ ✂②❀✆ t✆ ❧♦✞◗ ✂☎ ♠✡♦✞◗ ▲☎✒② ♦✞◗☛✆♦✡ ☎✆ ❉❀✆ ❥✟① ❥❬✆✆ t✆✱❆ ❜❧♦✞◗ ✄✂❥✳✆✆✠ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❧✆❥✳✆❤ ✠✞✟ ♥✬✆✆❩✱ ①✱❣❙✟❆ ❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ✱☎ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ⑥✆❥✆ ✂✡✿✂✄r ☎❤✂t✱❆

✼✪✺❃✴♥ ✮✴✭ ②✆② ❣❥✆ ✡❤②✆ ✄❤②✆ ✡✆❥✟①❤
❏✵⑤✯❏❋✯ ❩❀✯✲✴ ✽❅ ❃✴❬❀✯ 43 19 55 49 34



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✼✺✼✺✼✺✼✺✼✺

❜❧ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ☎❤ ❧❣✆❀r✆ ❧✞ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞✬✡✆✞ ✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥❤✂t✱ P
(i) ☎✆❙✡✫❧✆ ❥✟① ❧✏❧✞ ✝✂✑✆☎ ✄❧✟♥ ✂☎❀✆ t✆r✆ ❣❙ ✝✆❙❥ ☎✆❙✡✫❧✆ ❥✟① ❧✏❧✞ ☎✠ ✄❧✟♥ ✂☎❀✆t✆r✆ ❣❙❭
(ii) ♦q◗② ✂☎r✡✞ ❥✟① ❣❙✟❭ ♦✞ ❉❀✆ ❣❙ ✟❭
❣② ✱☎ ♠✄❀q❉r ✄❙✠✆✡✆ ✡❤♣✞ ♥✬✆✆❩✱ ✝✡q❧✆❥ ♣q✂✡✱ P
▲♦✞◗② ☎✆✞ 0 ❧✞ ✄☞✆❥✟☛✆ ☎❤✂t✱❆ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ✠✞ ✟ ❧✏❧✞✏✍✎✆ ✠✆✡ 55 ❣❙❆ ✝rP❪ ▲♦✞◗② ☎✆✞ 55 ❧✞ ♦q◗◆✝✂✑✆☎❪ ✠✆✡ ②❤✂t✱ 60 ✄❥ ❧✠✆❖r ☎❥r✞ ❣❙✟❆✝④✆ ✄❥ ❧✠✆✡ ✂♦☛✆✆t✡✆✞✟ (divisions) ☎✆ ✄☞❀✆✞①☎❤✂t✱❪ t❙❧✞ ✂☎ 10 ☎❤ ♦❵✂➻❀✆✌❆ ✝✆✄ t✆✡r✞ ❣❙✟✂☎ ❧☛✆❤ ♥✟✍ (bars) 0 ✝✆❙❥ 60 ♦✞◗ ✏❤♣ ✂▲❋✆r❣✆✞✟①✞❆ ❣✠ ▲♦✞◗② ☎✆✞ ❜❧ ✄☞☎✆❥ ♣q✡✞✟①✞❪ r✆✂☎ 0✝✆❙ ❥ 60 ♦✞◗ ✏❤♣ ☎❤ ②✟✏✆❜ ❩ ✡ r✆✞ ✝✂✑✆☎◆✆✞❱❤ ❣✆✞ ✝✆❙❥ ✡ ❣❤ ✝✂✑✆☎ ✏✍✎❤ ❣✆✞❆ ❀❣✆✌❪ ❣✠
1 ❜☎✆❜❩ = 10 ✂♦⑤✆❋✆❤❩ ②✞r✞ ❣❙✟❆
✂✄◗❥ ❣✠ ✝✆Ñ✂r ✠✞✟ ♥✬✆✆❩✱ ✝✡q❧✆❥❪ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ☎✆✞ ❬✆❤✟♣r✞ ✝✆❙❥ ✡✆✠✆✟✂☎r ☎❥r✞ ❣❙ ✟❆
♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ❧✞ ❣✠ ✂✡✧☎✧✆❩ ✂✡☎✆②r✞ ❣❙✟ ✂☎

(i) ✡❤②✆ ❥✟① ❧✏❧✞ ✠✡✄❧✟♥ ❥✟① ❣❙ ✭❉❀✆✞✟✂☎ ✡❤②✞ ❥✟① ☎✆✞ ✂✡✿✂✄r ☎❥✡✞ ♦✆②✆ ♥✟✍ ❧✏❧✞ ②✟✏✆ ❣❙✮
(ii) ❣❥✆ ❥✟① ❧✏❧✞ ☎✠ ✠✡✄❧✟♥ ❥✟① ❣❙ ✭❉❀✆✞✟✂☎ ❣❥✞ ❥✟① ☎✆✞ ✂✡✿✂✄r ☎❥✡✞ ♦✆②✆ ♥✟✍ ❧✏❧✞◆✆✞❱✆ ❣❙✮❆
(iii) ❀❣✆✌ ✄✆✟♣ ❥✟① ❣❙✟❆ ❀✞ ❣❙✟ ②✆②❪ ❣❥✆❪ ✡❤②✆❪ ✄❤②✆ ✝✆❙❥ ✡✆❥✟①❤ ✭❀✞ ④✆❙✂rt ✝④✆ ✄❥ ♥✞❬✆✞ t✆❧☎r✞ ❣❙✟✮❆
♠♥✆❣❥✝✆ 9 ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✝✆✌☎✍✎✞ ✂☎❧❤ ☎④✆✆ ♦✞◗ ◆P ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ⑥✆❥✆ ✭600 ✠✞✟ ❧✞✮ ✄☞✆❖r✂☎✱ ①✱ ♦q◗② ✝✟☎✆✞✟ ☎✆✞ ♥✬✆✆❩r✞ ❣❙ ✟❆ ❜❯❣✞✟ ✱☎ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ⑥✆❥✆ ✂✡✿✂✄r ☎❤✂t✱❆

❏✵⑤✯❋✯❅ ❩ ✝t❀ ✏✆②❤ ♥❤✂❖r ✄❙◗❀✆t ①❤✂r☎✆ ❣❥❤
✺✁✯■✹✯✴✽ 450 500 300 360 400 540

❣②

1✲ ✱☎ ♠✄❀q❉r ▲♦✞◗② ♣q✡✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ❣✠ 100 ☎❤ ♦❵✂➻❀✆✌ ②✞r✞ ❣q✱❪ ❧✠✆✡ ✂♦☛✆✆t✡ ✝④✆✄❥ ✝✟✂☎r ☎❥r✞ ❣❙✟❆ ❜❧ ✄☞☎✆❥❪ 1 ❜☎✆❜❩ 100 ✝✟☎ ✂✡✿✂✄r ☎❥✞①❤❆ ✭❀✂♥ ❣✠ 1 ❜☎✆❜❩❧✞ 10 ✝✟☎✆✞✟ ☎✆✞ ✂✡✿✂✄r ☎❥✞✟❪ r✆✞ ❉❀✆ ☎✂❇✡✆❜❩ ❣✆✞①❤❭✮



①❢✳❦r✼✻✼✻✼✻✼✻✼✻
2✲ ✝✏ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ⑥✆❥✆ ✂✡✿✂✄r ☎❤✂t✱❆

♥❦✆✟❥✆ ♥ ✝✄ ✁❦②✆❬❦ ❬❦❤ ✝♣✉❦

✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ♥✆✞ ❧✠✒❣✆✞✟ ✄❥ ✂♦♣✆❥ ☎❤✂t✱❪ t✆✞ ♥✆✞ ✡①❥✆✞✟❪ ✝✆✏✞❥♥❤✡ ✝✆❙❥ ✠✆❥①✞❱ ✠✞✟❪ ♦✧✆❩♦✞◗ ❧☛✆❤ ✏✆❥❣ ✠❣❤✡✆✞✟ ♦✞◗ ✂②✱❪ ✑✆✒✄ ❥❣✡✞ ♦✞◗ ✝✆❙❧r ♥❙✂✡☎ ❄✆✟❱✆✞✟ ☎✆✞ ♥✬✆✆❩r✞ ❣❙ ✟❆ ❀✞ ✡①❥ ♥✂④✆✳✆❤✑✆☞q♦ ♦✞◗ ✂✡☎❱ ✂▲❋✆r ❣❙✟ ✝✆❙❥ ❜❧❤✂②✱ ❀❣✆✌ ✄☞✂r✂♥✡ ✑✆✒✄ ✏❣qr ☎✠ ❄✆✟❱✆✞ ✟ ♦✞◗ ✂②✱ ❥❣r❤ ❣❙❆
❡❦❥✡✆❱ ❡✆✝

t✡✲ ✄◗❥✲ ✠✆♣❩✲ ✝✄☞❙② ✠❜❩ t✒✡ tq②✆❜❩ ✝①✲ ✂❧r✟✲ ✝❉r✒✲ ✡♦✲ ✂♥❧✟✲
✑✆✒✄ ♦✞◗
✝✆❙❧r 2 3

✶

✹
4 4 7

✸

✹
8 7

✶

✷
7 6

✶

✹
6 4 2

❄✆✟❱✞
✁❦✠✆❥♥❤✉ ❡✆✝

✑✆✒✄ ♦✞◗
✝✆❙❧r 1

✶

✷
3 3

✶

✷
6 5

✶

✷
6
✶

✷
5
✶

✷
5 4

✶

✷
4 3 1

✸

✹

❄✆✟❱✞
❜✡♦✞◗ ✝②①✫✝②① ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ❬✆❤✟♣ ☎❥ ✝✆✄ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞☎✆❥ ♦✞◗ ✄☞✬✡✆✞✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥✞ ❧☎r✞ ❣❙✟P

(i) ✄☞❘❀✞☎ ✡①❥ ✠✞✟❪ ✂☎❧ ✠❣❤✡✞ ✠✞✟ ✝✂✑✆☎r✠ ✑✆✒✄ ❥❣r❤ ❣❙❭ ❀✆
(ii) ✄☞❘❀✞☎ ✡①❥ ✠✞✟❪ ✂☎❧ ✠❣❤✡✞ ✠✞✟ ❯❀✒✡r✠ ✑✆✒✄ ❥❣r❤ ❣❙❭

✄❥✟rq ❫✱☎ ✂♦✬✆✞✧✆ ✠❣❤✡✞ ✠✞✟❪ ✂☎❧ ✡①❥ ✠✞✟ ✑✆✒✄ ✝✂✑✆☎ ❄✆✟❱✆✞✟ r☎ ❥❣r❤ ❣❙❭✯ t❙❧✞ ✄☞✬✡✆✞✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥♥✞✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ❣✠✞✟ ♥✆✞✡✆✞ ✟ ✡①❥✆✞✟ ♦✞◗ ✝✆❙❧r ✑✆✒✄ ♦✞◗ ❄✆✟❱✆✞✟ ☎❤ rq②✡✆ ☎❥✡✞ ☎❤ ✝✆♦✬❀☎r✆ ❣✆✞①❤❆ ❜❧♦✞◗✂②✱ ❣✠ ♠✡ ✝✆②✞❬✆✆✞✟ ☎✆✞ ❬✆❤✟♣✡✆ ❧❤❬✆✞✟①✞❪ ✂t❯❣✞✟ ♥✆✞❣❥✞ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ (double bar graphs) ☎❣✆t✆r✆ ❣❙❆ ❜✡✠✞✟ ♥✆✞✡✆✞✟ ✡①❥✆✞ ✟ ☎❤ ❧✒♣✡✆ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆✆✞✟ ⑥✆❥✆ ❧✆❋✆✫❧✆❋✆ ♥❤ ❣q❜❩ ❣✆✞r❤ ❣❙✟❆



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✼✼✼✼✼✼✼✼✼✼

♠✄❥✆✞❉r ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ✭✝✆♦❵◗✂r 3.1✮ ♥✆✞✡✆✞✟ ✡①❥✆✞✟ ♦✞◗ ✝✆❙❧r ✑✆✒✄ ♦✞◗ ❧✠❀ ☎✆✞ ♥✬✆✆❩❘✆✆ ❣❙❆
❜❧✠✞✟ ✄☞❘❀✞☎ ✠❣❤✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ❣✠✆❥✞ ✄✆❧ ♥✆✞ ♥✟✍ ❣❙✟❪ ✂t✡☎❤ ➴✌♣✆❜❀✆✌ ✄☞❘❀✞☎ ✡①❥ ♦✞◗ ✝✆❙❧r ✑✆✒✄♦✞◗ ❄✆✟❱✆✞✟ ☎✆✞ ♥✬✆✆❩r❤ ❣❙✟❆ ❜❧❧✞ ❣✠ ❀❣ ✂✡✧☎✧✆❩ ✂✡☎✆② ❧☎r✞ ❣❙✟ ✂☎ ✝✄☞❙② ♦✞◗ ✠❣❤✡✞ ☎✆✞ ◆✆✞✍✎☎❥❪✝❯❀ ❧☛✆❤ ✠❣❤✡✆✞✟ ✠✞✟ ✠✆❥①✞❱ ✠✞✟ ✝✆✏✞❥♥❤✡ ☎❤ ✝✄✞④✆✆ ✑✆✒✄ ❧♥❙♦ ✝✂✑✆☎ ❥❣r❤ ❣❙❆ ✝✆✄ ❜❧❤ ✄☞☎✆❥☎✆ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ✝✄✡✞ ④✆✞❂✆ ❀✆ ✡①❥ ♦✞◗ ✂②✱ ☛✆❤ ✏✡✆ ❧☎r✞ ❣❙✟❆
✝✆❜✱ ✱☎ ✝✆❙❥ ♠♥✆❣❥✳✆ ②✞✟❪ t✆✞ ❣✠ ❧✞ ✝✂✑✆☎ ❧✟✏✟✂✑✆r ❣❙❆
♠♥✆❣❥✝✆ 10 ①✂✳✆r ☎❤ ✝✑❀✆✂✄☎✆ ❀❣ t✆✡✡✆ ♣✆❣r❤ ❣❙ ✂☎ ✂r✠✆❣❤ ✄❥❤④✆✆ ♦✞◗ ✏✆♥❪ ♠❧♦✞◗⑥✆❥✆ ✄❁✎✆❜❩ ✠✞✟ ✝✄✡✆❜❩ ①❜❩ ✡❜❩ r☎✡❤☎ ☎✆ ☎✆✞❜❩ ✄☞☛✆✆♦ ✄✍✎✆ ❀✆ ✡❣❤ ✟❆ ♦❣ ❧✏❧✞☎✠t✆✞❥ 5 ✏P♣✆✟✞ ⑥✆❥✆ ✂r✠✆❣❤ ✄❥❤④✆✆ ✭25 ✠✞✟ ❧✞✮✝✆❙❥ ◆P✠✆❣❤ ✄❥❤④✆✆ ✭25 ✠✞✟ ❧✞✮ ✠✞✟ ✄☞✆❖r ✂☎✱ ✝✟☎✆✞✟☎✆✞ ②✞r❤ ❣❙❪ t✆✞ ❜❧ ✄☞☎✆❥ ❣❙✟ P

✂♦⑤✆❋✆❤❩ ✝✆✂✬✆✧✆ ✝★✳✆ ☎✂♦✬✆ ✠✆❀✆ ❥❤r✆
✂r✠✆❣❤ 10 15 12 20 9◆P✠✆❣❤ 15 18 16 21 15

❣② ✄❣②✞ ♦❣ ❧✟②❳✡ ✝✆Ñ✂r ✠✞✟ ♥✬✆✆❩✱ ✝✡q❧✆❥ ✱☎ ♥✆✞❣❥✆ ♥✟✍✝✆②✞❬✆ (double bar graph) ❬✆❤✟♣r❤ ❣❙❆ ♥✟✍✆✞ ✟ ☎✆✞ ♥✞❬✆ ☎❥②①r✆ ❣❙ ✂☎ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ♦✞◗ ✄☞♥✬✆❩✡ ✠✞✟ ✏❣qr ❧q✑✆✆❥ ❣q✝✆ ❣❙❆✝rP❪ ♦❣ ✂✡✳✆❩❀ ②✞r❤ ❣❙ ✂☎ ♠❧✞ ✝✄✡❤ ✡❜❩ ✂✬✆④✆✳✆ r☎✡❤☎t✆❥❤ ❥❬✆✡❤ ♣✆✂❣✱❆

✌✯✵❵✷❏✹ 3.1



①❢✳❦r✼✽✼✽✼✽✼✽✼✽

❉❀✆ ✝✆✄ ♦q◗◆ ✝❯❀ ✂▲❋✆✂r❀✆✞✟ ♦✞◗ ✏✆❥✞ ✠✞✟ ❧✆✞♣r✞ ❣❙✟❪ t❣✆✌ ✝✆✄ ♥✆✞❣❥✞ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆✆✞✟ ☎✆ ✄☞❀✆✞①☎❥ ❧☎r✞ ❣❙✟❭

1✲ ✂♥❀✆ ❣q✝✆ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ✭✝✆Ñ✂r 3✲2✮❪ ✂♦✂☛✆❯✡ ☎✟✄✂✡❀✆✞✟ ⑥✆❥✆ ✏✡✆❜❩ ①❜❩ t② ✄☞✂r❥✆✞✑✆❤
(Water resistant) ❄✆✂✍✎❀✆✞✟ ☎❤ t✆✌♣ ♦✞◗ ✂②✱ ✂☎✱ ①✱ ✱☎ ❧♦✞❩④✆✳✆ ☎✆✞ ♥✬✆✆❩r✆ ❣❙❆❜✡✠✞✟ ❧✞ ✄☞❘❀✞☎ ☎✟✄✡❤ ✡✞ ❀❣ ♥✆♦✆ ✂☎❀✆ ✂☎ ♠✡☎❤ ❄✆✂✍✎❀✆✌ t② ✄☞✂r❥✆✞✑✆❤ ❣❙✟❆ ✱☎ t✆✌♣♦✞◗ ✏✆♥ ♠✄❥✆✞❉r ✄✂❥✳✆✆✠ ✄☞✆❖r ❣q✱ ❣❙✟❆
(a) ❉❀✆ ✝✆✄ ✄☞❘❀✞☎ ☎✟✄✡❤ ♦✞◗ ✂②✱❪ ❥❧✆♦

(Leak) ♦✆②❤ ❄✆✂✍✎❀✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ☎❤❪t✆✌♣ ☎❤ ①❜❩ ♦q◗② ❄✆✂✍✎❀✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ❧✞✂☛✆❯✡ ✏✡✆ ❧☎r✞ ❣❙✟❭
(b) ❜❧♦✞◗ ✝✆✑✆✆❥ ✄❥ ✝✆✄ ❉❀✆ ✏r✆ ❧☎r✞ ❣❙✟✂☎ ✂☎❧ ☎✟✄✡❤ ☎❤ ❄✆✂✍✎❀✆✌ ✏✞❣r❥ ❣❙✟❭

2✲ ♦✧✆✆✞ ➧ 1995❪ 1996❪ 1997 ✝✆❙❥ 1998 ✠✞✟❪✝✟①☞✞➈✆❤ ✝✆❙❥ ✂❣✟♥❤ ☎❤ ✄q▲r☎✆✞✟ ☎❤ ✂✏Ø❤ ✡❤♣✞♥❤ ①❜❩ ❣❙✟ P

✱☎ ♥✆✞❣❥✆ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ❬✆❤✟✂♣✱ ✝✆❙❥ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞✬✡✆✞✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥❤✂t✱ P
(a) ✂☎❧ ♦✧✆❩ ✠✞✟ ♥✆✞✡✆✞✟ ☛✆✆✧✆✆✝✆✞✟ ☎❤ ✄q▲r☎✆✞✟ ☎❤ ✂✏Ø❤ ☎✆ ✝✟r❥ ❯❀✒✡r✠ ❋✆✆❭
(b) ❉❀✆ ✝✆✄ ☎❣ ❧☎r✞ ❣❙✟ ✂☎ ✝✟①☞✞➈✆❤ ☎❤ ✄q▲r☎✆✞✟ ☎❤ ✠✆✌① ✠✞✟ r✞➈✆❤ ❧✞ ♦❵✂➻ ❣q❜❩ ❣❙❭❜❧☎✆ ✝✆❙✂♣❘❀ ❧✠❃✆❜✱❆

�③✬✉❦�②❤ 3.3

1✲ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞✬✡✆✞✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥✞✡✞ ♦✞◗ ✂②✱❪ ✝✆Ñ✂r 3✲3 ✠✞✟ ✂♥✱ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ☎✆ ✄☞❀✆✞① ☎❤✂t✱ P
(a) ☎✆❙✡✫❧✆ ✄✆②r✒ ✄✬✆q ✝✂✑✆☎ ②✆✞☎✂✄☞❀ ❣❙❭
(b) ✂☎r✡✞ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎✆ ✄✆②r✒ ✄✬✆q ♦q◗Ù✆✆ ❣❙❭

2✲ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ☎✆✞ ✄✂❁✎✱ t✆✞ ✱☎ ✄q▲r☎ ☛✆✟✍✆❥ ⑥✆❥✆ 5 Ø✠✆①r ♦✧✆✆✞➧ ✠✟✞ ✏✞♣❤ ①❜❩✄q▲r☎✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ♥✬✆✆❩r❤ ❣❙❪ ✝✆❙❥ ✝✆①✞ ✝✆✡✞ ♦✆②✞ ✄☞✬✡✆✞✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥❤✂t✱ ❆
(i) ♦✧✆✆✞➧ 1989❪ 1990 ✝✆❙❥ 1992 ✠✞✟ ❧✞ ✄☞❘❀✞☎ ✠✞✟ ②①☛✆① ✂☎r✡❤ ✄q▲r♦✞✟◗ ✏✞♣❤ ①❜ ➧❭
(ii) ✂☎❧ ♦✧✆❩ ✠✞✟ ②①☛✆① 475 ✄q▲r♦✞✟◗ ✏✞♣❤ ①❜ ➧❭ ✂☎❧ ♦✧✆❩ ✠✞✟ ②①☛✆① 225 ✄q▲r♦✞✟◗ ✏✞♣❤ ①❜ ➧❭
(iii) ✂☎✡ ♦✧✆✆✞➧ ✠✞✟ 250 ❧✞ ☎✠ ✄q▲r♦✞✟◗ ✏✞♣❤ ①❜❩❭
(iv) ❉❀✆ ✝✆✄ ▲✄✧❱ ☎❥ ❧☎r✞ ❣❙✟ ✂☎ ✝✆✄ ♦✧✆❩ 1989 ✠✞✟ ✏✞♣❤ ①❜❩ ✄q▲r☎✆✞✟ ☎✆ ✝✆☎②✡ ✂☎❧✄☞☎✆❥ ☎❥✞✟①✞❭

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱

✌✯✵❵✷❏✹ 3�2

1995 1996 1997 1998

✌✴✭✁✲➈✯❅ 350 400 450 620

❏☞✴♥❅ 500 525 600 650



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✼✾✼✾✼✾✼✾✼✾

✌✯✵❵✷❏✹ 3�4✌✯✵❵✷❏✹ 3�3

3✲ ◆P ✂♦✂☛✆❯✡ ☎④✆✆✝✆✞✟ ♦✞◗ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆✱✌ ✡❤♣✞ ♥❤ ①❜❩ ❣❙✟❆ ❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ✱☎ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ⑥✆❥✆ ✂✡✿✂✄r ☎❤✂t✱P
✽④✯✯ ✄✆✌♣♦❤✟ ◆❇❤ ❧✆r♦❤✟ ✝✆❇♦❤✟ ✡✆❙ ✟♦❤ ♥❧♦❤✟
❏✵⑤✯❏❋✯ ❩❀✯✲✴ ✽❅ ❃✴❬❀✯ 135 120 95 100 90 80

(a) ✝✆✄ ▲♦✞◗② ✂☎❧ ✄☞☎✆❥ ♣q✡✞✟① ✞❭
(b) ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞✬✡✆✞✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥❤✂t✱ P
(i) ✂☎❧ ☎④✆✆ ✠✞✟ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞ ✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ✝✂✑✆☎r✠ ❣❙❭ ✂☎❧ ☎④✆✆ ✠✞✟ ❯❀✒✡r✠ ❣❙❭
(ii) ☎④✆✆ 6 ♦✞◗ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ☎✆ ☎④✆✆ 8 ♦✞◗ ✂♦⑤✆✂❋✆❩❀✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ❧✞ ✝✡q✄✆r ❑✆r ☎❤✂t✱❆

4✲ ✱☎ ✂♦⑤✆❋✆❤❩ ♦✞◗ ✄☞❋✆✠ ❧❂✆ ✝✆❙❥ ✂⑥r❤❀ ❧❂✆ ☎✆ ✄☞♥✬✆❩✡ ✂♥❀✆ ❣q✝✆ ❣❙❆ ✱☎ ♠✄❀q❉r ▲♦✞◗② ♣q✡☎❥ ✱☎ ♥✆✞❣❥✆♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ❬✆❤✟✂♣✱ ✝✆❙❥ ✂♥✱ ①✱ ✄☞✬✡✆✞✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥❤✂t✱P
❏✵✧✯❀ ✌✴✭✁✲➈✯❅ ❏☞❢♥❅ ✭❏❄✯✹ ❏✵❑✯✪ ❃✯✼✯❏t✽❏✵❑✯✪
✐③❋❦❡ ❧❂❦ ✭✈�è❦❞r❡ ✈❛❞ 100✮ 67 72 88 81 73

�⑥r❤❀ ❧❂❦ ✭✈�è❦❞r❡ ✈❛❞ 100✮ 70 65 95 85 75

(i) ✂☎❧ ✂♦✧✆❀ ✠✞✟ ✂♦⑤✆❋✆❤❩ ✡✞ ✝✄✡✞ ✄☞♥✬✆❩✡ ✠✞✟ ❧✏❧✞ ✝✂✑✆☎ ❧q✑✆✆❥ ✂☎❀✆ ❣❙❭
(ii) ✂☎❧ ✂♦✧✆❀ ✠✞✟ ❧q✑✆✆❥ ❧✏❧✞ ☎✠ ❣❙❭
(iii) ❉❀✆ ✂☎❧❤ ✂♦✧✆❀ ✠✞✟ ✄☞♥✬✆❩✡ ✡❤♣✞ ✂①❥✆ ❣❙❭

5✲ ✂☎❧❤ ☎✆❲②✆✞✡❤ ✠✞✟ ✂☎✱ ①✱ ❧♦✞❩④✆✳✆ ❧✞ ✄☞✆❖r ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ✄❥ ✂♦♣✆❥ ☎❤✂t✱ P
✺❃✴♥❅♥✯ ❬✯✲■ ❏Ø✵✲✷❉ ●✯❲▲✵✲✷❉ ●✯❲■ ✹❙✮✪✯ ☞✯❲✽❅ ❬✯✲■✽ ✇♥

♥ ✆❬❦✉❦ 1240 470 510 430 250

❍❦❦✡ ②✆✉❦ 620 320 320 250 105



①❢✳❦r✽✵✽✵✽✵✽✵✽✵

(i) ✱☎ ♠✄❀q❉r ▲♦✞◗② ♣q✡☎❥❪ ✱☎ ♥✆✞❣❥✆ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ❬✆❤✟✂♣✱❆
❜❧ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ❧✞ ✝✆✄ ❉❀✆ ✂✡✧☎✧✆❩ ✂✡☎✆②r✞ ❣❙ ✟❭

(ii) ☎✆❙✡✫❧✆ ❬✆✞② ✝✂✑✆☎ ②✆✞☎✂✄☞❀ ❣❙✟❭
(iii) ❬✆✞②✆✞✟ ☎✆✞ ♥✞❬✆✡✆ ✝✂✑✆☎ ✄❧✟♥ ✂☎❀✆ t✆r✆ ❣❙ ❀✆ ♠✡✠✞✟ ☛✆✆① ②✞✡✆❭

6✲ ❜❧ ✝✑❀✆❀ ♦✞◗ ✄☞✆❥✟☛✆ ✠✞✟❪ ✂♥✱ ❣q✱ ✂♦✂☛✆❯✡ ✡①❥✆✞✟ ♦✞◗ ❯❀✒✡r✠ ✝✆❙❥ ✝✂✑✆☎r✠ r✆✄✠✆✡✆✞✟ ♦✞◗✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ✭❧✆❥✳✆❤ 3✲1✮ ☎✆✞ ②❤✂t✱❆ ❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ✱☎ ♥✆✞❣❥✆ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ❬✆❤✟♣ ☎❥✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✄☞✬✡✆✞✟ ♦✞◗ ♠Ù✆❥ ♥❤✂t✱ P
(i) ♥❤ ❣q❜❩ ✂r✂❋✆ ✄❥ ✂☎❧ ✡①❥ ☎✞ ❯❀✒✡r✠ ✝✆❙❥ ✝✂✑✆☎r✠ r✆✄✠✆✡ ☎✆ ✝✟r❥ ❧✏❧✞✝✂✑✆☎ ❣❙❭
(ii) ☎✆❙✡✫❧✆ ✡①❥ ❧✏❧✞ ①✠❩ ❣❙ ✝✆❙❥ ☎✆❙✡✫❧✆ ✡①❥ ❧✏❧✞ ❇✟✍✆ ❣❙❆
(iii) ✱✞❧✞ ♥✆✞ ✡①❥✆✞ ✟ ♦✞◗ ✡✆✠ ✂②✂❬✆✱❪ ✂t✡✠✞✟ ❧✞ ✱☎ ☎✆ ✝✂✑✆☎r✠ r✆✄✠✆✡ ♥✒❧❥✞ ♦✞◗ ❯❀✒✡r✠r✆✄✠✆✡ ❧✞ ☎✠ ❋✆✆❆
(iv) ♠❧ ✡①❥ ☎✆ ✡✆✠ ✂②✂❬✆✱❪ ✂t❧♦✞◗ ❯❀✒✡r✠ ✝✆❙❥ ✝✂✑✆☎r✠ r✆✄✠✆✡✆✞✟ ☎✆ ✝✟r❥ ❧✏❧✞☎✠ ❣❙❆

3.9 ❧❛❀�s� ✈� ❙❥ ✐③�❢❀✁r�
❀✞ ✬✆❈♥ ✄☞✆❀P ❣✠✆❥✞ t❤♦✡ ✠✞✟ ♥✞❬✆✡✞ ✠✞✟ ✝✆r✞ ❣❙ ✟❆ ❣✠ ✄☞✆❀P ☎❣r✞ ❣❙ ✟❪ ❫✝✆t ♦✧✆✆❩ ❣✆✞✡✞ ☎❤❧✟☛✆✆♦✡✆ ✭❀✆ ❧✟❀✆✞①✮ ✡❣❤ ✟ ❣❙✯ r❋✆✆ ❀❣ ☛✆❤ ☎❣r✞ ❣❙✟ ✂☎ ❫❀❣ ✏❣qr ♦q◗◆ ❧✟☛✆♦ ❣❙ ✂☎ ☛✆✆❥r✂♦✬♦ ☎✄ t❤r✞①✆❆✯ ✝✆❜✱ ❜✡ ✬✆❈♥✆✞✟ ☎✆✞ ♦q◗◆ ✝✂✑✆☎ ❧✠❃✡✞ ☎✆ ✄☞❀❘✡ ☎❥✞✟❆ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r☎❋✆✡✆✞✟ ✄❥ ✂♦♣✆❥ ☎❤✂t✱ P

(i) ❧✒❀❩ ✄✂✬♣✠ ❧✞ ✂✡☎②r✆ ❣❙❆
(ii) ✱☎ ♣❤✟❱❤ ☎❤ ➴✌♣✆❜❩ 3 m ❣✆✞ t✆r❤ ❣❙❆
(iii) ❀✂♥ ✝✆✄ ✱☎ ✝✆❀r✡ ♦✆②✆ ❄✆✡ ②✞✟①✞❪ r✆✞ ♠❧☎❤ ☛✆qt✆ ☛✆❤ ✏✍✎❤ ❣✆✞①❤❆
(iv) ❀✂♥ ✝✆✄ ✏✍✎✞ ④✆✞❂✆✄◗② ☎✆ ✱☎ ♦❵Ù✆ ②✞✟①✞❪ r✆✞ ♠❧ ♦❵Ù✆ ☎❤ ✂❂✆❚❀✆ ☛✆❤ ✏✍✎❤ ❣✆✞①❤❆
(v) ☛✆✆❥r ✝①②❤ ❱✞▲❱ Ü✆✟❵❬✆②✆ t❤r✞①✆❆

❀✂♥ ✝✆✄ ♠✄❥✆✞❉r ☎❋✆✡✆✞✟ ☎✆✞ ♥✞❬✆✞✟① ✞❪ r✆✞ ✝✆✄ ☎❣✞✟① ✞ ✂☎ ✄✂✬♣✠ ❧✞ ❧✒❀❩ ☎✆ ✂✡☎②✡✆ ✝❧✟☛✆♦
(impossible) ❣❙❪ ✱☎ ♣❤✟❱❤ ☎❤ ➴✌♣✆❜❩ 3 m ❣✆✞✡✆ ☛✆❤ ❧✟☛✆♦ ✡❣❤✟ ❣❙❆ ❜❧♦✞◗ ✂♦✄❥❤r❪ ❀✂♥ ♦❵Ù✆✏✍✎ ✞ ④✆✞❂✆✄◗② ☎✆ ❣❙❪ r✆✞ ♠❧☎❤ ✂❂✆❚❀✆ ✏✍✎❤ ❣✆✞✡✆ ✂✡✂✬♣r (certain) ❣❙❆ ❀❣❤ ✏✆r ✝✆✄ ❄✆✡ ♦✞◗✏✍✎ ✞ ✝✆❀r✡ ✝✆❙❥ ♠❧☎❤ ☛✆qt✆ ♦✞◗ ✏✆❥✞ ✠✞✟ ☎❣ ❧☎r✞ ❣❙✟❆ ♥✒❧❥❤ ✝✆✞❥❪ ☛✆✆❥r ✝①②❤ ❱✞▲❱ Ü✆✟❵❬✆②✆t❤r ☛✆❤ ❧☎r✆ ❣❙ ✝✆❙❥ ❣✆❥ ☛✆❤ ❧☎r✆ ❣❙❆ ♥✆✞✡✆✞✟ ❣❤ ❧✟☛✆♦ ❣❙❆
3.9.1 ☛❛❀✆s①

❀✂♥ ✝✆✄ ✱☎ ✂❧❉♦✞◗ ☎✆✞ ♠◆✆②✞✟❪ r✆✞ ❉❀✆ ✝✆✄ ❧♥❙♦ ❜❧☎❤ ❧❣❤ ✄☞✆①q✂❉r (prediction) ☎❥❧☎r✞ ❣❙✟ ✂☎ ❉❀✆ ✄☞✆❖r ❣✆✞①✆❭ ✄☞❘❀✞☎ ✏✆❥ ✂❧❉♦✞◗ ☎✆✞ ♠◆✆②☎❥ ♠❧❧✞ ✄☞✆❖r ❣✆✞✡✞ ♦✆②✞✄✂❥✳✆✆✠ ☎❤ ✄☞✆①q✂❉r ☎❤✂t✱❆ ✝✄✡✞ ✄☞✞④✆✳✆ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❧✆❥✳✆❤ ♦✞◗ ✿✄ ✠✞✟ ✂②✂❬✆✱ P

♦q◗◆ ✂▲❋✆✂r❀✆✞✟ ♦✞◗✏✆❥✞ ✠✟✞ ❧✆✞✂♣✱❪✂t✡✠✞✟ ☎✠ ❧✞☎✠ r❤✡ ✱✞❧❤❣✆✞✟ ✂t✡☎✆ ❄✆✂❱r❣✆✞✡✆ ✂✡✂✬♣r ❣✆✞❪♦q◗◆ ✱✞❧❤✂t✡☎✆ ❄✆✂❱r❣✆✞✡✆ ✝❧✟☛✆♦ ❣✆✞r❋✆✆ ♦q◗◆ ✱✞❧❤t✆✞ ❣✆✞ ☛✆❤ ❧☎r❤❣✆✞✟ ✝✆❙❥ ✡ ☛✆❤ ❣✆✞❧☎r❤ ❣✆✞✟❪ ✝❋✆✆❩r⑦✂t✡♦✞◗ ❣✆✞✡✞ ☎✆♦q◗◆ ❧✟❀✆✞①
(chance) ❀✆❧✟☛✆✆♦✡✆ ❣✆✞❆

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✽✶✽✶✽✶✽✶✽✶
♠♠❦② ✞✝❬❀❦ ✐③❦✡✡✠✐r ✐✠❥✳❦❦❡

✱✞❧✆ 10 ✏✆❥ ☎✂❥✱❆ ✄☞✆❖r ✄✂❥✳✆✆✠✆✞ ✟ (outcomes) ☎✆✞ ♥✞✂❬✆✱❆ ❉❀✆ ✝✆✄ ❜✡✠✞✟ ☎✆✞❜❩ ✄❙❱✡❩♥✞❬✆r✞ ❣❙✟❭ ✄☞❘❀✞☎ ♠◆✆② ♦✞◗ ✏✆♥ ✝✆✄☎✆✞ ❉❀✆ ✄☞✆❖r ❣✆✞r✆ ❣❙❭ ❉❀✆ ✝✆✄☎✆✞ ❧♥❙♦ ✂♣r (head)❣❤ ✄☞✆❖r ❣✆✞r✆ ❣❙❭ ❜✡ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ☎✆✞ 10 ✝✆❙❥ ♠◆✆②✆✞✟ ♦✞◗ ✂②✱ ♥✆✞❣❥✆❜✱ ✝✆❙❥ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ☎✆✞ ❧✆❥✳✆❤ ✠✞✟✂②✂❬✆✱❆
✝✆✄ ♥✞❬✆✞ ✟①✞ ✂☎ ❀✞ ✄✞☞④✆✳✆ ☎✆✞❜❩ ▲✄✧❱ ✄☞✂r✿✄ (pattern) ✡❣❤✟ ♥✬✆✆❩r✞ ❣❙ ✟❆ ✡❤♣✞ ♥❤ ①❜❩ ❧✆❥✳✆❤✠✞✟❪ ❣✠ ❧q✬✆❤②✆ ✝✆❙❥ ❧②✠✆ ⑥✆❥✆ 25 ♠◆✆②✆✞✟ ❧✞ ✄☞✆❖r ✄☞✞④✆✳✆✆✞ ✟ ☎✆✞ ♥✞ ❥❣ ✞ ❣❙✟❆ ❀❣✆✌❪ H ✂♣r ☎✆✞✂✡✿✂✄r ☎❥r✆ ❣❙ r❋✆✆ T ✄❱ (tail) ☎✆✞ ✂✡✿✂✄r ☎❥r✆ ❣❙❆
�◆✯■ ❃✴❬❀✯ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

✺❏✮❄✯✯✼ H T T H T T T H T T H H H H H

�◆✯■ ❃✴❬❀✯ 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

✺❏✮❄✯✯✼ T T H T T T T T T T

❀✞ ✝✆✌☎✍✎✞✟ ✝✆✄☎✆✞ ❉❀✆ ✏r✆r✞ ❣❙✟❭ ❉❀✆ ✝✆✄ ✂♣r ✝✆❙❥ ✄❱ ♦✞◗ ✂②✱ ☎✆✞❜❩ ✄☞✆①q❉r❤❀ ✄☞✂r✿✄
(predictable pattern) ❑✆r ☎❥ ❧☎r✞ ❣❙✟❭ ▲✄✧❱ ❣❙❪ ❀❣✆✌ ✂♣r ✝✆❙❥ ✄❱ ♦✞◗ ✝✆✡✞ ☎✆ ☎✆✞❜❩ ✂✡✂✬♣r✄☞✂r✿✄ ✡❣❤✟ ❣❙❆ t✏ ✝✆✄ ✄☞❘❀✞☎ ✏✆❥ ✂❧❉♦✞◗ ☎✆✞ ♠◆✆②r✞ ❣❙✟❪ r✆✞ ✄☞❘❀✞☎ ♠◆✆② ☎✆ ✄✂❥✳✆✆✠ ✂♣r❀✆ ✄❱ ✠✞✟ ❧✞ ☎✆✞❜❩ ☛✆❤ ✱☎ ❣✆✞ ❧☎r✆ ❣❙❆ ❀❣ ❧✟❀✆✞① (chance) ☎❤ ✏✆r ❣❙ ✂☎ ✱☎ ✂♦✬✆✞✧✆ ♠◆✆②✠✞✟ ✝✆✄☎✆✞ ❜✡✠✞✟ ❧✞ ☎✆✞❜❩ ✱☎ ✄☞✆❖r ❣✆✞❆

♠✄❥✆✞❉r ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ✠✞✟ ✄☞✆❖r ✂☎✱ ①✱ ✂♣r✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ✝✆❙❥ ✄❱✆✞✟ ☎❤ ❧✟❬❀✆ ✂①✂✡✱❆ ✂❧❉♦✞◗ ☎✆✞☎❜❩ ✏✆❥ ♠◆✆✂②✱ ✝✆❙❥ ✂❥☎✆❲✍❩ ☎❥r✞ t✆❜✱ ✂☎ ✝✆✄☎✆✞ ❉❀✆ ✄☞✆❖r ❣✆✞ ❥❣✆ ❣❙❆ ❀❣ ❑✆r ☎❤✂t✱✂☎ ✝✆✄☎✆✞ ✂☎r✡❤ ✏✆❥ ✂♣r ✄☞✆❖r ❣q✝✆ ✝✆❙❥ ✂☎r✡❤ ✏✆❥ ✄❱ ✄☞✆❖r ❣q✝✆❆
✝✆✄✡✞ ✱☎ ✄✆❧✞ (die) ♦✞◗ ❧✆❋✆ ☛✆❤ ✝♦✬❀ ❬✆✞②✆ ❣✆✞①✆❆ ✱☎ ✄✆❧✞ ✠✟✞ ◆P ✄◗②☎ (faces) ❣✆✞r✞ ❣❙ ✟❆t✏ ✝✆✄ ✱☎ ✄✆❧✞ ☎✆✞ ✄✞✟◗☎r✞ ❣❙✟❪ r✆✞ ❉❀✆ ✝✆✄ ✄☞✆❖r ❣✆✞✡✞ ♦✆②❤ ❧✟❬❀✆ ☎❤ ✄☞✆①q✂❉r ☎❥ ❧☎r✞ ❣❙✟❭
②✒✍✆✞ (Ludo) ❀✆ ❫❧✆✌✄ ✝✆❙❥ ❧❤❁✎❤✯ ☎✆ ❬✆✞② ❬✆✞②r✞ ❧✠❀❪ ✝✆✄✡✞ ❀❣ ☎✆✠✡✆ ✝♦✬❀ ☎❤ ❣✆✞①❤✂☎ ✱☎ ✂♦✬✆✞✧✆ ✄✞✟◗☎ ✠✞✟ ✱☎ ✂♦✬✆✞✧✆ ❧✟❬❀✆ ✄✂❥✳✆✆✠ ♦✞◗ ✿✄ ✠✟✞ ✄☞✆❖r ❣✆✞❆
❉❀✆ ✄✆❧✆ ❧♥❙♦ ✝✆✄☎❤ ☎✆✠✡✆✝✆✞✟ ♦✞◗ ✝✡q❧✆❥ ☎✆❀❩ ☎❥r✆ ❣❙❭ ✱☎ ✄✆❧✆ ②❤✂t✱❪ ♠❧✞ 150✏✆❥ ✄✞✟◗✂☎✱ r❋✆✆ ✄☞✆❖r ✄✂❥✳✆✆✠✆✞✟ ☎✆✞ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❧✆❥✳✆❤ ✠✞✟ ☛✆✂❥✱ P
✐❦✞✆ ❞❤ ✠②✠❬❦r ✞✝❬❀❦ ✠❡②❦✉ ✠♣➱ ✞✝❬❀❦ ✠❞r✉❤ ✠❦❥ ✐ ③❦■r ✟✡❜ ❩

1

2

✄☞❘❀✞☎ ✏✆❥ ✄✂❥✳✆✆✠ ✄☞✆❖r ❣✆✞✡✞ ✄❥❪ ♠✄❀q❉r ❧✟❬❀✆ ♦✞◗ ❧❊✠q❬✆ ✱☎ ✂✠②✆✡ ✂♣➱ (tally mark)②①✆❜✱❆ ♠♥✆❣❥✳✆✆❋✆❩❪ ✄❣②❤ ✄✞✟◗☎ (throw) ✠✞✟ 5 ✝✆✡✞ ✄❥ 5 ♦✞◗ ❧❊✠q❬✆ ✱☎ ✂✠②✆✡ ✂♣➱ ②①✆❜✱❆✝①②❤ ✏✆❥ ✝✆✄☎✆✞ ❧✟❬❀✆ 1 ✄☞✆❖r ❣✆✞r❤ ❣❙❆ r✏❪ 1 ♦✞◗ ❧❊✠q❬✆ ✱☎ ✂✠②✆✡ ✂♣➱ ②①✆❜✱❆ ♠✄❀q❉r



①❢✳❦r✽✷✽✷✽✷✽✷✽✷

|||| |||| |||| |||| |||| |||| |||

|||| |||| |||| |||| |||| |||| |||| |||||

|||| |||| |||| |||| |||| |||| |||| |||| |||| ||

|||| |||| |||| |||| ||||| |||| |||| |||| |||| |||| ||

|||| |||| |||| |||| |||| |||| |||| |||

||||| |||| |||| |||| |||| |||| |||| ||||

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱

❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ♦✞◗ ✂②✱ ✂✠②✆✡ ✂♣➱ ②①✆r✞ ❥✂❣✱❆ ❜❧ ✄☞✂Ø❀✆ ☎✆✞ 150 ✏✆❥ ☎✂❥✱ r❋✆✆ 150 ✏✆❥ ✄✞✟◗☎✆✞✟♦✞◗ ✂②✱❪ ✄☞❘❀✞☎ ✄✂❥✳✆✆✠ ☎❤ ♦q◗② ❧✟❬❀✆ ❑✆r ☎❤✂t✱❆
♠✄❥✆✞❉r ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ❧✞ ✱☎ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ✏✡✆❜✱❪ ✂t❧✠✞✟ ❀❣ ♥✬✆✆❩❀✆ ①❀✆ ❣✆✞ ✂☎ ✄✂❥✳✆✆✠ 1❪ 2❪

3❪ 4❪ 5 ✝✆❙❥ 6 ✂☎r✡❤ ✏✆❥ ✝✆✱ ❣❙✟❆

✭❜❧✞ ❧✠✒❣ ✠✞✟ ☎❤✂t✱✮
1✲ ✱☎ ✂❧❉♦✞◗ ☎✆✞ 100 ✏✆❥ ♠◆✆✂②✱ ✝✆❙❥ ❑✆r ☎❤✂t✱ ✂☎ ✂♣r ✂☎r✡❤ ✏✆❥ ✝✆❀✆ ❣❙ r❋✆✆✄❱ ✂☎r✡❤ ✏✆❥ ✝✆❀✆ ❣❙❆
2✲ ✝✆✄◗r✆✏ ✡✞ ✱☎ ✄✆❧✞ ☎✆✞ 250 ✏✆❥ ✄✞✟◗☎✆ ✝✆❙❥ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ❧✆❥✳✆❤ ✄☞✆❖r ☎❤P

✐❦✞✆ ✐❥ ✞✝❬❀❦ ✠❡②❦✉ ✠♣➱

1

2

3

4

5

6

❜✡ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✞ ✂②✱ ✱☎ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ❬✆❤✟✂♣✱❆
3✲ ✱☎ ✄✆❧✞ ☎✆✞ 100 ✏✆❥ ✄✞✟◗✂☎✱ r❋✆✆ ✄✂❥✳✆✆✠✆✞✟ ☎✆✞ ✂❥☎✆❲✍❩ ☎❤✂t✱❆ ❑✆r ☎❤✂t✱ ✂☎ 1❪ 2❪

3❪ 4❪ 5 ✝✆❙❥ 6 ✂☎r✡❤✫✂☎r✡❤ ✏✆❥ ✝✆✱ ❣❙✟❆
✐ ③❦❀✠❞r❦ ✐❀❦ ✟❙❭

t✏ ❣✠ ✂☎❧❤ ✂❧❉♦✞◗ ☎✆✞ ♠◆✆②r✞ ❣❙✟❪ r✆✞ ❣✠ t✆✡r✞ ❣❙ ✟ ✂☎ ❜❧♦✞◗ ♥✆✞ ❧✟☛✆♦ ✄✂❥✳✆✆✠ ✂♣r ❀✆✄❱ ❣❙ ✟❆ ❧✆❋✆ ❣❤❪ ✱☎ ✄✆❧✞ ☎✆✞ ✄✞✟◗☎✡✞ ✄❥ 6 ❧✟☛✆♦ ✄✂❥✳✆✆✠ ❣❙✟❆ ✝✄✡✞ ✝✡q☛✆♦ ❧✞❪ ❣✠ ❀❣ ☛✆❤t✆✡r✞ ❣❙✟ ✂☎ ✱☎ ✂❧❉♦✞◗ ♦✞◗ ✂②✱❪ ✂♣r ❀✆ ✄❱ ☎✆ ✄☞✆❖r ☎❥✡✆ ✱☎ ❧✠✄☞✆✂❀☎ (equally likely)

❄✆❱✡✆ ❣❙❆ ❣✠ ☎❣r✞ ❣❙✟ ✂☎ ✱☎ ✂♣r ✝✆✡✞ ☎❤ ✄☞✆✂❀☎r✆ (probability)
1

2
❣❙ r❋✆✆ ✱☎ ✄❱ ✝✆✡✞

☎❤ ✄☞✆✂❀☎r✆ ☛✆❤ 1

2
❣❙❆ ✄✆❧✞ ✄✞✟◗☎✡✞ ✄❥ 1❪ 2❪ 3❪ 4❪ 5 ❀✆ 6 ♦✞◗ ✝✆✡✞ ☎❤ ❧✟☛✆✆♦✡✆✱✌ ✏❥✆✏❥

❣❙✟❆ ✝❋✆✆❩r⑦ ✄✆❧✞ ♦✞◗ ✂②✱ 6 ❧✠✄☞✆✂❀☎ ❧✟☛✆♦ ✄✂❥✳✆✆✠ ❣❙✟❆ ❣✠ ☎❣r✞ ❣❙✟ ✂☎ 1❪ 2❪ 3❪ 4❪ 5 ✝✆❙❥
6 ✠✞✟ ❧✞ ✄☞❘❀✞☎ ♦✞◗ ✝✆✡✞ ☎❤ ✄☞✆✂❀☎r✆ (

1

6
) ❣❙❆

❜❧♦✞◗ ✏✆❥✞ ✠✞✟❪ ❣✠ ✝①②❤ ☎④✆✆✝✆✞✟ ✠✞✟ ✝✑❀❀✡ ☎❥✞✟①✞❆ ✄❥✟rq ✝✏ r☎ t✆✞ ❣✠✡✞ ✂☎❀✆ ❣❙❪ ♠❧❧✞▲✄✧❱ ❣❙ ✂☎ ☎❜❩ ❧✟☛✆✆♦✡✆✝✆✞✟ ♦✆②❤ ❄✆❱✡✆ ☎❤ ✄☞✆✂❀☎r✆ 0 ✝✆❙❥ 1 ♦✞◗ ✏❤♣ ✠✞✟ ❣✆✞r❤ ❣❙❆ ✂t✡♦✞◗



✈❦→❞▼✰❦s❛ ❞❦ ✐③❝❛è❦✉ ✽✸✽✸✽✸✽✸✽✸

❄✆✂❱r ❣✆✞✡✞ ☎✆ ☎✆✞❜❩ ❧✟❀✆✞① ❀✆ ❧✟☛✆✆♦✡✆ ✡❣❤✟ ❣❙❪ ♠✡☎❤ ✄☞✆✂❀☎r✆ 0 ❣✆✞r❤❣❙ r❋✆✆ ✂t✡☎✆✞ ✂✡✂✬♣r ✿✄ ❧✞ ❄✆✂❱r ❣✆✞✡✆ ❣❙❪ ♠✡☎❤ ✄☞✆✂❀☎r✆ 1 ❣✆✞r❤ ❣❙❆
✱☎ ✂▲❋✆✂r ✂♥✱ ❥❣✡✞ ✄❥❪ ❣✠✞✟ ✂♦✂☛✆❯✡ ❧✟☛✆♦ ✄✂❥✳✆✆✠✆✞✟ ☎✆✞ ❧✠❃✡✞r❋✆✆ ✄☞❘❀✞☎ ✄✂❥✳✆✆✠ ♦✞◗ ❧✟☛✆✆✂♦r ❧✟❀✆✞① ♦✞◗ ✝✑❀❀✡ ☎❤ ✝✆♦✬❀☎r✆❣✆✞r❤ ❣❙❆ ❀❣ ❧✟☛✆♦ ❣❙ ✂☎ ✂❧❉♦✞◗ ✝✆❙❥ ✄✆❧✞ ☎❤ ✂▲❋✆✂r ♦✞◗ ✂♦✄❥❤r ✱✞❧✞☛✆❤ ✄✂❥✳✆✆✠ ❣✆✞✟ ✂t✡♦✞◗ ❄✆✂❱r ❣✆✞✡✞ ♦✞◗ ❧✟❀✆✞① ✏❥✆✏❥ ✡ ❣✆✞✟❪ ✝❋✆✆❩r⑦ ♦✞❧✠✄☞✆✂❀☎ ✡ ❣✆✞✟❆ ♠♥✆❣❥✳✆✆❋✆❩❪ ❀✂♥ ✱☎ ✏r❩✡ ✠✞✟ 15 ②✆② ①✞✟♥✞ ❣✆✞✟ ✝✆❙❥

9 ❧✄✎ ✞◗♥ ①✞✟♥✞ ❣✆✞✟ ✝✆❙❥ ❜❧✠✞✟ ❧✞ ✱☎ ①✞✟♥ ✂✏✡✆ ♥✞❬✆✞ ✂✡☎✆②❤ t✆r❤ ❣❙❆ r✏❪②✆② ①✞✟♥ ✄☞✆❖r ☎❥✡✞ ☎✆ ❧✟❀✆✞① ✏❣qr ✝✂✑✆☎ ❣❙❆ ❉❀✆ ✝✆✄ ♥✞❬✆ ❧☎r✞ ❣❙✟ ✂☎ ❉❀✆✞✟❭ ②✆② ①✞✟♥✄☞✆❖r ☎❥✡✞ ☎✆ ❧✟❀✆✞① ❧✄✎ ✞◗♥ ①✞✟♥ ✄☞✆❖r ☎❥✡✞ ♦✞◗ ❧✟❀✆✞① ☎✆ ✂☎r✡✞ ①q✡✆ ❣❙❭ ✑❀✆✡ ♥❤✂t✱ ❜✡ ♥✆✞✡✆✞✟☎❤ ✄☞✆✂❀☎r✆✱✌ 0 ✝✆❙❥ 1 ♦✞◗ ✏❤♣ ✠✞✟ ❣❙ ✟❭
�③✬✉❦�②❤ 3.4

1✲ ✏r✆❜✱ ✂☎ ✂✡❊✡✂②✂❬✆r ✠✞✟ ✂☎❧☎✆ ❣✆✞✡✆ ✂✡✂✬♣r ❣❙❪ ✂☎❧☎✆ ❣✆✞✡✆ ✝❧✟☛✆♦ ❣❙ r❋✆✆ ☎✆❙✡❣✆✞ ☛✆❤ ❧☎r✆ ❣❙❪ ✄❥✟rq ✂✡✂✬♣r ✿✄ ❧✞ ✡❣❤✟ P
(i) ✝✆t ✝✆✄ ☎② ❧✞ ✝✂✑✆☎ ✝✆❀q ♦✞◗ ❣❙ ✟❆
(ii) ✱☎ ✂❧❉♦✞◗ ☎✆✞ ♠◆✆②✡✞ ✄❥ ✂♣r ✝✆✱①✆❆
(iii) ✱☎ ✄✆❧✞ ☎✆✞ ✄✞✟◗☎✡✞ ✄❥ 8 ✝✆✱①✆❆
(iv) ✝①②❤ ❱➟❙✂✄◗☎ ②✆❜❱ ❣❥❤ ✂♥❬✆✞①❤❆
(v) ☎② ✏✆♥② ✂❄✆❥✞ ❣✆✞✟① ✞❆

2✲ ✱☎ ✂✍❈✏✞ ✠✞✟ 6 ♦✌◗♣✞ ❣❙✟❪ ✂t✡ ✄❥ 1 ❧✞ 6 ❧✟❬❀✆✱✌ ✝✟✂☎r ❣❙✟❆
(i) ❧✟❬❀✆ 2 ♦✆②✞ ♦✌◗♣✞ ☎✆✞ ❜❧✠✞✟ ❧✞ ✂✡☎✆②✡✞ ☎❤ ✄☞✆✂❀☎r✆ ❉❀✆ ❣❙❭
(ii) ❧✟❬❀✆ 5 ♦✆②✞ ♦✌◗♣✞ ☎✆✞ ❜❧✠✟✞ ❧✞ ✂✡☎✆②✡✞ ☎❤ ✄☞✆✂❀☎r✆ ❉❀✆ ❣❙❭

3✲ ❀❣ ✂✡✳✆❩❀ ②✞✡✞ ♦✞◗ ✂②✱ ✂☎ ☎✆❙✡✫❧❤ ❱❤✠ ❬✆✞② ✄☞✆❥✟☛✆ ☎❥✞①❤❪ ✱☎ ✂❧❉☎✆ ♠◆✆②✆ t✆r✆❣❙❆ ❜❧☎❤ ❉❀✆ ✄☞✆✂❀☎r✆ ❣❙ ✂☎ ✝✆✄☎❤ ❱❤✠ ❬✆✞② ✄☞✆❥✟☛✆ ☎❥✞①❤❭
❣❡✉s ❉❀❦ ♣♣❦ ❩ ❞❤❭

1✲ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ♦✞◗ ❧✟①☞❣❪ ✂❥☎✆❲➨✍① ✝✆❙❥ ✄☞▲rqr❤☎❥✳✆ ❧✞ ❣✠✞✟ ✝✄✡✞ ✝✡q☛✆♦✆✞✟ ☎✆✞ ❧✟①✂❇r ☎❥✡✞ r❋✆✆✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ❧✞ ✂✡✧☎✧✆❩ ✂✡☎✆②✡✞ ✠✞✟ ❧❣✆❀r✆ ✂✠②r❤ ❣❙❆
2✲ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ❜☎❱ ò✆ ☎❥✡✞ ❧✞ ✄❣②✞❪ ❣✠✞✟ ❀❣ t✆✡ ②✞✡✆ ♣✆✂❣✱ ✂☎ ❣✠ ❜✡☎✆ ♠✄❀✆✞① ✂☎❧☎✆❀❩ ✠✟✞ ☎❥✞✟①✞❆
3✲ ✱☎✂❂✆r ✂☎✱ ①✱ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ✱☎ ♠✄❀q❉r ❧✆❥✳✆❤ ♦✞◗ ✿✄ ✠✞✟ ❧✟①✂❇r ✂☎✱ t✆✡✞ ☎❤✝✆♦✬❀☎r✆ ❣✆✞r❤ ❣❙❪ r✆✂☎ ❀✞ ❧❥②r✆ ❧✞ ❧✠❃✡✞ ♦✞◗ ❀✆✞❳❀ ❣✆✞✟ ✝✆❙❥ ❜✡☎❤ ❖❀✆❬❀✆ ☎❤t✆ ❧♦✞◗❆

✱✞❧❤ ✄✆✌♣ ✂▲❋✆✂r❀✆✌✏✡✆❜✱ ❀✆ ❧✆✞✂♣✱❪✂t✡✠✞✟ ✄✂❥✳✆✆✠✆✞ ✟ ♦✞◗❧✟❀✆✞① ✏❥✆✏❥ ✡ ❣✆✞✟❪✝❋✆✆❩r⑦ ♦✞ ❧✠✄☞✆✂❀☎✡ ❣✆✞✟❆

�③❀❦❧ ❞❤❢t✱



①❢✳❦r✽✹✽✹✽✹✽✹✽✹

4✲ ✝✆❙❧r ✱☎ ✱✞❧❤ ❧✟❬❀✆ ❣❙❪ t✆✞ ✂♥✱ ❣q✱ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ♦✞◗ ❧✠✒❣ ✭❀✆ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟✮ ☎✆ ✄☞✂r✂✡✂✑✆❘♦☎❥r✆ ❣❙ ❀✆ ♠✡☎❤ ♦✞✟◗♥☞❤❀ ✄☞♦❵✂Ù✆ ☎✆✞ ♥✬✆✆❩r✆ ❣❙❆
5✲ ✝✟☎①✂✳✆r❤❀ ✠✆✑❀ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ✱☎ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ❣❙❆
6✲ ✏❣q②☎ ♦✞✟◗♥☞❤❀ ✄☞♦❵✂Ù✆ ❀✆ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ☎✆ ✱☎ ✝❯❀ ✿✄ ❣❙❆ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ♦✞◗ ✱☎ ❧✠✒❣ ☎✆✏❣q②☎ ♦❣ ✄☞✞④✆✳✆ ❣❙ t✆✞ ❧✏❧✞ ✝✂✑✆☎ ✏✆❥ ✝✆r✆ ❣❙❆
7✲ ✠✆✑❀☎ ☛✆❤ ✱☎ ✄☞☎✆❥ ☎✆ ✄☞✂r✂✡✂✑✆ ✠✆✡ ❣❙❆ ❀❣ ♠❧ ✠✆✡ ☎✆✞ ♥✬✆✆❩r✆ ❣❙❪ t✆✞ ✄☞✞④✆✳✆ ♦✞◗ ✠✑❀

✭✏❤♣✮ ✠✞✟ ❣✆✞r✆ ❣❙ ✭♠❯❣✞✟ ✝✆❥✆✞❣❤ ❀✆ ✝♦❥✆✞❣❤ Ø✠ ✠✞✟ ❖❀♦✂▲❋✆r ☎❥✡✞ ♦✞◗ ✏✆♥✮ r❋✆✆ ✝✆✑✆✞✄☞ ✞④✆✳✆ ❜❧♦✞◗ ➴✄❥ ❣✆✞r✞ ❣❙ ✟ ✝✆❙❥ ✝✆✑✆✞ ✄☞ ✞④✆✳✆ ❜❧♦✞◗ ✡❤♣✞ ❣✆✞r✞ ❣❙ ✟❆
8✲ ❜☎❱✞ ò ✂☎✱ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆✞ ✏✆❥✟✏✆❥r✆ ✏✟❱✡ ❧✆❥✳✆❤ ☎❤ ❧❣✆❀r✆ ❧✞ ✂♣❂✆❤❀ ✿✄ ❧✞ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆✆✞✟♦✞◗ ✿✄ ✠✞✟ ♥✬✆✆❩❀✆ t✆ ❧☎r✆ ❣❙❆ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ❧✟❬❀✆✝✆✞✟ ❀✆ ✝✆✌☎✍✎✆✞✟ ☎✆ ❧✠✆✡ ♣✆❙✍✎✆❜❩ ♦✆②✞♥✟✍✆✞✟ ⑥✆❥✆ ✱☎ ✂♣❂✆❤❀ ✂✡✿✄✳✆ ❣❙❆
9✲ ❣✠✡✞ ❀❣ ☛✆❤ ❧❤❬✆✆ ❣❙ ✂☎ ✱☎ ♥✆✞❣❥✆ ♥✟✍ ✝✆②✞❬✆ ✂☎❧ ✄☞☎✆❥ ❬✆❤✟♣✆ t✆r✆ ❣❙❆ ❀❣ ✱☎❣❤ ♥❵✂✧❱ ✠✞✟❪ ✄☞✞④✆✳✆✆✞✟ ♦✞◗ ♥✆✞ ❧✠✒❣✆✞✟ ☎❤ rq②✡✆ ☎❥✡✞ ✠✞✟ ❧❣✆❀☎ ❥❣r✆ ❣❙❆

10✲ ❣✠✆❥✞ ♥❙✂✡☎ t❤♦✡ ✠✞✟❪ ✱✞❧❤ ✂▲❋✆✂r❀✆✌ ❣❙ ✟ t✆✞ ✂✡✂✬♣r ✿✄ ❧✞ ❣✆✞r❤ ❣❙✟❪ ♦q◗◆ ✱✞❧❤ ❣❙ ✟✂t✡☎✆ ❣✆✞✡✆ ❧✟☛✆♦ ✡❣❤✟ ❣❙ r❋✆✆ ♦q◗◆ ✱✞❧❤ ❣❙✟ t✆✞ ❣✆✞ ☛✆❤ ❧☎r❤ ❣❙ ✟ ✝✆❙❥ ✡❣❤ ✟ ☛✆❤ ❣✆✞❧☎r❤❆ ✱✞❧❤ ✂▲❋✆✂r ☎✆✞ ❧♥❙♦ ❄✆✂❱r ❣✆✞✡ ✞ ☎✆ ❧✟❀✆✞① ❣✆✞r✆ ❣❙ t✆✞ ❄✆✂❱r ❣✆✞ ☛✆❤ ❧☎r❤❣❙ ❀✆ ✡❣❤ ✟ ☛✆❤ ❣✆✞ ❧☎r❤ ❣❙❆



❧❥② ❧❡❤❞❥✳❦ ✥✺

4.1 ❝�❙❢➻✁ ❬�s✂✦
✈è❀✄☎✐✆✄ ✉✝ ✆❣✄ ❣✞ ☎✆ ♦❣ ①☎✟✄r ✆✄ ✱✆ ✉❀✄ ✈è❀✄❀ ✐❁✰✄✉✄ ✐③✄✠❛❍✄
✆✠✉✝ t✄ ✠❣✡ ❣✞❛ ✈✄✞✠ ♦❣ ❣✞ ☛✠☞ ☛✌✡✆✠✟✄❆ ✈■✐✇❪ ☛☎✠r✄ ✈✄✞✠ ✈✌✡✉✄
✉✝ ✆④✄✄ VI ✌✝❛ ✐❁✰✝ ①✱ ✍✡t①☎✟✄r ♦✄☞✝ ✈è❀✄❀ ✆✄ ✐q✉✄❩♦☞✄✝✆✉ ✆✠ ☎☞❀✄
❣✞❆ ❉❀✄ ✈✄✐✉✝ ❍✄✡ ✆✠ ☎☞❀✄ ❣✞❭ ✈■✐✇❪ ☛☎✠r✄ ✈✄✞✠ ✈✌✡✉✄ ♠❘☛✄☎❣r ❣✞❛
❉❀✄❛ ✝☎✆ ♠❯❣✄✝❛✉✝ ✱✆ ✎✄✝☞ ✍✉✄❀✄ ❣✞❪ ☎t☛✝ ♦✝ ✍✄✞☎✏✆ ✎✄✝☞ (mind reader)

✆❣r✡ ❣✞❛ r❋✄✄ ♦✝ ♠☛✝ ✐✇✠✡ ✆④✄✄ ♦✝◗ ☛❊✌q✎✄ ✐③▲rqr ✆✠✉✄ ♣✄❣r✡ ❣✞❛❆
✈è❀✄☎✐✆✄ ♠✉♦✝◗ ♠❘☛✄❣ ✆✡ ☛✠✄❣✉✄ ✆✠r✡ ❣✞ ✈✄✞✠ ♠❯❣✝❛ ✈✐✉✄ ✎✄✝☞ ✐③▲rqr ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱

✈✄✌❛☎❂✄r ✆✠r✡ ❣✞❆ ✈✌✡✉✄ ✎✄✝☞ ✐③✄✠❛❍✄ ✆✠r✡ ❣✞❆ ♦❣ ☛✄✠✄ ☛✝ ✆✄✝❜❩ ☛❛✎❀✄ ☛✄✝♣✉✝ ✆✄✝ ✆❣r✡ ❣✞✞
r❋✄✄ ♠☛✝ 4 ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✠♦✝◗ ①q✟✄✉✐◗☞ ✌✝❛ 5 t✄✝▼✰✉✝ ✆✄✝ ✆❣r✡ ❣✞❆ ❜☛♦✝◗ ✍✄♥ ♦❣ ☛✄✠✄ ☛✝ ❜☛✆✄
✐☎✠✟✄✄✌ ✍r✄✉✝ ✆✄✝ ❍✄✡ ✆❣r✡ ❣✞❆ ☛✄✠✄ ✆❣r✡ ❣✞ ☎✆ ✐☎✠✟✄✄✌ 65 ❣✞❆ ✈✌✡✉✄ rq✠❛r ❄✄✄✝✧✄✟✄✄ ✆✠r✡
❣✞ ☎✆ ☛✄✠✄ ⑥✄✠✄ ☛✄✝♣✡ ①❜❩ ☛❛✎❀✄ 15 ❣✞❆ ☛✄✠✄ ☎☛✠ ☎❣☞✄✆✠ ❣✄→ ✆❣r✡ ❣✞❆ ☛✄✠✄ ☛✌✝r ✐✇✠✡ ✆④✄✄
✈✄✬♣❀❩♣☎✆r ❣✄✝ t✄r✡ ❣✞❆

✈✍ ✈■✐✇ ✆✡ ✍✄✠✡ ❣✞❆ ♦❣ ✍✄☞✇ ☛✝ ✆✄✝❜❩ ☛❛✎❀✄ ☛✄✝♣✉✝❪ ♠☛✝ 10 ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✠✉✝ ✈✄✞✠ ①q✟✄✉✐◗☞
✌✝❛ ☛✝ 20 ❄✄❱✄✉✝ ✆✄✝ ✆❣r✄ ❣✞❆ ❜☛♦✝◗ ✍✄♥ ♦❣ ✍✄☞✇ ☛✝ ♠☛✆✄ ✐☎✠✟✄✄✌ ✍r✄✉✝ ✆✄✝ ✆❣r✄ ❣✞❆ ✍✄☞✇
✆❣r✄ ❣✞ ☎✆ ❀❣ 50 ❣✞❆ ✈■✐✇ rq✠❛r ✍✄☞✇ ⑥✄✠✄ ☛✄✝♣✡ ①❜❩ ☛❛✎❀✄ ✍r✄r✄ ❣✞ ✈✄✞✠ ✆❣r✄ ❣✞ ☎✆ ♦❣
☛❛✎❀✄ 7 ❣✞❆ ✍✄☞✇ ❜☛✆✡ ✐q☎✧❱ ✆✠r✄ ❣✞❆

✐③❘❀✝✆ ❖❀☎❉r ❀❣ t✄✉✉✄ ♣✄❣r✄ ❣✞ ☎✆ ✈■✐✇❪ ☛☎✠r✄ ✈✄✞✠ ✈✌✡✉✄ ⑥✄✠✄ ✐③▲rqr ✍✄✞☎✏✆ ✎✄✝☞
☎✆☛ ✐③✆✄✠ ✆✄❀❩ ✆✠r✄ ❣✞❆ ❉❀✄ ✈✄✐ ♥✝✎✄ ☛✆r✝ ❣✞❛ ☎✆ ❀❣ ♦✞◗☛✝ ✆✄❀❩ ✆✠r✄ ❣✞❭ ❜☛ ✈è❀✄❀
✈✄✞✠ ✈è❀✄❀ 12 ✆✄✝ ✐❁✰✉✝ ♦✝◗ ✍✄♥❪ ✈✄✐ ❍✄☞✡✫❍✄✄→☎r ❀❣ t✄✉ t✄✱→①✝ ☎✆ ❀❣ ✎✄✝☞ ☎✆☛ ✐③✆✄✠
✆✄❀❩ ✆✠r✄ ❣✞❆

✑✒
✓✔
✓
✕

✖✗✘ ✖✙✚✛✗✜✢



①❢✳❦r✥✦

4.2 ❧❡❤✁❥✳� ❝✉�✉�
✈✄❜✱ ✈✌✡✉✄ ✆✄ ♠♥✄❣✠✟✄ ☞✝❛❆ ✈✌✡✉✄ ☛✄✠✄ ☛✝ ✆✄✝❜❩ ☛❛✎❀✄ ☛✄✝♣✉✝ ✆✄✝ ✆❣r✡ ❣✞❆ ✈✌✡✉✄ ☛❛✎❀✄
♦✝◗ ✍✄✠✝ ✌❛✝ ♦q◗◆ ✉❣✡❛ t✄✉r✡ ❣✞❆ ♠☛♦✝◗ ☎☞✱❪ ❀❣ ☛❛✎❀✄ 1, 2, 3, . . ., 11, . . . , 100, . . . . ✌✝❛ ☛✝
♦q◗◆ ❍✄✡ ❣✄✝ ☛✆r✡ ❣✞❆ ✈✄❜✱ ❜☛ ✈❑✄r ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ ✱✆ ✈④✄✠ x ☛✝ ❖❀❉r ✆✠✝❛❆ ✈✄✐ x ♦✝◗ ▲❋✄✄✉
✐✠ ✆✄✝❜❩ ✈❯❀ ✈④✄✠ t✞☛✝ y, t ❜❘❀✄☎♥ ✆✄ ✐③❀✄✝① ✆✠ ☛✆r✝ ❣✞❛❆ ❜☛☛✝ ✆✄✝❜❩ ✐③❍✄✄♦ ✉❣✡❛ ✐▼✰r✄ ☎✆
☛✄✠✄ ⑥✄✠✄ ☛✄✝♣✡ ①❜❩ ✈❑✄r ☛❛✎❀✄ ♦✝◗ ☎☞✱ ❣✌ ✆✄✞✉✫☛✄ ✈④✄✠ ✐③❀✄✝① ✆✠r✝ ❣✞❛❆ ☛✄✠✄ t✍ ☛❛✎❀✄
✆✄✝ 4 ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✠r✡ ❣✞❪ r✄✝ ♠☛✝  4x ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆ ☎✐◗✠ ♦❣ ❜☛ ①q✟✄✉✐◗☞ ✌✝❛ 5 t✄✝▼✰r✡ ❣✞ ✈✄✞✠
4x + 5 ✐③✄■r ✆✠r✡ ❣✞❆ (4x + 5) ✆✄ ✌✄✉ x ♦✝◗ ✌✄✉ ✐✠ ☎✉❍✄❩✠ ✆✠r✄ ❣✞❆ ❜☛ ✐③✆✄✠❪ ❀☎♥ x =

1 ❣✞❪ r✄✝ 4x + 5 = 4 ×1 + 5 = 9 ❣✞❆ ❜☛✆✄ ✈❋✄❩ ❣✞ ☎✆ ❀☎♥ ☛✄✠✄ ♦✝◗ ✌☎▲r✧✆ ✌✝❛ 1 ❣✄✝r✄❪ r✄✝ ♠☛♦✝◗
⑥✄✠✄ ✐③✄■r ✐☎✠✟✄✄✌ 9 ❣✄✝r✄❆ ❜☛✡ ✐③✆✄✠❪ ❀☎♥ ♠☛✉✝ ☛❛✎❀✄ 5 ☛✄✝♣✡ ❣✄✝r✡❪ r✄✝ ♠☛✆✄ x = 5 ♦✝◗ ☎☞✱
4x + 5 = 4 × 5 + 5 = 25 ❆ ❀✄✉✡❪ ☛✄✠✄ ✉✝ ❀☎♥ ☛❛✎❀✄ 5 ☛✄✝♣✡ ❣✄✝r✡ r✄✝ ♠☛✆✄ ✐☎✠✟✄✄✌ 25 ❣✄✝r✄❆

☛✄✠✄ ⑥✄✠✄ ☛✄✝♣✡ ☛❛✎❀✄ ❑✄r ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ✈✄❜✱ ♠☛♦✝◗ ⑥✄✠✄ ✐③✄■r ♠Ù✄✠ 65 ☛✝ ☎♦✐✠✡r ✆✡
✈✄✝✠ ✆✄❀❩ ✆✠✉✄ ✐③✄✠❛❍✄ ✆✠✝❛❆ ❣✌✝❛ ✱✝☛✄ x ❑✄r ✆✠✉✄ ❣✞ ☎✆

4x + 5 = 65  (4.1)

❜☛ ☛✌✡✆✠✟✄ (equation) ✆✄ ❣☞ ❣✡ ❣✌✝❛ ☛✄✠✄ ♦✝◗ ✌✉ ✆✡ ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ ✍r✄✱①✄❆
❜☛ ✐③✆✄✠❪ ✈✄❜✱ ✈✍ ✈■✐✇ ♦✝◗ ♠♥✄❣✠✟✄ ✐✠ ☎♦♣✄✠ ✆✠✝❛❆ ✈✄❜✱ ✍✄☞✇ ⑥✄✠✄ ♣q✉✡ ①❜❩ ☛❛✎❀✄✆✄✝ y ✌✄✉ ☞✝❛❆ ✈■✐✇ ✉✝ ✍✄☞✇ ☛✝ ❜☛ ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ 10 ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✠ ✈✄✞✠ ☎✐◗✠ ①q✟✄✉✐◗☞ ✌✝❛ ☛✝ 20 ❄✄❱✄✉✝

✆✄✝ ✆❣✄ ❋✄✄❆ ✈❋✄✄❩r⑦ ✍✄☞✇ y ☛✝❪ ✐❣☞✝ 10y ✐③✄■r ✆✠r✄ ❣✞ ✈✄✞✠ ♠☛✌✝❛ ☛✝ 20 ❄✄❱✄ ✆✠ (10y � 20)

✐③✄■r ✆✠r✄ ❣✞❆ ❜☛✆✄ ❑✄r ✐☎✠✟✄✄✌ 50 ❣✞❆
✈r✪❪ 10y � 20 = 50  (4.2)

❜☛ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄ ❣☞ ❣✡ ✍✄☞✇ ⑥✄✠✄ ☛✄✝♣✡ ①❜❩ ☛❛✎❀✄ ✍r✄✱①✄❆
4.3 t�s ❣❡ s❛ ��✁ ❣❙ ♠❧✁❤ ❧❡❤④��
è❀✄✉ ♥✡☎t✱ ☎✆ (4.1) ✈✄✞✠ (4.2) ☛✌✡✆✠✟✄ ❣✞❛❆ ✈✄❜✱ ❀✄♥ ✆✠✝❛ ☎✆ ✆④✄✄ VI ✌❛✝ ❣✌✉✝ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝ ❛
♦✝◗ ✍✄✠✝ ✌✝❛ ❉❀✄ ✐❁✰✄ ❋✄✄❆ ✂✄☎❞✆✝❦ ♣✆ ✐✆ ✱❞ ✐③✞✟❝✠✴ ✡❦s✟❦ ✡❙❆ ☛✌✡✆✠✟✄ (4.1) ✌✝❛❪ ♣✠
x ❣✞ r❋✄✄ ☛✌✡✆✠✟✄ (4.2) ✌✝❛❪ ♣✠ y ❣✞❆

✬✄❈♥ ☛☞ (variable)✆✄ ✈❋✄❩ ❣✞❪ ✱✝☛✡ ✆✄✝❜❩ ♦▲rq t✄✝ ☎♦♣✠✟✄ ✆✠❪ ✈❋✄✄ ❩r⑦ ✍♥☞ ✂❞✟☎ ✡❦s❆

✌✍ ✎✏ ✑♦✑❍✒❯✓ ✔✕❬❀✒❘✖✍ ✖✒✓ ②✗ ✘✙✚✛✜✒ ✍✏✧ ✔✍✢✒ ✛✣❪ ✈❋✒✒❩✢✤ ❜✔✍✒ ✖✒✓ ✑✓✑✬✎✢ ❀✒ ✑★❋✒✏

✓✛✥✕ ✛✒✗✢✒ ✛✣✩ ✎✏✒✗✕ ✍✒✗ ✫✚✒❀✭ ✈✕✙✚✗✮✒✥ ♦✜✒❩✖✒②✒ ♦✗◗ ✈✯✒✏✒✗ ✕ x, y, z, l, m, n, p ❜❘❀✄☎♥ ☛✝ ❖❀❉r ☎✆❀✄
t✄r✄ ❣✞❆ ♣✆❦s✠ ✂s ✡✄ ❖✰✠✲❞❦s✠ (expressions) ❞❦s ❝✵❦✟s ✡❙✠❆ ❀✝ ❖❀❛t✆ ♣✠✄✝❛ ✐✠ ❀✄✝①❪ ❖❀♦✆☞✉❪①q✟✄✉ ✈✄✞✠ ☎♦❍✄✄t✉ t✞☛✡ ☛❛☎Ø❀✄✱→ ✆✠♦✝◗ ✐③✄■r ☎✆✱ ✶✍✉✄✱✷ t✄r✝ ❣✞❛❆ x ☛✝ ❣✌✉✝ ❖❀❛t✆
(4x + 5) ✍✉✄❀✄ ❋✄✄❆ ❜☛♦✝◗ ☎☞✱❪ ❣✌✉✝ ✐❣☞✝ x✆✄✝ 4 ☛✝ ①q✟✄✄ ☎✆❀✄ ✈✄✞✠ ☎✐◗✠ ①q✟✄✉✐◗☞ ✌✝❛ 5

t✄✝▼✰✄ ❋✄✄❆ ❜☛✡ ✐③✆✄✠❪ ❣✌✉✝ y ☛✝ ❖❀❛t✆ (10y � 20) ✍✉✄❀✄ ❋✄✄❆ ❜☛♦✝◗ ☎☞✱❪ ❣✌✉✝ y✆✄✝ 10 ☛✝
①q✟✄✄ ☎✆❀✄ ✈✄✞✠ ☎✐◗✠ ①q✟✄✉✐◗☞ ✌✝❛ ☛✝ 20 ✆✄✝ ❄✄❱✄❀✄ ❋✄✄❆ ❀✝ ☛❍✄✡ ❖❀❛t✆✄✝❛ ♦✝◗ ♠♥✄❣✠✟✄ ❣✞❛❆



❧❥② ❧❡❤❞❥✳❦ ✥✦

♠✐✠✄✝❉r ✐③✆✄✠ ♦✝◗ ✍✉✄✱ ①✱ ✱✆ ❖❀❛t✆ ✆✄ ✌✄✉❪ ♣✠ ♦✝◗ ♣q✉✝ ①✱ ✌✄✉ ✐✠ ☎✉❍✄❩✠ ✆✠r✄❣✞❆ t✞☛✄ ☎✆ ❣✌ ✐❣☞✝ ❣✡ ♥✝✎✄ ♣ q♦✝◗ ❣✞❛ ☎✆ t✍ x = 1 ❣✞❪ r✄✝ 4x + 5 = 9 ❣✞❴ t✍
x = 5 ❣✞❪ r✄✝  4x + 5 = 25 ❣✞ ❜☛✡ ✐③✆✄✠❪
t✍ x = 15, r✄✝ 4 x + 5 = 4×15 + 5 = 65 ❣✞❴
t✍ x = 0, r✄✝ 4 x + 5 = 4 × 0 + 5 = 5 ❣✞❪ ❜❘❀✄☎♥❆

☛✌✡✆✠✟✄ (4.1) ♣✠ x ✐✠ ✱✆ ✐③☎r✍❛✴ ❣✞❆ ❀❣ ✍r✄r✡ ❣✞ ☎✆ ❖❀❛t✆ 4x + 5 ✆✄ ✌✄✉ 65 ❣✞❆❀❣ ✐③☎r✍❛✴ x = 15 ❣✄✝✉✝ ✐✠ ☛❛rq✧❱ ❣✄✝r✄ ❣✞❆ ☛❛✎❀✄ 15 ☛✌✡✆✠✟✄ 4x + 5 = 65 ✆✄ ✱✆ ❣☞
(solution) ❣✞❆ t✍ x = 5 ❣✞❪ r✄✝ 4x + 5 = 25 ❣✞ t✄✝ 65 ♦✝◗ ✍✠✄✍✠ ✉❣✡❛ ❣✞❆ ❜☛ ✐③✆✄✠❪
x = 5 ❜☛ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄ ❣☞ ✉❣✡❛ ❣✞❆ ❜☛✡ ✐③✆✄✠❪ x = 0 ❍✄✡ ❜☛ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄ ❣☞ ✉❣✡❛ ❣✞❆ 15♦✝◗ ✈☎r☎✠❉r❪ x ✆✄ ✆✄✝❜❩ ❍✄✡ ✌✄✉ ✐③☎r✍❛✴ 4x + 5 = 65 ✆✄✝ ☛❛rq✧❱ ✉❣✡❛ ✆✠r✄ ❣✞❆

❖❀❛t✆ (10y � 20) ✆✄ ✌✄✉ y ♦✝◗ ✌✄✉ ✐✠ ☎✉❍✄❩✠ ✆✠r✄ ❣✞❆ y ✆✄✝ ✐✄→♣ ☎❍✄❯✉✫☎❍✄❯✉ ✌✄✉ ♥✝✆✠r❋✄✄ y ♦✝◗ ✐③❘❀✝✆ ✌✄✉ ♦✝◗ ☎☞✱ (10 y � 20) ✆✄ ✌✄✉ ❑✄r ✆✠♦✝◗ ❜☛✆✡ ✐q☎✧❱ ✆✡☎t✱❆
(10 y � 20) ♦✝◗ ✐③✄■r ☎✆✱ ①✱ ☎♦☎❍✄❯✉ ✌✄✉✄✝❛ ☛✝❪ ❉❀✄ ✈✄✐ 10y � 20 = 50 ✆✄ ✆✄✝❜❩ ❣☞ ♥✝✎✄✠❣✝ ❣✞❛❭ ❀☎♥ ✆✄✝❜❩ ❣☞ ✐③✄■r ✉❣✡❛ ❣q✈✄ ❣✝❪ r✄✝ y ✆✄✝ ♦q◗◆ ✈❯❀ ✌✄✉ ♥✝✆✠❪ ❑✄r ✆✡☎t✱ ☎✆✐③☎r✍❛✴ 10y � 20 = 50 ☛❛rq✧❱ ❣✄✝r✄ ❣✞ ❀✄ ✉❣✡❛❆

4.4 ❧❡❤✁❥✳� ❉❀� ❣❙❭
✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✌✝❛❪ ❧❡r❦ ❀✄ ❧❢❡❞❦ (equality) ✆✄ ☎♣➱ ☛♥✞♦ ❣✄✝r✄ ❣✞❆ ☛✌r✄ ✆✄ ☎♣➱ ❀❣♥✬✄✄ ❩r✄ ❣✞ ☎✆ ❜☛ ☎♣➱ ♦✝◗ ✍✄❜ ➧ ✈✄✝✠ ♦✝◗ ❖❀❛t✆ ➵✍✄❀✄→ ✐④✄ (LHS)➸ ✆✄ ✌✄✉ ☎♣➱ ♦✝◗ ♥✄❜ ➧ ✈✄✝✠♦✝◗ ❖❀❛t✆ ➵♥✄❀✄→ ✐④✄ (RHS)➸ ♦✝◗ ✌✄✉ ♦✝◗ ✍✠✄✍✠ ❣✞❆ ☛✌✡✆✠✟✄ (4.1) ✌✝❛❪ L.H.S (4x + 5) ❣✞ r❋✄✄
RHS 65 ❣✞❆ ☛✌✡✆✠✟✄ (4.2) ✌✝❛❪ LHS (10y � 20) r❋✄✄ RHS 50 ❣✞❆
❀☎♥ LHS ✈✄✞✠ RHS ♦✝◗ ✍✡♣ ✌✝❛ ☛✌r✄ ☎♣➱ ♦✝◗ ✈☎r☎✠❉r ✆✄✝❜❩ ✈❯❀ ☎♣➱ ❣✄✝❪ r✄✝ ♦❣ ✱✆☛✌✡✆✠✟✄ ✉❣✡❛ ❣✄✝r✡ ❣✞❆ ❜☛☎☞✱ 4x + 5 > 65 ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✉❣✡❛ ❣✞❆
❀❣ ✆❋✄✉ ❣✌✝❛ ✍r✄r✄ ❣✞ ☎✆ (4x + 5) ✆✄ ✌✄✉ 65 ☛✝ ✈☎✴✆ ❣✞❆
❜☛✡ ✐③✆✄✠❪  4x + 5 < 65 ❍✄✡ ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✉❣✡❛ ❣✞❆ ❀❣ ✆❋✄✉ ❣✌✝❛ ✍r✄r✄ ❣✞ ☎✆ (4x + 5)✆✄ ✌✄✉ 65 ☛✝ ✆✌ ❣✞❆

☛✌✡✆✠✟✄✄✝ ❛ ✌✝❛ ❣✌ ✐③✄❀✪ ❀❣ ♥✝✎✄r✝ ❣✞❛ ☎✆ RHS ♦✝◗♦☞ ✱✆ ☛❛✎❀✄ ❣✞❆ ☛✌✡✆✠✟✄ (4.1) ✌✝❛ ❀❣
65 ❣✞ r❋✄✄ ☛✌✡✆✠✟✄ (4.2) ✌✝❛ ❀❣ 50 ❣✞❆ ✐✠❛rq ✱✝☛✄ ❣✄✝✉✄ ☛♥✞♦ ✈✄♦✬❀✆ ✉❣✡❛ ❣✞❆ ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄✆✄ ♥✄❀✄→ ✐④✄ (RHS) ♣✠ ☛✝ ☛❛✍✏ ✱✆ ❖❀❛t✆ ❍✄✡ ❣✄✝ ☛✆r✄ ❣✞❆ ♠♥✄❣✠✟✄✄❋✄ ❩❪ ☛✌✡✆✠✟✄

4x + 5 = 6x � 25

✌✝❛ ☛✌r✄ ☎♣➱ ♦✝◗ ✍✄❜ ➧ ✈✄✝✠ ❖❀❛t✆ 4x + 5 ❣✞ r❋✄✄ ♠☛♦✝◗ ♥✄❜ ➧ ✈✄✝✠ ❖❀❛t✆ 6x � 25 ❣✞❆
�❛✁✂✄☎✆ ★✐ ✝s❛❪ ✱✞ �✝❤✞❥✳✄ ♣❥ ✐❥ ✱✞ ✐③✁✆❝❛✟ ❣✄s✆✄ ❣❙❆ ✐③✁✆❝❛✟ ✠❣ ❣❙ ✁✞ ♥✄s✉✄s ❛ ❖✠❛t✞✄s❛

♦s◗ ✝✄✉ ❝❥✄❝❥ ❣✄s✉s ♣✄✁❣✱❆ ✩✠✄✉ ♥❤✁t✱ ✁✞ ❜✉ ♥✄s✉✄s ❛ ❖✠❛t✞✄s ❛ ✝s ❛ �s ✞✝ �s ✞✝ ✱✞ ✝s❛ ♣❥
✈♦✬✠ ❣✄s✉✄ ♣✄✁❣✱❆

✡☛☞✌✍ ✎✏✑✒✓



①❢✳❦r✥✥
❣✌ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄ ✱✆ ☛✠☞ ✈✄✞✠ ♠✐❀✄✝①✡ ①q✟✄ ♥✝✎✄r✝ ❣✞❛❆ ☛✌✡✆✠✟✄ 4x +5 = 65 ♦❣✡ ❣✞ t✄✝☛✌✡✆✠✟✄ 65 = 4x + 5 ❣✞❆ ❜☛✡ ✐③✆✄✠❪ ☛✌✡✆✠✟✄ 6x � 25 = 4x +5 ♦❣✡ ❣✞ t✄✝ ☛✌✡✆✠✟✄

4x + 5 = 6x � 25 ❣✞❆ ✞❞✂☎ ✂✄☎❞✆✝❦ ♦ s◗ ❝❦✱ → ✈❦❙✆ ♥❦✱ → ✐✦❦❦ s✠ ♦ s◗ ❖✰✠✲❞❦s✠ ❞❦s ✈❦✐✂ ✄s✠ ❝♥②✵s

✐✆❪ ✂✄☎❞✆✝❦ ♦✡☎ ✆✡✟☎ ✡❙❆ ❀❣ ①q✟✄ ✍❣q✴✄ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠✉✝ ✌✝❛ ♠✐❀✄✝①✡ ✠❣r✄ ❣✞❆
♠�❦❣❥✳❦ 1 ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ✆❋✄✉✄✝❛ ✆✄✝ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ♦✝◗ ✿✐ ✌✝❛ ☎☞☎✎✄✱ ✪

(i) x ♦✝◗ ☎r①q✉✝ ✈✄✞✠ 11 ✆✄ ❀✄✝① 32 ❣✞❆
(ii) ❀☎♥ ☎✆☛✡ ☛❛✎❀✄ ♦✝◗ 6 ①q✉✝ ✌✝❛ ☛✝ ✈✄✐ 5 ❄✄❱✄✱→❪ r✄✝ 7 ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆
(iii) m ✆✄ ✱✆ ♣✄✞❋✄✄❜❩ 7 ☛✝ 3 ✈☎✴✆ ❣✞❆
(iv) ☎✆☛✡ ☛❛✎❀✄ ♦✝◗ ✱✆ ☎r❣✄❜❩ ✌✝❛ 5 t✄✝▼✰✉✝ ✐✠ 8 ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞ ❆
❣✁

(i) x ✆✄ ☎r①q✉✄ 3x ❣✞❆
3x ✈✄✞✠ 11 ✆✄ ❀✄✝① 3x + 11 ❣✞❆ ❀❣ ❀✄✝① 32 ❣✞❆
✈r✪❪ ♦✄❛☎◆r ☛✌✡✆✠✟✄ 3x + 11 = 32 ❣✞❆

(ii) ✈✄❜✱ ✌✄✉ ☞✝❛ ☎✆ ❀❣ ☛❛✎❀✄ z ❣✞❆ z✆✄✝ 6 ☛✝ ①q✟✄✄✆✠✉✝ ✐✠ 6z ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆
6z ✌✝❛ ☛✝ 5 ❄✄❱✄✉✝ ✐✠ 6z � 5 ✐③✄■r ❣✄✝①✄❆ ❀❣ ✐☎✠✟✄✄✌
7 ❣✞❆
✈r✪❪ ♦✄❛☎◆r ☛✌✡✆✠✟✄ 6z � 5 = 7 ❣✞❆

(iii) m ✆✄ ✱✆ ♣✄✞❋✄✄❜❩ ✂
✹
❣✞❆

❀❣ 7 ☛✝ 3 ✈☎✴✆ ❣✞❆ ❜☛✆✄ ✈❋✄❩ ❣✞ ☎✆ ✈❛r✠ ( ✄
☎

✼ ) ✍✠✄✍✠ 3 ❣✞❆
✈r✪❪ ♦✄❛☎◆r ☛✌✡✆✠✟✄ ✆

✝
✞  = 3 ❣✞❆

(iv) ♦✄❛☎◆r ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ n ✌✄✉ ☞✡☎t✱❆ n ✆✄ ✱✆ ☎r❣✄❜❩ ✟
✸
❣✞❆

♠✐✠✄✝❉r ✱✆✫☎r❣✄❜❩ t✌✄ 5, 
✟

✸
 + 5 ❣✞❆ ❀❣ 8 ♦✝◗ ✍✠✄✍✠ ❣✞ ❆

✈r✪❪ ♦✄❛☎◆r ☛✌✡✆✠✟✄ ✟
✸

 + 5 = 8 ❣✞❆
♠�❦❣❥✳❦ 2 ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ☛✄✌✄❯❀ ✆❋✄✉✄✝❛ ♦✝◗ ✿✐ ✌✝❛ ✍♥☎☞✱ ✪

(i) x � 5 = 9 (ii) 5p = 20 (iii) 3n + 7 = 1 (iv)
✂

✺
 � 2 = 6

❣✂
(i) x ✌✝❛ ☛✝ 5 ☎✉✆✄☞✉✝ ✐✠ 9 ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆
(ii) ✱✆ ☛❛✎❀✄ p ✆✄ ✐✄→♣ ①q✉✄ 20 ❣✞❆



❧❥② ❧❡❤❞❥✳❦ ✥✦

(iii) 1 ✐③✄■r ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱ n ♦✝◗ r✡✉ ①q✉✝ ✌✝❛ 7 t✄✝☎▼✰✱❆
(iv) ☎✆☛✡ ☛❛✎❀✄ m ♦✝◗ 1

5
♦✝❛ ❍✄✄① ✌✝❛ ☛✝ 2 ❄✄❱✄✉✝ ✐✠ 6 ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆

❀❣✄→ è❀✄✉ ♥✝✉✝ ❀✄✝❳❀ ✱✆ ✌❣❘♦✐✇✟✄ ❩ ✍✄r ❀❣ ❣✞ ☎✆ ✱✆ ☎♥✱ ❣q✱ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝❪ ♦✝◗♦☞ ✱✆
❣✡ ✉❣✡❛❪ ✍☎❨✆ ✈✉✝♦◗ ☛✄✌✄❯❀ ✆❋✄✉✄✝❛ ♦✝◗ ✿✐ ☎♥✱ t✄ ☛✆r✝ ❣✞❛❆ ♠♥✄❣✠✟✄✄❋✄ ❩❪ ♠✐✠✄✝❉r ☛✌✡✆✠✟✄
(i) ♦✝◗ ☎☞✱ ✈✄✐ ✆❣ ☛✆r✝ ❣✞❛ ✪
x ✌✝❛ ☛✝ 5 ❄✄❱✄❜✱❆ ✈✄✐✆✄✝ 9 ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆
✈❋✄♦✄ ☛❛✎❀✄ x, 9 ☛✝ 5 ✈☎✴✆ ❣✞❆
✈❋✄♦✄ 9 ☛❛✎❀✄ x ☛✝ 5 ✆✌ ❣✞❆
✈❋✄♦✄ x ✈✄✞✠ 5 ✆✄ ✈❛r✠ 9 ❣✞❴ ❜❘❀✄☎♥❆
♠�❦❣❥✳❦ 3 ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☎▲❋✄☎r ✐✠ ☎♦♣✄✠ ✆✡☎t✱ ✪

✠✄t✇ ♦✝◗ ☎✐r✄ ✆✡ ✈✄❀q ✠✄t✇ ✆✡ ✈✄❀q ♦✝◗ r✡✉ ①q✉✝ ☛✝ 5 ♦✧✄❩ ✈☎✴✆ ❣✞❆ ✠✄t✇ ♦✝◗ ☎✐r✄ ✆✡ ✈✄❀q
44 ♦✧✄❩ ❣✞❆ ✠✄t✇ ✆✡ ✈✄❀q ❑✄r ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✍✉✄❜✱ ✶▲❋✄✄☎✐r ✆✡☎t✱✷❆
❣② ❣✌✝❛ ✠✄t✇ ✆✡ ✈✄❀q ❑✄r ✉❣✡❛ ❣✞❆ ✈✄❜✱ ❜☛✝ y ♦✧✄❩ ✌✄✉ ☞✝❛❆ ✠✄t✇ ✆✡ ✈✄❀q ✆✄ r✡✉

①q✉✄ 3y ♦✧✄❩ ❣✞❆ ✠✄t✇ ♦✝◗ ☎✐r✄ ✆✡ ✈✄❀q 3y ♦✧✄❩ ☛✝ 5 ♦✧✄❩ ✈☎✴✆ ❣✞❆ ✈❋✄✄ ❩r⑦ ✠✄t✇
♦✝◗ ☎✐r✄ ✆✡ ✈✄❀q (3y + 5) ♦✧✄❩ ❣✞❆ ❀❣ ❍✄✡ ☎♥❀✄ ❣✞ ☎✆ ✠✄t✇ ♦✝◗ ☎✐r✄ ✆✡ ✈✄❀q
44 ♦✧✄❩ ❣✞❆

✈r✪❪ 3y + 5 = 44 (4.3)

❀❣ ♣✠ y ✌✝❛ ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ❣✞❆ ❜☛✝ ❣☞ ✆✠✉✝ ✐✠ ✠✄t✇ ✆✡ ✈✄❀q ❑✄r ❣✄✝ t✄✱①✡❆
♠�❦❣❥✳❦ 4 ✱✆ ♥q✆✄✉♥✄✠ ♥✄✝ ✐③✆✄✠ ✆✡ ✐✝☎❱❀✄✝❛ ✌✝❛ ✈✄✌ ✍✝♣r✄ ❣✞❆ ❀✝ ✐✝☎❱❀✄→ ◆✄✝❱✡ ✈✄✞✠ ✍▼✰✡

❣✞❛❆ ✱✆ ✍▼✰✡ ✐✝❱✡ ✌✝❛ 8 ◆✄✝❱✡ ✐✝☎❱❀✄✝❛ ♦✝◗ ✍✠✄✍✠ ✈✄✌ ✈✄✞✠ 4 ✎✄q☞✝ ✈✄✌ ✈✄r✝ ❣✞❛❆
✐③❘❀✝✆ ◆✄✝❱✡ ✐✝❱✡ ✌✝❛ ✈✄✌✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄ ✍r✄✉✝ ♦✄☞✄ ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✍✉✄❜✱❆ ☎♥❀✄
❣q✈✄ ❣✞ ☎✆ ✱✆ ✍▼✰✡ ✐✝❱✡ ✌✝❛ ✈✄✌✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄ 100 ❣✞❆

❣✁ ✌✄✉ ☞✡☎t✱ ☎✆ ✱✆ ◆✄✝❱✡ ✐✝❱✡ ✌✝❛ m ✈✄✌ ❣✞❛❆ ✱✆ ✍▼✰✡ ✐✝❱✡ ✌✝❛ m ♦✝◗ 8 ①q✉✝
☛✝ 4 ✈☎✴✆ ✈✄✌ ❣✞❛❆ ✈❋✄✄❩r⑦ ✱✆ ✍▼✰✡ ✐✝❱✡ ✌✝❛ 8m + 4 ✈✄✌ ❣✞❛❆ ✐✠❛rq ❀❣ ☛❛✎❀✄
100 ♥✡ ❣q❜❩ ❣✞❆ ❜☛ ✐③✆✄✠❪

8m + 4 = 100 (4.4)

❜☛ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠♦✝◗❪ ✈✄✐ ✱✆ ◆✄✝❱✡ ✐✝❱✡ ♦✝◗ ✈✄✌✄✝ ❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄ ❑✄r ✆✠ ☛✆r✝ ❣✞❛❆

♠✐✠✄✝❉r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ (ii), (iii) ✈✄✞✠ (iv)

✌✝❛ ☛✝ ✐③❘❀✝✆ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ✆✌ ☛✝✆✌ ✱✆ ✈❯❀ ✆❋✄✉ ♦✝◗ ✿✐ ✌✝❛
☎☞☎✎✄✱ ❆

✡☛☞✌✍ ✎✏✑✒✓
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✡☛✬✉✌♦②✏ 4.1

1. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✄✠✟✄✡ ♦✝◗ ✈❛☎r✌ ▲r❛❍✄ ✆✄✝ ✐✇✠✄ ✆✡☎t✱ ✪

Ø❡ ❧❡❤❞❥✳❦ ♣❥ ❞❦ ❡❦� ❝r❦❜✱ ❢❞ ❧❡❤❞❥✳❦ ❧❛rq✧❱

❧❛❬❀❦ ❣❦sr❤ ❣❙ ❀❦ �❣❤❛ ✭❣❦→❅�❣❤❛✮

(i) x + 3 = 0 x = 3 �

(ii) x + 3 = 0 x = 0 �

(iii) x + 3 = 0 x = � 3 �

(iv) x � 7 = 1 x = 7 �

(v) x � 7 = 1 x = 8 �

(vi) 5x  = 25 x = 0 �

(vii) 5x  = 25 x = 5 �

(viii) 5x  = 25 x = � 5 �

(ix)
♠

✸
= 2 m = � 6 �

(x)
♠

✸
= 2 m = 0 �

(xi)
♠

✸
= 2 m = 6 �

2. t✄→♣ ✆✡☎t✱ ☎✆ ✆✄✝✧❇✆✄✝❛ ✌✝❛ ☎♥❀✝ ❣q✱ ✌✄✉❪ ☎♥✱ ①✱ ☛❛①r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ♦✝◗ ❣☞ ❣✞❛ ❀✄ ✉❣✡❛ ✪
(a) n + 5 = 19 (n = 1) (b) 7n + 5 = 19 (n = � 2) (c) 7n + 5 = 19 (n = 2)

(d) 4p � 3 = 13 (p = 1) (e) 4p � 3 = 13 (p = � 4) (f) 4p � 3 = 13 (p = 0)

3. ✐③❀❘✉ ✈✄✞✠ ❍✄ ✇☞ ☎♦☎✴ ☛✝ ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

(i) 5p + 2 = 17 (ii) 3m � 14 = 4

4. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ✆❋✄✉✄✝❛ ♦✝◗ ☎☞✱ ☛✌✡✆✠✟✄ ♥✡☎t✱ ✪

(i) ☛❛✎❀✄✈✄✝❛ x ✈✄✞✠ 4 ✆✄ ❀✄✝① 9 ❣✞❆ (ii) y ✌✝❛ ☛✝ 2 ❄✄❱✄✉✝ ✐✠ 8 ✐③✄■r ❣✄✝r✝ ❣✞❛❆
(iii) a ✆✄ 10 ①q✉✄ 70 ❣✞❆ (iv) ☛❛✎❀✄ b ✆✄✝ 5 ☛✝ ❍✄✄① ♥✝✉✝ ✐✠ 6 ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆
(v) t ✆✄ r✡✉✫♣✄✞❋✄✄❜❩ 15 ❣✞❆
(vi) m ✆✄ 7 ①q✉✄ ✈✄✞✠ 7 ✆✄ ❀✄✝①✐◗☞ ✈✄✐✆✄✝ 77 ♥✝r✄ ❣✞❆
(vii) ✱✆ ☛❛✎❀✄ x ✆✡ ♣✄✞❋✄✄❜❩ ➼✟✄ 4 ✈✄✐✆✄✝ 4 ♥✝r✄ ❣✞❆
(viii) ❀☎♥ ✈✄✐ y ♦✝◗ 6 ①q✉✝ ✌✝❛ ☛✝ 6 ❄✄❱✄✱→❪ r✄✝ ✈✄✐✆✄✝ 60 ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆
(ix) ❀☎♥ ✈✄✐ z ♦✝◗ ✱✆✫☎r❣✄❜❩ ✌✝❛ 3 t✄✝▼✰✝❛❪ r✄✝ ✈✄✐✆✄✝ 30 ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆



❧❥② ❧❡❤❞❥✳❦ ✥✶

5. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ☛✄✌✄❯❀ ✆❋✄✉✄✝ ❛ ♦✝◗ ✿✐ ✌✝❛ ☎☞☎✎✄✱ ✪

(i) p + 4 = 15 (ii) m � 7 = 3 (iii) 2m = 7 (iv)
♠

✺
 = 3

(v)
✸

✺

♠
 = 6 (vi) 3p + 4 = 25 (vii) 4p � 2 = 18 (viii)

♣

✷
 + 2 = 8

6. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☎▲❋✄☎r❀✄✝❛ ✌❛ ✝ ☛✌✡✆✠✟✄ ✍✉✄❜✱ ✪

(i) ❜✠✐◗✄✉ ✆❣r✄ ❣✞ ☎✆ ♠☛♦✝◗ ✐✄☛❪ ✐✠✌✡r ♦✝◗ ✐✄☛ ☎tr✉✝ ♦→◗♣✝ ❣✞❛ ♠✉♦✝◗ ✐✄→♣ ①q✉✝ ☛✝ 7✈☎✴✆ ♦→◗♣✝ ❣✞❛❆ ❜✠✐◗✄✉ ♦✝◗ ✐✄☛ 37 ♦→◗♣✝ ❣✞❛❆ ✶✐✠✌✡r ♦✝◗ ♦→◗♣✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ m☞✡☎t✱❆✷
(ii) ☞④✌✡ ♦✝◗ ☎✐r✄ ✆✡ ✈✄❀q 49 ♦✧✄❩ ❣✞❆ ♠✉✆✡ ✈✄❀q❪ ☞▼✰✆✡ ✆✡ ✈✄❀q ♦✝◗ r✡✉ ①q✉✝ ☛✝

4 ♦✧✄❩ ✈☎✴✆ ❣✞❆ ✶☞④✌✡ ✆✡ ✈✄❀q ✆✄✝ y ♦✧✄❩ ☞✡☎t✱❆✷
(iii) ✈è❀✄☎✐✆✄ ✍r✄r✡ ❣✞❛ ☎✆ ♠✉✆✡ ✆④✄✄ ✌❛✝ ✱✆ ☎♦⑤✄❋✄✡❩ ⑥✄✠✄ ✐③✄■r ☎✆✱ ①✱ ✈☎✴✆r✌✈❛✆❪ ✐③✄■r ☎✆✱ ❯❀✇✉r✌ ✈❛✆ ✆✄ ♥q①q✉✄ ✴✉ 7 ❣✞❛❆ ✐③✄■r ☎✆✱ ①✱ ✈☎✴✆r✌ ✈❛✆

87 ❣✞❛❆ ✶❯❀✇✉r✌ ✐③✄■r ☎✆✱ ①✱ ✈❛✆✄✝❛ ✆✄✝ l ☞✡☎t✱❆✷
(iv) ✱✆ ☛✌☎⑥✍✄❣q ☎❂✄❍✄ qt ✌✝❛ ✬✄✡✧✄ ❩ ✆✄✝✟✄ ✐③❘❀✝✆ ✈✄✴✄✠ ✆✄✝✟✄ ✆✄ ♥q①q✉✄ ❣✞❆ ✶✌✄✉ ☞✡☎t✱✐③❘❀✝✆ ✈✄✴✄✠ ✆✄✝✟✄ b ☎▼①③✡ ❣✞❆ ❀✄♥ ✠☎✎✄✱ ☎✆ ☎❂✄❍✄ qt ♦✝◗ r✡✉✄✝ ❛ ✆✄✝✟✄✄✝ ❛ ✆✄ ❀✄✝①

180 ☎▼①③✡ ❣✄✝r✄ ❣✞❆✷
4.4.1 ✱❞ ❧❡❤❞❥✳❦ ❞❦s ❣✁ ❞❥✉❦

❜☛ ☛☎✌✆✄ ✐✠ ☎♦♣✄✠ ✆✡☎t✱
8 � 3 = 4 + 1 (4.5)

☛☎✌✆✄ (4.5) ☛❘❀ ❣✞❪ ❉❀✄✝❛☎✆ ❜☛♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄ ✍✠✄✍✠ ❣✞❛ ✶✐③❘❀✝✆ 5 ♦✝◗ ✍✠✄✍✠ ❣✞✷❆
✦ ✈✄❜✱ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ 2 t✄✝▼✰✝❛❆ ❜☛♦✝◗ ✐☎✠✟✄✄✌▲♦✿✐❪ ❣✌✝❛ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞✪

LHS = 8 � 3 + 2 = 5 + 2 = 7, RHS = 4 + 1 + 2 = 5 + 2 = 7.

✐q✉✪❪ ☛☎✌✆✄ ✶✹✲�✷ ☛❘❀ ❣✞ ✶✈❋✄✄❩r LHS ✈✄✞✠ RHS ☛✌✄✉ ❣✞❛✷❆
❜☛ ✐③✆✄✠❪ ✰✞♥ ✡✄ ✱❞ ✂✞✄❞❦ ♦ s◗ ♥❦s✵❦s✠ ✐✦❦❦ s✠ ✄s✠ ✱❞ ✡☎ ✂✠❬✰❦ ✲❦s▼✰s✠❪ ✟❦s ❍❦☎ ♦✡ ✂✞✄❞❦

✂❘✰ ✡❦s✟☎ ✡❙❆

✦ ✈✄❜✱ ✈✍ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ ☛✝ 2 ❄✄❱✄❜✱❆ ❜☛♦✝◗ ✐☎✠✟✄✄✌▲♦✿✐❪ ❣✌✝❛ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞ ✪
LHS = 8  � 3 � 2 = 5 � 2 = 3, RHS = 4 + 1 � 2 = 5 � 2 = 3.

✐q✉✪❪ ♦❣ ☛☎✌✆✄ ☛❘❀ ❣✞❆
❜☛ ✐③✆✄✠❪ ❀❢♥ ❣✁ ✂✄ ☎❢✁✄❦ ♦✆◗ ♥❦✆✝❦✆ ❛ ✐✞❦❦✆ ❛ ✁✆ ❛ ☎✆ ✂✄ ❣✟ ☎❛✠❀❦ ✧❦❱❦✂→❪ r❦✆ ✡❦✟ ♦❣ ☎❢✁✄❦

☎☛❀ ❣❦✆r✟ ❣❙❆

✦ ❜☛✡ ✐③✆✄✠❪ ❀❢♥ ❣✁ ✂✄ ☎❢✁✄❦ ♦✆◗ ♥❦✆✝❦✆ ❛ ✐✞❦❦✆ ❛ ✄❦✆ ✂✄ ❣✟ ✬❦✇❯❀✆r❥ (non-zero) ✂✠❬✰❦ ✂s

①q✝❦❦ ❞✆s✠ ✰❦ ❍❦❦① ♥ s✠❪ ✟❦s ❍❦☎ ♦✡ ✂✞✄❞❦ ✂❘✰ ✡❦s✟☎ ✡❙❆

♠♥✄❣✠✟✄✄❋✄ ❩❪ ✈✄❜✱ ♠✐✠✄✝❉r ☛☎✌✆✄ ♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 3 ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✠✝❛❆ ❣✌❛✝ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞ ✪
LHS = 3 × (8 � 3) = 3 × 5 = 15, RHS = 3 × (4 + 1) = 3 × 5 = 15.

☛☎✌✆✄ ☛❘❀ ❣✞❆



①❢✳❦r✥✷

✱❞ ✂✠✟q✞②✟ ✂✄☎❞✆✝❦ ✟✆❦✲✇ ✲❙✂☎ ✡❙

✞✲✂♦ s◗ ♥❦s✵❦s✠ ✐②▼✰❦ s✠ ✄s✠ ❝✆❦❝✆ ❝❦ →❱ ✆❬❦s✠ ✡❦s✠❆

✈✄❜✱ ✈✍ ❣✌ ♠✐✠✄✝❉r ☛☎✌✆✄ ♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 2 ☛✝ ❍✄✄① ✆✠✝❛ ❆
LHS = 

5
(8 3) 2 5 2

2
✥ ✦ ❂ ✦ ❂

RHS = 
5

(4 1) 2 5 2
2

� ✁ ✂ ✁ ✂  = LHS

✐q✉✪❪ ☛☎✌✆✄ ☛❘❀ ❣✞❆
❀☎♥ ❣✌ ✆✄✝❜❩ ✈❯❀ ☛☎✌✆✄ ☞✝❛❪ r✄✝ ❍✄✡ ❣✌✝❛ ❀❣✡ ☎✉✧✆✧✄❩ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆
✌✄✉ ☞✡☎t✱ ☎✆ ❣✌ ❜☛ ☎✉❀✌ ✆✄ ✐✄☞✉ ✉❣✡❛ ✆✠r✝ ❣✞❛❆ ☎♦✬✄✝✧✄ ✿✐ ☛✝❪ ✌✄✉ ☞✡☎t✱ ☎✆

❣✌ ✱✆ ☛☎✌✆✄ ♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ ☎❍✄❯✉✫☎❍✄❯✉ ☛❛✎❀✄✱→ t✄✝▼✰r✝ ❣✞ ❛❆ ❜☛ ☎▲❋✄☎r ✌✝❛❪ ❣✌ ♥✝✎✄✝❛①✝ ☎✆
☛☎✌✆✄ ☛❘❀ ✉❣✡❛ ❣✄✝①✡ ✶✈❋✄✄❩r ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄ ☛✌✄✉ ✉❣✡❛ ❣✄✝ ❛①✝✷❆ ♠♥✄❣✠✟✄✄❋✄ ❩❪ ✈✄❜✱ ☛☎✌✆✄ (4.5)

✆✄✝ ✐q✉✪ ☞✝❛❛ ✪
8 � 3 = 4 + 1

✈✍❪ ❜☛♦✝◗ ✍✄✱→ ✐④✄ ✌✝❛ 2 t✄✝▼✰✝ ❛ ✈✄✞✠ ♥✄✱→ ✐④✄ ✌✝❛ 3 t✄✝▼✰✝❆ ✈✍ ✉❜ ❩ LHS = 8 � 3 + 2

= 5 + 2 = 7 ❣✞ r❋✄✄ ✉❜❩ RHS = 4 + 1 + 3 = 5 + 3 = 8 ❣✞❆ ✈✍❪ ☛☎✌✆✄ ☛❘❀ ✉❣✡❛ ❣✞❪ ❉❀✄✝❛☎✆✉❜❩ LHS ✈✄✞✠ RHS ✍✠✄✍✠ ✉❣✡❛ ❣✞❛❆
❜☛ ✐③✆✄✠❪ ✰✞♥ ✡✄ ✱❞ ✂✞✄❞❦ ♦ s◗ ♥❦s✵❦s✠ ✐✦❦❦ s✠ ✄s✠❪ ❞❦s❜❩ ①✞✝❦✟☎✰ ✂✠✞Ø✰❦ ✱❞ ✡☎ ✂✠❬✰❦ ♦ s◗

✂❦❋❦ ✵ ❞✆s✠❪ ✟❦s ✂✞✄❞❦ ✂❘✰ ✵✡☎✠ ✡❦s✟☎ ✡❙❆

✂✄☎❞✆✝❦❪ ✱❞ ♣✆❦s✠ ♦❦②☎ ✂✞✄❞❦ ✡❦s✟☎ ✡❙❆

♠✐☞❦ s❉r ❢✉✧❞✧❦ ✄ ❧❡❤❞☞✳❦❦ s❛ ♦s◗ ❢②✱ ❍❦❤ ❡❦❯❀ ❣❦ sr s ❣ ❙ ❛❪ ❉❀❦ s❛❢❞ ✐③❘❀s❞ ❧❡❤❞☞✳❦ ❡ s❛
☛☞ ♦s◗♦② ❧ ❛❬❀❦ ❣❤ ❢✉✿❢✐r ❞☞r❦ ❣❙❆

✐③✄❀✪ ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝ ✱✆ r✄✞☞✉✝ ♦✄☞✡ r✠✄t✇ ❀✄ rq☞✄ (balance) ☛✌❃✄ t✄r✄ ❣✞❆ ✱✆
☛✌✡✆✠✟✄ ✐✠ ✱✆ ①☎✟✄r✡❀ ☛❛☎Ø❀✄ ✆✠✉✄ ❜☛ ✐③✆✄✠ ☛✌❃✉✄ ♣✄☎❣✱❪ t✞☛✝ ☎✆ r✄✞☞✉✝ ♦✄☞✡ r✠✄t✇♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐☞▼✰✄✝❛ ✌✝❛ ✍✠✄✍✠ ✍✄→❱ ▼✄☞✉✄ ❀✄ ♠✉✌✝❛ ☛✝ ✍✠✄✍✠ ✍✄→❱ ☎✉✆✄☞ ☞✝✉✄❆

[✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✱✆ ✱✝☛✡ r✄✞☞✉✝ ♦✄☞✡ r✠✄t✇ ☛✌❃✄ t✄ ☛✆r✄ ❣✞❪ ☎t☛♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐☞▼✰✄✝❛ ✌✝ ❛
✍✠✄✍✠ ✍✄→❱ ✠✎✄✝ ❣✄✝❛❆] ❜☛ ☎▲❋✄☎r ✌✝❛❪ r✠✄t✇ ✆✡ ▼❛▼✡ ❇✡✆ ④✄✞☎rt ✠❣r✡ ❣✞❆ ❀☎♥ ❣✌ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐☞▼✰✄✝❛✌✝❛ ✍✠✄✍✠ ✍✄→❱ (weights) ▼✄☞✝❛❪ r✄✝ ▼❛▼✡ ✈❍✄✡ ❍✄✡ ④✄✞☎rt ❣✡ ✠❣r✡ ❣✞❆ ❜☛✡ ✐③✆✄✠❪ ❀☎♥ ❣✌ ♥✄✝✉✄✝❛✐☞▼✰✄✝❛ ✌✝❛ ☛✝ ✍✠✄✍✠ ✍✄ →❱ ❣❱✄ ☞✝❛ ✶☎✉✆✄☞✝❛✷❪ r✄✝ ❍✄✡ ▼❛▼✡ ④✄✞☎rt ✠❣r✡❣✞❆ ❜☛♦✝◗ ☎♦✐✠✡r❪ ❀☎♥ ❣✌ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐☞▼✰✄✝❛ ✌❛✝ ☎❍✄❯✉ ✍✄→❱ ▼✄☞✝❛ ✶t✄✝▼✰✝❛✷❀✄ ♠✉✌✝❛ ☛✝ ☎❍✄❯✉ ✍✄→❱ ☎✉✆✄☞✝❛ ✶❄✄❱✄✱→✷❪ r✄✝ ❍✄✡ r✠✄t✇ ✆✡ ▼❛▼✡ ✆✄

☛❛rq☞✉ ☎✍①▼✰ t✄r✄ ❣✞❪ ✈❋✄✄ ❩r⑦ ▼❛▼✡ ④✄✞☎rt ✐✠ ✉❣✡❛ ✠❣r✡ ❣✞❆
❣✌ ❀❣ ☎☛✏✄❛r ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠✉✝ ✌✝❛ ✐③❀✄✝① ✆✠r✝❣✞❛❆ ☎✉▲☛❛♥✝❣❪ ❀❣✄→ r✠✄t✇ ✆✄❨✐☎✉✆ ❣✞ r❋✄✄ ☛❛✎❀✄✈✄✝❛ ✆✄✝ ✍✄→❱✄✝❛ ✆✡r✠❣ ❍✄✄✞☎r✆ ✿✐ ☛✝ ☛❛rq☎☞r ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱ ✐③❀✄✝① ☎✆❀✄ t✄ ☛✆r✄❆❜☛ ☎☛✏✄❛r ✆✄✝ ✐③▲r qr ✆✠✉✝ ✆✄ ❀❣✡ ✌q✎❀ ♠í✝✬❀ ❣✞❆ ✈✄❜✱ ♦q◗◆♠♥✄❣✠✟✄ ☞✝❛❆



❧❥② ❧❡❤❞❥✳❦ ✥✦

❣✌ � ✆✄✝ ❉❀✄✝❛ ❄✄❱✄✱→ ✆✄✝❜❩ ✈✄✞✠☛❛✎❀✄ ❉❀✄✝❛ ✉ ❄✄❱✄✱→❭ � ✆✄✝ t✄✝▼✰✆✠ ♥✝☎✎✄✱❆ ❉❀✄ ❀❣ ♦q◗◆ ☛❣✄❀r✄✆✠✝①✄❭ ❉❀✄✝❛ ✉❣✡❛❭
✱✝☛✄ ❜☛☎☞✱ ☎✆❀✄ ❣✞❪ ❉❀✄✝❛☎✆ �✆✄✝❄✄❱✄✉✝ ✐✠ ✧★✩★✪★ ✌✝❛ ⑧ ✠❣ t✄r✄ ❣✞❆

✦ ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄ ✐✠ ☎♦♣✄✠ ✆✡☎t✱✪
x + 3 = 8 (4.6)

❣✌ ❜☛ ☛✌✡✆✠✟✄ ♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ ☛✝ 3 ✆✄✝ ❄✄❱✄r✝ ❣✞❛❆
✉❜❩ LHS ❣✞ ✪ x + 3 � 3 = x r❋✄✄ ✉❜❩ RHS ❣✞ ✪ 8 � 3 = 5

♣✇→☎✆ ❜☛☛✝ ☛❛r q☞✉ ✌✝❛ ✆✄✝❜❩ ✐☎✠♦r❩✉ ✉❣✡❛ ❣✄✝r✄ ❣✞❪ ❜☛☎☞✱ ❣✌✝❛ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞ ✪
✉❜❩ LHS = ✉❜❩ RHS ❀✄ x = 5

❀❣ ♦❣✡ ❣✞❪ t✄✝ ❣✌ ♣✄❣r✝ ❣✞❛❆ ✈❋✄✄❩r ⑦ ❀❣ ☛✌✡✆✠✟✄ (4.6) ✆✄ ✱✆ ❣☞ ❣✞❆
❜☛✆✡ ✐q☎✧❱ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱ ☎✆ ❀❣ ☛❣✡ ❣✞ ❀✄ ✉❣✡❛❪ ❣✌ ✐③✄✠❛☎❍✄✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✌❛✝
x = 5 ✠✎✄✝❛①✝❆ ❣✌✝❛ LHS = x + 3 = 5 + 3 = 8 ✐③✄■r ❣✄✝r✡ ❣✞❪ t✄✝ RHS ♦✝◗ ✍✠✄✍✠ ❣✞❆ ❀❣✡ ❣☞☛❣✡ ❣✄✝✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱ ✈✄♦✬❀✆ ❣✞❆
☛✌✡✆✠✟✄ ♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ ☛❣✡ ①☎✟✄r✡❀ ☛❛☎Ø❀✄ ✆✠✉✝ ☛✝ ✶✈❋✄✄❩r⑦ 3 ❄✄❱✄✉✝ ☛✝✷❪ ❣✌
☛✌✡✆✠✟✄ ♦✝◗ ❣☞ ✐✠ ✐❣q→♣ ①✱ ❆

✦ ✈✄❜✱ ✱✆ ✈❯❀ ☛✌✡✆✠✟✄ ☞✝❛ ✪
x � 3 = 10 (4.7)

❀❣✄→ ❣✌✝❛ ❉❀✄ ✆✠✉✄ ♣✄☎❣✱❭ ❣✌✝❛ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝ ❛ 3 t✄✝▼✰✉✄ ♣✄☎❣✱❆ ✱✝☛✄ ✆✠✉✝ ☛✝❪ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄
☛❛rq☞✉ ✍✉✄ ✠❣✝①✄ r❋✄✄ L.H.S ✌✝❛ ♦✝◗♦☞ x ✠❣ t✄✱①✄❆
✉❜❩ LHS = x � 3 + 3 = x  , ✉❜❩ RHS = 10 + 3 = 13

✈r✪ x = 13 ❣✞❪ t✄✝ ♦✄❛☎◆r ❣☞ ❣✞❆
✐③✄✠❛☎❍✄✆ ☛✌✡✆✠✟✄ (4.7) ✌✝❛ x = 13 ✠✎✄✉✝ ✐✠❪ ❣✌ ❜☛✆✡ ✐q☎✧❱✆✠r✝ ❣✞❛ ☎✆ ❀❣ ❣☞ ☛❣✡ ❣✞ ✪
✐③✄✠❛☎❍✄✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✡ LHS = x � 3 = 13 � 3 = 10 ❣✞❆
t✞☛✄ ☎✆ ♦✄❛◆✉✡❀ ❣✞ ❀❣❪ RHS ♦✝◗ ✍✠✄✍✠ ❣✞❆

✦ ❜☛✡ ✐③✆✄✠❪ ✈✄❜✱ ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ♥✝✎✄✝❛ ✪
5y = 35 (4.8)

♠

✷
 = 5  (4.9)

✐❣☞✡ ☎▲❋✄☎r ✌✝❛❪ ❣✌ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 5 ☛✝ ❍✄✄① ♥✝❛①✝❆ ❜☛☛✝ LHS ✌✝❛ ♦✝◗♦☞ y ✠❣ t✄r✄ ❣✞❆



①❢✳❦r✥✦

✉❜❩ LHS = 
✺

✺

✺

✺

② ②
②❂

➫
❂ , ✉❜❩ RHS = 

✸�

�

� ✼

�
✼✁

✂
✁

✈r✪ y = 7

❀❣✡ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄ ♦✄❛☎◆r ❣☞ ❣✞❆ ❣✌ ☛✌✡✆✠✟✄  (4.8) ✌✝❛ y = 7 ✐③☎r▲❋✄✄☎✐r ✆✠♦✝◗ ❜☛✆✡
t✄→♣ ✆✠ ☛✆r✝ ❣✞❛ ☎✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ☛❛rq✧❱ ❣✄✝ t✄r✄ ❣✞❆
♥✇☛✠✡ ☎▲❋✄☎r ✌✝❛❪ ❣✌ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 2 ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✠r✝ ❣✞❛❆ ❜☛☛✝ LHS ✌✝❛ ♦✝◗♦☞ m ✠❣ t✄r✄ ❣✞❆
✉❜❩  LHS =

♠

✷
✷✄  = m. r❋✄✄ ✉❜❩ RHS = 5 × 2 = 10 ❣✞❆

✈r✪❪ m = 10 ✶❀❣✡ ♦✄❛☎◆r ❣☞ ❣✞❆ ✈✄✐ ❜☛✆✡ t✄→♣ ✆✠ ☛✆r✝ ❣✞❛ ☎✆ ❀❣ ❣☞ ☛❣✡ ❣✞❀✄ ✉❣✡❛✷❆♠✐✠✄✝❉r ♠♥✄❣✠✟✄✄✝❛ ☛✝ ❀❣ ♥✝✎✄✄ t✄ ☛✆r✄ ❣✞ ☎✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ♦✝◗ ❣☞ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ❣✌✝❛ ☎t☛☛❛☎Ø❀✄ ✆✡ ✈✄♦✬❀✆r✄ ✐▼✰✝①✡ ♦❣ ☛✌✡✆✠✟✄ ✐✠ ☎✉❍✄❩✠ ✆✠r✄ ❣✞❆ ❣✌✄✠✄ ✐③❀✄☛ ❀❣ ❣✄✝✉✄ ♣✄☎❣✱☎✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✌✝❛ ♣✠ ✐❵❋✄♦⑦◗ ❣✄✝ t✄✱❆ ✆❍✄✡✫✆❍✄✡ ✱✝☛✄ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ❣✌✝❛ ✱✆ ☛✝ ✈☎✴✆①☎✟✄r✡❀ ☛❛☎Ø❀✄✱→ ✆✠✉✡ ✐▼✰ ☛✆r✡ ❣✞❛❆ ❜☛✆✄✝ ✌☎▲r✧✆ ✌✝❛ ✠✎✄r✝ ❣q✱❪ ✈✄❜✱ ♦q◗◆ ✈✄✞✠ ☛✌✡✆✠✟✄❣☞ ✆✠✝❛❆
♠♥�❣❥✳� 5 ❣☞ ✆✡☎t✱✪
(a) 3n + 7 = 25 (4.10)

(b) 2p � 1 = 23 (4.11)

❣✁

(a) ❣✌ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✡ LHS ✌❛✝ ♣✠ n ✆✄✝ ✐❵❋✄♦⑦◗ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ✱✆ ♣✠✟✄✍✏ ☎♦☎✴ ☛✝ ✆✄❀❩✆✠r✝ ❣ ✞ ❛ ❆ LHS ❀❣✄ → 3n + 7 ❣ ✞❆ ✐❣☞ ✝ ❣✌ ❜☛✌✝ ❛ ☛ ✝ 7 ❄ ✄❱✄✱ →① ✝❪ ☎ t☛☛✝
3n ✐③✄■r ❣✄✝①✄❆ ❜☛☛✝ ✈①☞✝ ♣✠✟✄ ✌✝❛❪ ❣✌ ❜☛✝ 3 ☛✝ ❍✄✄① ♥✝❛①✝❪ ☎t☛☛✝ n ✐③✄■r ❣✄✝①✄❆ ❀✄♥✠☎✎✄✱ ☎✆ ❣✌✝❛ ☛✌✡✆✠✟✄ ♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ ✱✆ ❣✡ ☛❛☎Ø❀✄ ✆✠✉✡ ♣✄☎❣✱❆ ✈r✪❪ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛
✌✝❛ ☛✝ 7 ❄✄❱✄✉✝ ✐✠❪

3n + 7 � 7 = 25 � 7 (♣✠✟✄ 1)

❀✄❪ 3n = 18

✈✍ ♥✄✝✉✄✝ ❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 3 ☛✝ ❍✄✄① ♥✡☎t✱ ✪

☎

☎

✆
 =

18

3
(♣✠✟✄ 2)

❀✄❪ n = 6, t✄✝ ❜☛✆✄ ❣☞ ❣✞❆
(b) ❀❣✄→ ❣✌✝❛ ❉❀✄ ✆✠✉✄ ♣✄☎❣✱❭ ✐❣☞✝ ❣✌ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ 1 t✄✝▼✰r✝ ❣✞❛ ✪

2p � 1 + 1 = 23 + 1 (♣✠✟✄ 1)

❀✄ 2p = 24



❧❥② ❧❡❤❞❥✳❦ ✥✺

✈✍❪ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 2 ☛✝ ❍✄✄① ♥✝r✝ ❣✞❛ ✪ ✷

✷

✷✹

✷

♣
❂ (♣✠✟✄ 2)

❀✄ p = 12, t✄✝ ❜☛✆✄ ❣☞ ❣✞❆
✈✄✐✆✄✝ ✱✆ ✈P◆✡ ✈✄♥r ☎♦✆☎☛r ✆✠ ☞✝✉✡ ♣✄☎❣✱❪ t✄✝ ❀❣ ❣✞ ☎✆ ✐③✄■r ☎✆✱ ❣☞ ✆✡ t✄→♣

✈♦✬❀ ✆✠ ☞✝❛❆ ❀⑤☎✐ ❣✌✉✝ ❀❣ (a) ♦✝◗ ☎☞✱ ✉❣✡❛ ☎✆❀✄ ❣✞❪ ✐✠❛rq ✈✄❜✱ ❜☛ ♠♥✄❣✠✟✄ (b) ♦✝◗ ☎☞✱
✱✝☛✄ ✆✠✝❛❆
✈✄❜✱ ❜☛ ❣☞ p = 12 ✆✄✝ ☛✌✡✆✠✟✄ ✌✝❛ ✠✎✄✝❛ ❆

LHS = 2p � 1 = 2 × 12 � 1 = 24 � 1

= 23 = RHS

❜☛ ✐③✆✄✠❪ ❣☞ ✆✡ ☛❘❀r✄ ✆✡ t✄→♣ ❣✄✝ ①❜❩❆
♠✐✠✄✝❉r (a) ♦✝◗ ❣☞ ✆✡ ❍✄✡ ✈✍ ✈✄✐ t✄→♣ ✆✠ ❣✡ ☞✡☎t✱ ❆

✈✍ ❣✌ ❜☛ ☎▲❋✄☎r ✌✝❛ ❣✞❛ ☎✆ ✈■✐✇❪ ☛☎✠r✄ ✈✄✞✠ ✈✌✡✉✄ ⑥✄✠✄ ✐③▲r qr ☎✆✱ ①✱ ✍✄✞☎✏✆ ✎✄✝☞
✐✠ ♦✄✐☛ t✄✱→ ✈✄✞✠ ☛✌❃✝❛ ☎✆ ♠❯❣✄✝ ❛✉✝ ✈✐✉✝ ♠Ù✄✠ ☎✆☛ ✐③✆✄✠ ❑✄r ☎✆✱❆ ❜☛ ✆✄❀❩ ♦✝◗ ☎☞✱❪
✈✄❜✱ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝ ❛ (4.1) ✈✄✞✠ (4.2) ✆✄✝ ♥✝✎✄✝❛❪ t✄✝ Ø✌✬✄✪ ✈✌✡✉✄ ✈✄✞✠ ✈■✐✇ ♦✝◗ ♠♥✄❣✠✟✄✄✝ ❛ ♦✝◗
☛❛①r ❣✞❛❆
✦ ✐❣☞✝ ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄ ✐✠ ☎♦♣✄✠ ✆✡☎t✱✪  4x + 5 = 65. (4.1)

♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ ☛✝ 5 ❄✄❱✄✉✝ ✐✠❪  4x + 5 � 5 = 65 � 5.

✈❋✄✄❩r⑦❪ 4x = 60

x ✆✄✝ ✐❵❋✄♦⑦◗ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ♥✄✝✉✄✝ ❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 4 ☛✝ ❍✄✄① ♥✝✉✝ ✐✠❪ �

�

①
 = 

60

4

❀✄ x = 15, t✄✝ ♦✄❛☎◆r ❣☞ ❣✞❆ ✶t✄→♣ ✆✡☎t✱ ☎✆ ❀❣ ☛❣✡ ❣✞❆✷
✦ ✈✍ ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄ ✐✠ ☎♦♣✄✠ ✆✡☎t✱✪

10y � 20 = 50 (4.2)

♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛❪ 20 t✄✝▼✰✉✝ ✐✠❪ ❣✌✝❛ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞✪
10y � 20 + 20 = 50 + 20 ❀✄  10y = 70

♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 10 ☛✝ ❍✄✄① ♥✝✉✝ ✐✠❪ ❣✌✝❛ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞ ✪ ✶✁

✶✁

②
 =

70

10

❀✄❪ y = 7, t✄✝ ♦✄❛☎◆r ❣☞ ❣✞❆ ✶t✄→♣ ✆✡☎t✱ ☎✆ ❀❣ ☛❣✡ ❣✞❆✷
✈✄✐ ❀❣ ✈✉q❍✄♦ ✆✠✝❛①✝ ☎✆ ❇✡✆ ❀❣✡ ♠Ù✄✠ ✈■✐✇❪ ☛☎✠r✄ ✈✄✞✠ ✈✌✡✉✄ ✉✝ ☎♥✱ ❋✄✝❆ ♠❯❣✄✝❛✉✝

☛✌✡✆✠✟✄ ✍✉✄✉✄ ✈✄✞✠ ☎✐◗✠ ♠❯❣✝❛ ❣☞ ✆✠✉✄ ☛✡✎✄ ☎☞❀✄ ❋✄✄❆ ❜☛✡ ✆✄✠✟✄ ♦✝ ✈✐✉✄ ✍✄✞☎✏✆ ✎✄✝☞
✍✉✄✆✠ ☛❛✐✇✟✄ ❩ ✆④✄✄ ✐✠ ✈✐✉✄ ✐③❍✄✄♦ ▼✄☞ ✐✄✱❆ ❣✌ ❜☛ ✐✠ ✈✉qP◆✝♥ 4.7 ✌✝❛ ♦✄✐☛ ✈✄✱→①✝❆



①❢✳❦r✥✦

✡☛✬✉♦②✏ 4.2

1. ✐❣☞✝ ♣✠ ✆✄✝ ✐❵❋✄♦⑦◗ ✆✠✉✝ ♦✄☞✄ ♣✠✟✄ ✍r✄❜✱ ✈✄✞✠ ☎✐◗✠ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

(a) x � 1 = 0 (b) x + 1 = 0 (c) x � 1 = 5

(d) x + 6 = 2 (e) y � 4 = � 7 (f) y � 4 = 4

(g) y + 4 = 4 (h) y + 4  = � 4

2. ✐❣☞✝ ♣✠ ✆✄✝ ✐❵❋✄♦⑦◗ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱ ✐③❀✄✝① ☎✆✱ t✄✉✝ ♦✄☞✝ ♣✠✟✄ ✆✄✝ ✍r✄❜✱ ✈✄✞✠ ☎✐◗✠
☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

(a) 3l = 42 (b)
❜

✷
✻❂ (c)

♣

✼
✹� (d) 4x = 25

(e) 8y = 36 (f)
③

✸

✺

✹
� (g)

❛

✁

✂

✶✁
✄ (h) 20t = � 10

3. ♣✠ ✆✄✝ ✐❵❋✄♦⑦◗ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ t✄✝ ✈✄✐ ♣✠✟✄ ✐③❀✄✝① ✆✠✝❛①✝❪ ♠☛✝ ✍r✄❜✱ ✈✄✞✠ ☎✐◗✠ ☛✌✡✆✠✟✄✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

(a) 3n � 2 = 46 (b) 5m + 7 = 17 (c)
✷✵

☎
✆✵

✝
✞ (d)

✟

✶✠
✡

☛
✄

4. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

(a) 10p = 100 (b) 10p + 10 = 100 (c)
☞

✝
✌✍ (d)

✎

✏
✑✒

(e)
✟

✓
✡

☛
✄ (f) 3s = �9 (g) 3s + 12 = 0 (h) 3s = 0

(i) 2q = 6 (j) 2q � 6 = 0 (k) 2q + 6 = 0 (l) 2q + 6 = 12

4.5 ♦q◗◆ ✈�❙❥ ❧❡❤✁❥✳�
✈✄❜✱ ♦q◗◆ ✈✄✞✠ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠✉✝ ✆✄ ✈❍❀✄☛ ✆✠✝❛❆ ❜✉ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠r✝ ☛✌❀❪❣✌ ✱✆ ☛❛✎❀✄ ✶✐♥✷ ✆✄✝ ▲❋❦❦✉❦✐❯✉ (transpose) ✆✠✉✝ ✶✈❋✄✄❩r⑦ ✱✆ ✐④✄ ☛✝ ♥✇☛✠✝ ✐④✄ ✌✝❛ ☞✝
t✄✉✝✷ ♦✝◗ ✍✄✠✝ ✌✝❛ ✐❁✰✝ ❛①✝ ✶☛✡✎✄✝❛①✝✷ ❣✌ ☎✆☛✡ ☛❛✎❀✄ ✆✄✝❪ ☛✌✡✆✠✟✄ ♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ t✄✝▼✰✉✝ ❀✄ ♥✄✝✉✄✝❛✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ ❄✄❱✄✉✝ ♦✝◗ ✱♦t ✌✝❛❪ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠ ☛✆r✝ ❣✞❛❆
♠�❦❣❥✳❦ 6 ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪  12p � 5  = 25 (4.12)

❣✁

✦ ☛✌✡✆✠✟✄ ♦✝◗ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝ ❛ 5 t✄✝▼✰✉✝ ✐✠❪
12p � 5 + 5 = 25 + 5 ❀✄❪ 12p = 30



❧❥② ❧❡❤❞❥✳❦ ✥✦

✦ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 12 ☛✝ ❍✄✄① ♥✝✉✝ ✐✠❪
✶✷

✶✷

☎✵

✶✷

✝
✞ ❀✄ p = 

✺

✷

t❦ →☛ ✪ ☛✌✡✆✠✟✄ (4.12) ✆✡ LHS ✌✝❛❪ p =
✺

✷
✠✎✄✉✝ ✐✠

LHS = �✷
✁

✷
✁➫

= 6 × 5 � 5

= 30 � 5 = 25 = RHS

t✞☛✄ ☎✆ ❣✌✉✝ ☎✆☛✡ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠r✝ ☛✌❀ ♥✝✎✄✄ ❣✞❪ ☛✄✌✄❯❀r✪ ❣✌ ☛✌✡✆✠✟✄ ♦✝◗♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝ ❛ ✱✆ ❣✡ ☛❛✎❀✄ t✄✝▼✰r✝ ❣✞ ❛ ❀✄ ♠✉✌✝❛ ☛✝ ✱✆ ❣✡ ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ ❄✄❱✄r✝ ❣✞❛❆ ✞❞✂☎ ✂✠❬✰❦ ❞❦s

✂❋❦❦✉❦✐❯✉ ❞❥✉❦ ✶✈❋✄✄❩r⑦ ☛❛✎❀✄ ♦✝◗ ✐④✄✄✝❛ ✌✝ ❛ ✐☎✠♦r❩✉ ✆✠✉✄✷ ❧❛❬❀❦ ❞❦s ♥❦s✉❦s ❛ ✐✧❦❦s ❛ ❡s ❛ ✄❦s▼✰✉s ❀❦

♥❦s✉❦s ❛ ✐✧❦❦s ❛ ❡❛s ❧s ★❦❱❦✉s ✄❙❧❦ ❣❤ ❣❙❆ ✱✝☛✄ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ♠☛ ☛❛✎❀✄ ✆✄ ☎♣➱ ✍♥☞✉✄ ✐▼✰r✄ ❣✞❆t✄✝ ☎✉❀✌ ☛❛✎❀✄✈✄✝❛ ♦✝◗ ☎☞✱ ✐③❀✄✝① ☎✆❀✄ t✄r✄ ❣✞❪ ♦❣✡ ☎✉❀✌ ❖❀❛t✆✄✝❛ ♦✝◗ ☎☞✱ ❍✄✡ ✐③❀✄✝① ☎✆❀✄
t✄r✄ ❣✞❆ ✈✄❜✱ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ♦✝◗ ♥✄✝ ✈✄✞✠ ♠♥✄❣✠✟✄ ☞✝❛❆

☎❦s�❦s❛ ✆④❦❦s❛ ❡s❛ ✝❦s✞✟�❦ ❀❦ ▲✠❦❦�❦✆✡� ❞❥�❦

❄❦❱❦�❦

(i) 3p � 10 = 5 (i) 3p � 10 = 5

♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ 10 t✄✝☎▼✰✱ LHS ☛✝ (�10) ✆✄✝ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠✉✄
3p � 10 + 10 = 5 + 10 (▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠✉✝ ✐✠❪ � 10 ✍♥☞ ✆✠ + 10 ❣✄✝

t✄r✄ ❣✞❆)
❀✄  3p = 15 3p = 5 + 10 ❀✄   3p = 15

(ii) 5x + 12 = 27 (ii) 5x + 12 = 27

♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ ☛✝ 12 ❄✄❱✄❜✱❆ + 12 ✆✄✝ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠✉✄
(+ 12 ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠✉✝ ✐✠❪ � 12 ❣✄✝ t✄r✄ ❣✞)

5x + 12 � 12 = 27 � 12 5x = 27 � 12

❀✄  5x = 15 ❀✄   5x = 15

✈✍ ❣✌ ♥✄✝ ✈✄✞✠ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠✝❛①✝❆ t✞☛✄ ☎✆ ✈✄✐ ♥✝✎✄ ☛✆r✝ ❣✞❛❪ ❜✉ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✌✝❛✆✄✝✧❇✆ ❍✄✡ ❣✞❛❪ ☎t❯❣✝❛ ☛♦❩✐③❋✄✌ ✎✄✄✝☞✉✄ ✐▼✰✝①✄❆
♠�❦❣❥✳❦ 7 ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪
(a) 4 (m + 3)  = 18 (b) � 2(x + 3) = 8

❣✁

(a) 4(m + 3)  = 18

è❀✄✉ ♥✡☎t✱ ☎✆ ♥✄✝✉✄✝ ❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ 5
t✄✝▼✰✉✝ ✆✄ ♦❣✡ ✈❋✄❩ ❣✞❪ t✄✝ (� 5)✆✄ ✐④✄ ✍♥☞✉✝ ✆✄ ❣✞☛

12p � 5 = 25

12p = 25 + 5

✐④✄ ✍♥☞✉✝ ✆✄✝ ▲❋❦❦✉❦✐❯✉ ✆✠✉✄
✆❣r✝ ❣✞❛❆ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠✉✝ ✌✝❛❪
☛❛✎❀✄ ✆✄ ☎♣➱ ✍♥☞ t✄r✄ ❣✞❆



①❢✳❦r✥✦

✈✄❜✱ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 4 ☛✝ ☎♦❍✄✄☎tr ✆✠✝❛❆ ❜☛☛✝ LHS ✌✝❛ ☛✝ ✆✄✝✧❇✆ ❣❱ t✄✱→①✝❆ ❣✌✝❛ ✐③✄■r❣✄✝r✄ ❣✞✪
♠ � ❂✸

✶✁

✹
❀✄ ♠ ✂ ✄✸

✾

✷

❀✄ ♠ ✄
✾

✷
✸ ✶3 ✆✄✝ RHS ✌✝❛ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠✉✝ ✐✠✷

❀✄ ☎ ✆
✝

✷
✶♦✄❛☎◆r ❣☞✷ ❉❀❦s❛❢❞

✞

✟
✠

✞

✟

✻

✟

✠

✟
✡ ☛ ✡ ☛

☞

✧★
✩

✪✫

t❦→☛ LHS = ✌
✍

✎
✍ ✌

✍

✎
✌ ✍ ✎ ✍ ✌ ✍✏

✑

✒
✓

✔

✕
✖ ✗ ➫ ✏ ➫ ✗ ➫ ✏ ➫  [m = 

3

2
✠☎✎✄✱ ]

= 6 + 12 = 18 = RHS

(b) �2 (x + 3) = 8

LHS ✌✝❛ ☛✝ ✆✄✝✧❇✆✄✝❛ ✆✄✝ ❣❱✄✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ❣✌ ♥✄✝✉✄❛✝ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝  � 2 ☛✝ ❍✄✄① ♥✝r✝ ❣✞❛❆ ❣✌✝❛ ✐③✄■r❣✄✝r✄ ❣✞ ✪
①✰ ✘ ✙✚

✽

✛
❀✄ x + 3 = � 4

❀✄❪   x = � 4 � 3 (3 ✆✄✝ RHS ✌✝❛ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠✉✝ ✐✠✷❀✄ x = �7 ✶♦✄❛☎◆r ❣☞✷
t❦→☛ LHS = �2(�7+3)

= �2(�4)

= 8 = RHS t✄✝ ❣✄✝✉✄ ♣✄☎❣✱❆
4.6 ❣✂ ❧s ❧❡❤✁❥✳�
✈rq☞ ☛♥✞♦ ✈☞① ✐③✆✄✠ ☛✝ ☛✄✝♣r✄ ❣✞❆ ♦❣ ☎✆☛✡ ☎♦⑤✄❋✄✡❩ ⑥✄✠✄ ☛✌✡✆✠✟✄ ❣☞ ✆✠✉✝ ✌✝❛ ☎☞✱①✱ ♠Ù✄✠✄✝r✠ ♣✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ♥✝✎✄r✄ ❣✞❆ ♦❣ ☛✄✝♣r✄ ❣✞ ☎✆ ❉❀✄✝❛ ✉ ❜☛♦✝◗ ☎♦✐✠✡r ✶♠❨❱✝✷ ✐❋✄ ✆✄✈✉q☛✠✟✄ ☎✆❀✄ t✄✱❆

☛✌✡✆✠✟✄ ❣☞ ✶☛✄✌✄❯❀ ✐❋✄✷
❣☞ ☛✌✡✆✠✟✄ ✶☎♦✐✠✡r ✐❋✄✷

♦❣ ✉✡♣✝ ☎♥✱ ✐❋✄ ✆✄ ✈✉q☛✠✟✄ ✆✠r✄ ❣✞ ✪
✐③✄✠❛❍✄ ✆✡☎t✱ x = 5

♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 4 ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✡☎t✱ 4x = 20 ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 4 ☛✝ ❍✄✄①♥✡☎t✱
♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝ ❛ ☛✝ 3 ❄✄❱✄❜✱ 4x � 3 = 17 ♥✄✝✉✄✝ ❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝ ❛ 3 t✄✝☎▼✰✱



❧❥② ❧❡❤❞❥✳❦ ✥✥

❜☛☛✝ ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ✐③✄■r ❣✄✝ t✄r✡ ❣✞❆ ❀☎♥ ❣✌ ✐③❘❀✝✆ ♣✠✟✄ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ♠☛♦✝◗
☎♦✐✠✡r ✐❋✄ ✆✄ ✈✉q☛✠✟✄ ✆✠✝❛❆ ✶t✞☛✝ ♥✄❜ ➧ ✈✄✝✠ ♥✬✄✄ ❩❀✄ ①❀✄ ❣✞✷❪ r✄✝ ❣✌✝❛ ☛✌✡✆✠✟✄
✆✄ ❣☞ ✐③✄■r ❣✄✝ t✄r✄ ❣✞❆
❣✝r☞ ❜☛✌✝❛ ★☎♣ ☞✝✉✝ ☞①r✡ ❣✞❆ ♦❣ ♠☛✡ ✐❣☞✝ ♣✠✟✄ ☛✝ ✐③✄✠❛❍✄ ✆✠r✡ ❣✞ ✈✄✞✠ ✱✆
✈❯❀ ☛✌✡✆✠✟✄ ✍✉✄ ☞✝r✡ ❣✞❆

x = 5

♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ 3 ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✠✉✝ ✐✠❪ 3x = 15

♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ 4 t✄✝▼✰✉✝ ✐✠❪ 3x + 4 = 19

y = 4 ☛✝ ✐③✄✠❛❍✄ ✆✡☎t✱ ✈✄✞✠ ❜☛☛✝ ♥✄✝ ☎❍✄❯✉✫☎❍✄❯✉ ☛✌✡✆✠✟✄ ✍✉✄❜✱❆ ✈✐✉✝ r✡✉ ☎✌❂✄✄✝❛ ☛✝ ❍✄✡✱✝☛✄ ✆✠✉✝ ✆✄✝ ✆☎❣✱❆ ❉❀✄ ♠✉♦✝◗ ☛✌✡✆✠✟✄ ✈✄✐☛✝ ☎❍✄❯✉ ❣✞❛❭
✥❀❦ ❀❣ ✈✧◆❦ ✉❣❤❛ ❣❙ ❢❞ ✈❦✐ ❧❡❤❞❥✳❦❦s❛ ❞❦s ♦s◗♦② ❣② ❣❤ ✉❣❤❛ ❞❥ ❧❞rs❪ ✈❢✐rq ♠✉❞❦s
❝✉❦ ❍❦❤ ❧❞rs ❣❙❛❆ ❧❦❋❦ ❣❤❪ ✥❀❦ ✈❦✐✉s ❀❣ ♥s❬❦❦ ❢❞ ✱❞ ♥❤ ❣q❜❩ ❧❡❤❞❥✳❦ ❞❦ ✈❦✐ ♦s◗♦② ✱❞
❣❤ ❣② ✐③❦�r ❞❥rs ❣❙❛❪ ②s❢❞✉ ✱❞ ❢♥✱ ❣q✱ ❣② ❧s ✈❦✐ ✈✉s❞ ❧❡❤❞❥✳❦ ❝✉❦ ❧❞rs ❣❙❛❆

✈✍ ☛✄✠✄ ❀❣ ♣✄❣r✡ ❣✞ ☎✆ ✐✇✠✡ ✆④✄✄ ❀❣ t✄✉ t✄✱ ☎✆ ♦❣ ❉❀✄ ☛✄✝♣ ✠❣✡ ❣✞❆ ♦❣ ✆❣r✡❣✞❪ ❫❫✌✞❛ ❣✝r☞ ✆✡ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝ ☞✝✆✠ ♠☛✝ ✱✆ ✆❋✄✉ ♦✝◗ ✿✐ ✌✝❛ ✍♥☞→✇①✡❪ ☎t☛☛✝ ✱✆ ✐❣✝☞✡✍✉ t✄✱①✡❆ ♠♥✄❣✠✟✄✄❋✄ ❩❪✆✄✝❜❩ ☛❛✎❀✄ ☛✄✝☎♣✱❪ ♠☛✝ 3 ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✡☎t✱ ✈✄✞✠ ①q✟✄✉✐◗☞ ✌✝❛ 4 t✄✝☎▼✰✱❆✈✍ ✍r✄❜✱ ☎✆ ✈✄✐✉✝ ❉❀✄ ☛❛✎❀✄ ✐③✄■r ✆✡ ❣✞❆❀☎♥ ❀✄✝① 19 ❣✞❪ r✄✝ ❣✝r☞ ⑥✄✠✄ ✐③✄■r ☎✆❀✝ ①✱ ☛✌✡✆✠✟✄ ☛✝ ✐❣✝☞✡ ❣☞ ❣✄✝t✄✱①✡❆ ♦✄▲r♦ ✌✝❛❪ ❣✌ t✄✉r✝ ❣✞❛ ☎✆ ❀❣ 5 ❣✞❪ ❉❀✄✝❛☎✆ ❣✝r☞ ✉✝ ❜☛☛✝ ✐③✄✠❛❍✄☎✆❀✄ ❋✄✄❆✯✯♦❣ ✈■✐✇❪ ☛☎✠r✄ ✈✄✞✠ ✈✌✡✉✄ ✆✡ ✈✄✝✠ ✌q✎✄ ✆✠♦✝◗ ✐✇◆r✡ ❣✞ ☎✆ ❉❀✄♠❯❣✄✝❛✉✝ ✱✝☛✝ ❣✡ ✈✐✉✡ ✐❣✝☞✡ ✍✉✄❜❩ ❋✄✡❆ ♦✝ r✡✉✄✝❛ ✆❣r✝ ❣✞❪ ❫❫❣✄→✯✯❆✈✍ ❣✌ t✄✉ ①✱ ❣✞❛ ☎✆ ☎✆☛ ✐③✆✄✠ ✈✉✝✆ ☛❛✎❀✄ ✐❣✝☎☞❀✄✝❛ ✈✄✞✠ ✈❯❀☛✌▲❀✄✈✄✝❛ ✆✄✝ ✍✉✄❀✄ t✄ ☛✆r✄ ❣✞❆
✡☛✬✉✌♦②✏ 4.3

1. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

(a) ✷ ✺
✷

✸✁
✷

✂ ✄ ❂ (b) 5t + 28 = 10 (c)
☎
✆

✝ ✞✟ ✠ (d)
✡
✹

✼ ✆✟ ✠

(e)
☛
✷

✶✵① ✞ (f)
☞
✌

✌☞
✍

✎ ✏ (g) ✑ ✶✾
✒

✶✓✔ ✕ ✖ (h) 6z + 10 = �2

(i)
✸

✗
✗
✸

✘
✁ (j)

✙
✚

✛ ✚
✜

✢

♠☛✡ ♣✠✟✄ x = 5 ☛✝ ✐③✄✠❛❍✄✆✡☎t✱ ✈✄✞✠ ❜☛☛✝ ♥✄✝ ☎❍✄❯✉☛✌✡✆✠✟✄ ✍✉✄❜✱❆ ✈✐✉✡ ✆④✄✄♦✝ ◗ ♥✄ ✝ ☛❣✐✄☎❇❀✄✝ ❛ ☛ ✝ ❜✉☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠✉✝ ♦✝◗☎☞✱ ✆☎❣✱❆ t✄→♣ ✆✡☎t✱ ☎✆❉❀✄ ♠✉✆✄ ❣☞ x = 5 ❣✞❆

✡☛☞✌✍ ✎✏✑✒✓

♥✄✝ ☛❛✎❀✄ ✐❣✝☎☞❀✄✝❛ ✆✄✝ ✍✉✄✉✝✆✄ ✐③❀✄☛ ✆✡☎t✱❪ ✱✆ ❣☞
11 ☞✝✆✠ r❋✄✄ ♥✇☛✠✄ ❣☞ 100

☞✝✆✠❆

✣✤✦✩✪ ✫✬✭t✮



①❢✳❦r✶✥✥

2. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

(a) 2(x + 4) = 12 (b) 3(n � 5) = 21 (c) 3(n � 5) = � 21

(d) � 4(2 + x) = 8 (e) 4(2 � x) = 8

3. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

(a) 4 = 5(p � 2) (b) � 4 = 5(p � 2)

(c) 16 = 4 + 3(t + 2) (d) 4+5(p � 1) = 34 (e) 0 = 16 + 4(m � 6)

4. (a) x  = 2 ☛✝ ✐③✄✠❛❍✄ ✆✠r✝ ❣q✱❪ 3 ☛✌✡✆✠✟✄ ✍✉✄❜✱❆
(b) x  = � 2 ☛✝ ✐③✄✠❛❍✄ ✆✠r✝ ❣q✱❪ 3 ☛✌✡✆✠✟✄ ✍✉✄❜✱❆

4.7 ❖❀�♦❣�❢❥✁ ❢▲❋�❢✁❀�s❛ ❡ s❛ ❧❥✂ ❧❡❤✁❥✳��s❛ ♦s◗ ✈✉q✐③❀�s①
❣✌ ✱✝☛✝ ✆❜❩ ♠♥✄❣✠✟✄ ♥✝✎✄ ♣q♦✝◗ ❣✞❛❪ ☎t✉✌✝❛ ❣✌✉✝ ♥✞☎✉✆ t✡♦✉ ✆✡ ❍✄✄✧✄✄ ☛✝ ✆❋✄✉✄✝❛ ✆✄✝ ☞✝✆✠❪ ♠❯❣✝❛
☛✠☞ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ♦✝◗ ✿✐ ✌✝❛ ✍♥☞✄ ❋✄✄❆ ❣✌ ❀❣ ❍✄✡ ☛✡✎✄ ♣q♦✝◗ ❣✞❛ ☎✆ ☛✠☞ ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ☎✆☛✐③✆✄✠ ❣☞ ☎✆❀✄ t✄r✄ ❣✞❆ ❜☛ ✐③✆✄✠❪ ✈✍ ❣✌ ✐❣✝☎☞❀✄✝❛ ✈✄✞✠ ❖❀✄♦❣✄☎✠✆ ☎▲❋✄☎r❀✄✝❛ ☛✝ ☛❛✍❛☎✴r ☛✌▲❀✄✈✄✝❛✆✄✝ ❣☞ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ✐✇✟✄❩r❀✄ ☛✌❋✄❩ ❣✄✝ ♣q♦✝◗ ❣✞❛❆ ❜☛✆✡ ☎♦☎✴ ❀❣ ❣✞ ☎✆ ✐❣☞✝ ❜✉ ☎▲❋✄☎r❀✄✝❛♦✝◗ ☛❛①r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ✍✉✄ ☎☞❀✄ t✄✱ ✈✄✞✠ ☎✐◗✠ ❜✉ ✐❣✝☎☞❀✄✝❛ ❅ ☛✌▲❀✄✈✄✝❛ ♦✝◗ ❣☞ ✐③✄■r ✆✠✉✝♦✝◗ ☎☞✱ ✐③✄■r ☛✌✡✆✠✟✄✄✝❛ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠ ☎☞❀✄ t✄✱❆ ❣✌ ♠☛✡ ☛✝ ✐③✄✠❛❍✄ ✆✠r✝ ❣✞❛❪ ☎t☛✝ ❣✌ ✐❣☞✝ ❣✡♥✝✎✄ ♣q♦✝◗ ❣✞❛ ➵♠♥✄❣✠✟✄ 1 (i) ✈✄✞✠ (iii), ✈✉qP◆✝♥ 4.2➸

♠�❦❣❥✳❦ 8 ☎✆☛✡ ☛❛✎❀✄ ♦✝◗ ☎r①q✉✝ ✈✄✞✠ 11 ✆✄ ❀✄✝① 32 ❣✞❆ ♦❣ ☛❛✎❀✄ ❑✄r ✆✡☎t✱❆
❣✁

✦ ❀☎♥ ✈❑✄r ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ x ✌✄✉ ☎☞❀✄ t✄✱❪ r✄✝ ♠☛✆✄ ☎r①q✉✄ 3x ❣✄✝①✄ r❋✄✄ 3x ✈✄✞✠
11 ✆✄ ❀✄✝① 32 ❣✞❆ ✈❋✄✄❩r⑦  3x + 11 = 32.

✦ ❜☛ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ❣✌ 11 ✆✄✝ RHS ✌✝❛ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠r✝ ❣✞❛❪ ☎t☛☛✝ ❣✌✝❛✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞ ✪
3x = 32 � 11 ❀✄❪     3x = 21

✈✍ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝  3 ☛✝ ❍✄✄① ♥✝✉✝ ✐✠❪ ❣✌✝❛ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞✪
x =

✷�

☎
 = 7

✈r✪ ♦✄❛◆✉✡❀ ☛❛✎❀✄ 7 ❣✞❆ ✶❣✌ ❜☛✆✡ t✄→♣ ♦✝◗ ☎☞✱ 7 ♦✝◗ ☎r①q✉✝ ✌✝❛ 11 t✄✝▼✰✆✠ ♥✝✎✄ ☛✆r✝❣✞❛ ☎✆ ✐☎✠✟✄✄✌ 32 ✈✄r✄ ❣✞✷❆
♠�❦❣❥✳❦ 9 ♦❣ ☛❛✎❀✄ ❑✄r ✆✡☎t✱ ☎t☛✆✄ ✱✆✫♣✄✞❋✄✄❜❩❪ 7 ☛✝ 3 ✈☎✴✆ ❣✞❆
❣✁

✦ ✈✄❜✱ ✈❑✄r ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ y ☞✝❛❆ ❜☛✆✄ ✱✆✫♣✄✞❋✄✄❜❩ ②
✹

❣✞❆

❀❣✡ ☛✌✡✆✠✟✄ ❣✌✝❛ ✐❣☞✝ ✈✉qP◆✝♥
4.2 ♦✝◗ ♠♥✄✠❣✟✄ 1 ✌✝❛ ✐③✄■r ❣q✈✄ ❋✄✄❆



❧❥② ❧❡❤❞❥✳❦ ✶✥✶

☛❛✎❀✄ ②
✹

✥
✦✧

★
✩✪ ☛❛✎❀✄ 7 ☛✝ 3 ✈☎✴✆ ❣✞❆

✈r✪❪ ❣✌✝❛ y ✌✝❛ ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☛✌✡✆✠✟✄ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞ ✪ ②

✹
 � 7 = 3

✦ ❜☛ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝ ❣☞ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱ ✐❣☞✝ � 7 ✆✄✝ RHS ✌✝❛ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉
✆✡☎t✱❆
❜☛ ✐③✆✄✠❪ �

✁  = 3 + 7 = 10.

☎✐◗✠ ❣✌ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝ ❛ ✆✄✝ 4 ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✠♦✝◗❪ ✐③✄■r ✆✠r✝ ❣✞❛ ✪
�
✁  × 4 = 10 × 4 ❀✄❪ y = 40 ✶♦✄❛☎◆r ☛❛✎❀✄✷
t❦→☛ y ✆✄ ✌✄✉ ✠✎✄✉✝ ✐✠❪
LHS = 

�✁

�
 � 7 = 10 � 7 = 3 = RHS, t✄✝ ❣✄✝✉✄ ♣✄☎❣✱❆

♠�❦❣❥✳❦ 10 ✠✄t✇ ♦✝◗ ☎✐r✄ ✆✡ ✈✄❀q ✠✄t✇ ✆✡ ✈✄❀q ♦✝◗ r✡✉ ①q✉✝ ☛✝ 5 ♦✧✄❩ ✈☎✴✆ ❣✞❆ ✠✄t✇
✆✡ ✈✄❀q ❑✄r ✆✡☎t✱❪ ❀☎♥ ♠☛♦✝◗ ☎✐r✄ ✆✡ ✈✄❀q 44 ♦✧✄❩ ❣✞❆

❣✁

✦ ♠♥✄❣✠✟✄ ✸ ♦✝◗ ✈✉q☛✄✠ ✠✄t✇ ✆✡ ✈✄❀q ✭y✮ ❑✄r ✆✠✉✝ ✆✄ ☛✌✡✆✠✟✄ ❣✞✪ ✄y ✰ ✺ ❂ ☎☎

✦ ❜☛✝ ❣☞ ✆✠✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱❪ ✐❣☞✝ ❣✌ ✺ ✆✄✝ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠r✝ ❣✞❛❆ ❣✌✝❛ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞✪
✄y ❂ ☎☎ ➊ ✺ ❂ ✄✾
♥✄✝✉✄✝ ❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ ✄ ☛✝ ❍✄✄① ♥✝✉✝ ✐✠❪ ❣✌✝❛ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞✪ y ❂ ✶✄

✈❋✄✄❩r⑦ ✠✄t✇ ✆✡ ✈✄❀q ✶✄ ♦✧✄❩ ❣✞❆ ✶✈✄✐ ✈✐✉✝ ♠Ù✄✠ ✆✡ t✄→♣ ✆✠ ☛✆r✝ ❣✞❛❆✷

✡☛☞✌✍ ✎✏✑✒✓

✭✐✮ t✍ ✈✄✐ ✱✆ ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ ✻
☛✝ ①q✟✄✄ ✆✠r✝ ❣✞❛ ✈✄✞✠ ☎✐◗✠
①q✟✄✉✐◗☞ ✌✝❛ ☛✝ ✺ ❄✄❱✄r✝ ❣✞❛❪r✄✝ ✈✄✐✆✄✝ ✼ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆
❉❀✄ ✈✄✐ ✍r✄ ☛✆r✝ ❣✞❛ ☎✆
♦❣ ☛❛✎❀✄ ❉❀✄ ❣✞❭

✭✐✐✮ ♦❣ ✆✄✞✉✫☛✡ ☛❛✎❀✄ ❣✞❪☎t☛♦✝◗ ✱✆✫☎r❣✄❜❩ ✌✝❛ ✺
t✄✝▼✰✉✝ ✐✠ ✽ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❭

✡☛☞✌✍ ✎✏✑✒✓

✌✄✐✄✝ ❛ ♦✝◗ ✈✉q☛✄✠❪ ♥✄✝ ✐③✆✄✠ ✆✡ ✐✝☎❱❀✄→ ❣✞❛❪ ☎t✉✌✝❛ ✈✄✌ ✠✎✄✝ ❣q✱ ❣✞❛❆ ✐③❘❀✝✆ ✍▼✰✡ ✐✝❱✡ ✌✝❛ ✠✎✄✝
✈✄✌✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄ ✽ ◆✄✝❱✡ ✐✝☎❱❀✄✝❛ ✌✝ ❛ ✠✎✄✝ ✈✄✌✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄ ☛✝ ✹ ✈☎✴✆ ❣✞❛❆ ✐③❘❀✝✆ ✍▼✰✡ ✐✝❱✡
✌✝❛ ✶✵✵ ✈✄✌ ❣✞❛❆ ✐③❘❀✝✆ ◆✄✝❱✡ ✐✝❱✡ ✌✝❛ ☎✆r✉✝ ✈✄✌ ❣✞❛❭



①❢✳❦r✶✥✷

✡☛✬✉✌♦②✏ 4.4

1. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ☎▲❋✄☎r❀✄✝❛ ♦✝◗ ☎☞✱ ☛✌✡✆✠✟✄ ✍✉✄❜✱ ✈✄✞✠ ☎✐◗✠ ♠❯❣✝❛ ❣☞ ✆✠♦✝◗ ✈❑✄r ☛❛✎❀✄✱→
❑✄r ✆✡☎t✱ ✪

✭❛✮ ✱✆ ☛❛✎❀✄ ♦✝◗ ✈✄❇ ①q✉✝ ✌✝❛ ☎ t✄✝☎▼✰✱❴ ✈✄✐✆✄✝ ✻✵ ✐③✄■r ❣✄✝①✄❆
✭❜✮ ✱✆ ☛❛✎❀✄ ✆✄ ✶

✺
❄✄❱✄ ☎✱ ☛❛✎❀✄ ✄ ♥✝r✄ ❣✞❆

✭❝✮ ❀☎♥ ✌✞❛ ☎✆☛✡ ☛❛✎❀✄ ✆✄ r✡✉✫♣✄✞❋✄✄❜❩ ☞✝✆✠ ❜☛✌✝❛ ✸ t✄✝▼✰ ♥✇→❪ r✄✝ ✌q❃✝ �✶ ✐③✄■r ❣✄✝r✝ ❣✞❛❆
✭❞✮ t✍ ✌✞❛✉✝ ☎✆☛✡ ☛❛✎❀✄ ♦✝◗ ♥q①q✉✝ ✌✝❛ ☛✝ ✶✶ ✆✄✝ ❄✄❱✄❀✄❪ r✄✝ ✐☎✠✟✄✄✌ ✶✺ ✐③✄■r ❣q✈✄❆
✭❡✮ ✌q❯✉✄ ✉✝ ✺✵ ✌✝❛ ☛✝ ✈✐✉✡ ✈❍❀✄☛✫✐q☎▲r✆✄✈✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄ ♦✝◗ ☎r①q✉✝ ✆✄✝ ❄✄❱✄❀✄❪ r✄✝ ♠☛✝

✐☎✠✟✄✄✌ ✽ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆
✭❢✮ ❜✍✝✉❣☞ ✱✆ ☛❛✎❀✄ ☛✄✝♣r✡ ❣✞❆ ♦❣ ❜☛✌✝❛ ✶✾ t✄✝▼✰✆✠ ❀✄✝① ✆✄✝ ✺ ☛✝ ❍✄✄① ♥✝r✡ ❣✞❪ ♠☛✝

✽ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞❆
✭❣✮ ✈✉♦✠ ✱✆ ☛❛✎❀✄ ☛✄✝♣r✄ ❣✞❆ ❀☎♥ ♦❣ ❜☛ ☛❛✎❀✄ ♦✝◗ ✁

✂
✌✝❛ ☛✝ ✼ ☎✉✆✄☞ ♥✝❪ r✄✝

✐☎✠✟✄✄✌ ✄✸ ❣✞❆
2. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

✭❛✮ ✈è❀✄☎✐✆✄ ✍r✄r✡ ❣✞ ☎✆ ♠✉✆✡ ✆④✄✄ ✌✝❛ ✱✆ ☎♦⑤✄❋✄✡❩ ⑥✄✠✄ ✐③✄■r ☎✆✱ ①✱ ✈☎✴✆r✌
✈❛✆❪ ✐③✄■r ☎✆✱ ❯❀✇✉r✌ ✈❛✆ ✆✄ ♥q①q✉✄ t✌✄ ✼ ❣✞❆ ✐③✄■r ☎✆✱ ①✱ ✈☎✴✆r✌ ✈❛✆
✽✼ ❣✞❛❆ ✐③✄■r ☎✆✱ ①✱ ❯❀✇✉r✌ ✈❛✆ ❉❀✄ ❣✞❛❭

✭❜✮ ☎✆☛✡ ☛✌☎⑥✍✄❣q ☎❂✄❍✄ qt ✌✝❛ ✈✄✴✄✠ ✆✄✝✟✄ ✍✠✄✍✠ ❣✄✝r✝ ❣✞❛❆ ✬✄✡✧✄ ❩ ✆✄✝✟✄ ☎✵➦ ❣✞❆ ❜☛
☎❂✄❍✄ qt ♦✝◗ ✈✄è✄✄✠ ✆✄✝✟✄ ❉❀✄ ❣✞❛❭ ✶❀✄♥ ✆✡☎t✱ ☎✆ ☎❂✄❍✄ qt ♦✝◗ r✡✉✄✝❛ ✆✄✝✟✄✄✝❛ ✆✄ ❀✄✝①
✶✽✵➦ ❣✄✝r✄ ❣✞❆✷

✭❝✮ ☛☎♣✉ ⑥✄✠✄ ✍✉✄✱ ①✱ ✠✉✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄ ✠✄❣q☞ ⑥✄✠✄ ✍✉✄✱ ①✱ ✠✉✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄ ✆✡ ♥q①q✉✡
❣✞❆ ♠✉ ♥✄✝✉✄✝❛ ⑥✄✠✄ ☎✌☞✆✠ ✍✉✄✱ ①✱ ♦q◗☞ ✠✉ ✱✆ ♥✄✝❣✠✝ ✬✄r✆ ☛✝ � ✠✉ ✆✌ ❣✞❛❆
✐③❘❀✝✆ ✉✝ ☎✆r✉✝ ✠✉ ✍✉✄✱ ❋✄✝❭

3. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

✭✐✮ ❜✠✐◗✄✉ ✆❣r✄ ❣✞ ☎✆ ♠☛♦✝◗ ✐✄☛ ✐✠✌✡r ♦✝◗ ✐✄☛ ☎tr✉✝ ♦→◗♣✝ ❣✞❛ ♠✉♦✝◗ ✐✄→♣ ①q✉✝ ☛✝ ✼✈☎✴
✆ ♦→◗♣✝ ❣✞❛❆ ❜✠✐◗✄✉ ♦✝◗ ✐✄☛ ✄✼ ♦→◗♣✝ ❣✞❛❆ ✐✠✌✡r ♦✝◗ ✐✄☛ ☎✆r✉✝ ♦→◗♣✝ ❣✞❛❭



❧❥② ❧❡❤❞❥✳❦ ✶✥✦

✭✐✐✮ ☞④✌✡ ♦✝◗ ☎✐r✄ ✆✡ ✈✄❀q ☎✾ ♦✧✄❩ ❣✞❆ ♠✉✆✡ ✈✄❀q ☞④✌✡ ✆✡ ✈✄❀q ♦✝◗ r✡✉ ①q✉✝ ☛✝ ☎
♦✧✄❩ ✈☎✴✆ ❣✞❆ ☞④✌✡ ✆✡ ✈✄❀q ❉❀✄ ❣✞❭

✭✐✐✐✮ ☛❛q♥✠①③✄✌ ♦✝◗ ☎✉♦✄☎☛❀✄✝❛ ✉✝ ✈✐✉✝ ①✄→♦ ♦✝◗ ✱✆ ✍✄① ✌✝❛ ♦q◗◆ ✐✝▼✰ ☞①✄✱❆ ❜✉✌✝❛ ☛✝ ♦q◗◆ ✐✝▼✰
✐◗☞✄✝❛ ♦✝◗ ✐✝▼✰ ❋✄✝❆ ♠✉ ✐✝▼✰✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄❪ t✄✝ ✐◗☞✄✝❛ ♦✝◗ ✉❣✡❛ ❋✄✝❪ ✐◗☞✄✝❛ ♦✄☞✝ ✐✝▼✰✄✝ ❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄
♦✝◗ ☎r①q✉✝ ☛✝ �✈☎✴✆ ❋✄✡❆ ❀☎♥ ✱✝☛✝ ✐✝▼✰✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄❪ t✄✝ ✐◗☞✄✝❛ ♦✝◗ ✉❣✡❛ ❋✄✝❪ ✼✼ ❣✞❪ r✄✝
☞①✄✱ ①✱ ✐◗☞✄✝❛ ♦✝◗ ✐✝▼✰✄✝❛ ✆✡ ☛❛✎❀✄ ❉❀✄ ❋✄✡❭

4. ☎✉❊✉☎☞☎✎✄r ✐❣✝☞✡ ✆✄✝ ❣☞ ✆✡☎t✱ ✪

✌✞❛ ✱✆ ☛❛✎❀✄ ❣→✇❪
✌✝✠✡ ✐❣♣✄✉ ✍r✄✈✄✝☛

✌q❃✝ ☛✄r ✍✄✠ ☞✄✝❪
✈✄✞✠ ✱✆ ✐♣✄☛ t✄✝▼✰✄✝☛

✱✆ ☎r❣✠✝ ✬✄r✆ r✆ ✐❣q→♣✉✝ ♦✝◗ ☎☞✱
✈✄✐✆✄✝ ✈❍✄✡ ❍✄✡ ♣✄☞✡☛ ♣✄☎❣✱☛
❣❡✉ s ❉☞✌ ♣♣✌ ❩ ✎✏❭

1. ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄❪ ✱✆ ♣✠ ✐✠ ✱✝☛✄ ✐③☎r✍❛✴ ❣✄✝r✄ ❣✞ ☎t☛✌✝❛ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ ❖❀❛t✆✄✝❛ ✆✄ ✌✄✉
✍✠✄✍✠ ❣✄✝✉✄ ♣✄☎❣✱ ❆

2. ♣✠ ✆✄ ♦❣ ✌✄✉ ☎t☛♦✝◗ ☎☞✱ ☛✌✡✆✠✟✄ ☛❛rq✧❱ ❣✄✝r✄ ❣✞❪ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄ ❣☞ ✆❣☞✄r✄ ❣✞ ❆
3. ☎✆☛✡ ☛✌✡✆✠✟✄ ♦✝◗ ✍✄✱→ ✈✄✞✠ ♥✄✱→ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ ✐✠▲✐✠ ✍♥☞✉✝ ✐✠❪ ☛✌✡✆✠✟✄ ✉❣✡❛ ✍♥☞r✄ ❆
4. ✱✆ ☛❛rq☎☞r ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✡ ☎▲❋✄☎r ✌✝❛ ❀☎♥ ❣✌

✭✐✮ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✌✝❛ ✱✆ ❣✡ ☛❛✎❀✄ t✄✝▼✰✝❛ ❀✄ ✭✐✐✮ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝ ❛ ✌✝❛ ☛✝ ✱✆ ❣✡ ☛❛✎❀✄ ❄✄❱✄✱→ ❀✄ ✭✐✐✐✮
♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝ ❛ ✆✄✝ ✱✆ ❣✡ ☛❛✎❀✄ ☛✝ ①q✟✄✄ ✆✠✝❛ ❀✄ ✭✐✈✮ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✆✄✝ ✱✆ ❣✡ ☛❛✎❀✄ ☛✝ ❍✄✄①
♥✝❛ r✄✝ ☛❛rq☞✉ ✌✝❛ ✆✄✝❜❩ ✐☎✠♦r❩✉ ✉❣✡❛ ❣✄✝r✄ ❣✞ ✈❋✄✄ ❩r⑦ ▲❍❙ ✈✄✞✠ ❘❍❙ ♦✝◗ ✌✄✉ ☛✌✄✉ ✠❣r✝
❣✞❛ ❆

5. ♠✐✠✄✝❉r ①q✟✄✄✝❛ ⑥✄✠✄ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄✝ ♣✠✟✄✍✏ ☎♦☎✴ ☛✝ ❣☞ ☎✆❀✄ t✄ ☛✆r✄ ❣✞❆ ❣✌✝❛ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛
✌✝❛ ✱✆ ☛✝ ✈☎✴✆ ①☎✟✄r✡❀ ☛❛☎Ø❀✄✱→ ✆✠✉✡ ✐▼✰r✡ ❣✞❛❪ ☎t☛☛✝ ☎✆ ♥✄✝✉✄✝❛ ✌✝❛ ☛✝ ✱✆
✐④✄ ✌✝❛ ❣✌✝❛ ♦✝◗♦☞ ♣✠ ✐③✄■r ❣✄✝❆ ✈❛☎r✌ ♣✠✟✄ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄ ❣☞ ❣✞❆

6. ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✄ ✈❋✄❩ ❣✞ ✱✆ ✐④✄ ☛✝ ♥✇☛✠✝ ✐④✄ ✌✝❛ t✄✉✄ ❆ ☎✆☛✡ ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉
✆✠✉✄❪ ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄❛✝ ✌✝ ❛ t✄✝▼✰✉✝ ❀✄ ♥✄✝✉✄❛✝ ✐④✄✄✝❛ ✌✝ ❛ ☛✝ ❄✄❱✄✉✝ ♦✝◗ ☛✌✄✉ ❣✡ ❣✞❆
t✍ ✈✄✐ ✱✆ ☛❛✎❀✄ ✆✄✝ ✱✆ ✐④✄ ☛✝ ♥✇☛✠✝ ✐④✄ ✌✝❛ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠r✝ ❣✞❛ r✄✝ ✈✄✐
♠☛♦✝◗ ☎♣➱ ✆✄✝ ✍♥☞ ♥✝r✝ ❣✞ ❛ ❆ ♠♥✄❣✠✟✄✄❋✄ ❩❪ ☛✌✡✆✠✟✄ x ✰ ✄ ❂ ✽ ✌✝❛ ✰ ✄ ✆✄ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉
▲❍❙☛✝ ❘❍❙✆✠✉✝ ✐✠ x ❂ ✽ ➊ ✄ ❂ ✺ ✐③✄■r ❣✄✝r✄ ❣✞ ❆ ❣✌ ❖❀❛t✆✄✝❛ ✆✄ ❍✄✡ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ♠☛✡
☎♦☎✴ ☛✝ ✆✠r✝ ❣✞❛ t✞☛✝ ✱✆ ☛❛✎❀✄ ✆✄ ▲❋✄✄✉✄✐❯✉ ✆✠r✝ ❣✞❛ ❆



①❢✳❦r✶✥✦

7. ❣✌✉✝ ❖❀✄♦❣✄☎✠✆ ☎▲❋✄☎r❀✄✝❛ ✆✄✝❪ ☛❛①r ☛✠☞ ✍✡t✡❀ ❖❀❛t✆ ♦✝◗ ✿✐ ✌✝❛ ☎☞✎✄✉✄ ❍✄✡ ☛✡✎✄✄❆
8. ❣✌✉✝ ❀❣ ❍✄✡ ☛✡✎✄✄ ☎✆ ❣✌ ☎✆☛✡ ☛✌✡✆✠✟✄ ♦✝◗ ❣☞ ☛✝ ✐③✄✠❛❍✄ ✆✠❪ ♥✄✝✉✄✝❛ ✐④✄✄✝❛ ✐✠ ☛✌✄✉①☎✟✄r✡❀ ☛❛☎Ø❀✄✈✄✝❛ ✆✡ ☎♦☎✴ ✆✄ ✐③❀✄✝① ✆✠ ✶♠♥✄❣✠✟✄ ♦✝◗ ☎☞✱ ♥✄✝✉✄✝ ❛ ✐④✄✄✝ ❛ ✌✝❛ ☛✌✄✉ ☛❛✎❀✄

t✄✝▼✰❯✄✄ ❀✄ ❄✄❱✄✉✄✷ ✱✆ ☛✌✡✆✠✟✄ ♦✞◗☛✝ ✍✉✄ ☛✆r✝ ❣✞❛❆ ☛✄❋✄ ❣✡ ❣✌✉✝ ❀❣ ❍✄✡ ☛✡✎✄✄ ☎✆ ❣✌☎✆☛✡ ☎♥✱ ①✱ ☛✌✡✆✠✟✄ ✆✄ ❖❀✄♦❣✄☎✠✆ ☎▲❋✄☎r ☛✝ ☛❛✍❛✴ ✍✉✄ ☛✆r✝ ❣✞❛ ✈✄✞✠ ♠☛ ☛✌✡✆✠✟✄
♦✝◗ ☎☞✱ ✆✄✝❜❩ ❖❀✄♦❣✄☎✠✆ ☛✌▲❀✄ ❀✄ ✐❣✝☞✡ ❍✄✡ ✍✉✄ ☛✆r✝ ❣✞❛ ❆



❥s❬❦❦ ✈❦❙❥ ❞❦s✳❦ ✶✵✺✶✵✺✶✵✺✶✵✺✶✵✺

5.1 �✁✂✄✄
☎✆✐ ✐❣②✝ ❧✝ ❣❤ t✆✉r✝ ❣✞❛ ❢✟ ❢✟❧❤ ❢♥✱ ❣q✱ ☎✆✟✆✠ ❡✝❛ ❢♦❢❍✆❯✉ ✠✝✡✆✆✱→❪ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼✆✝❛ ✱♦❛ ✟✆✝☛✆✆✝ ❛✟❤ ✐❣♣✆✉ ✟✞❧✝ ✟❤ t✆r❤ ❣✞❆ ❉❀✆ ☎✆✐ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ☎✆Ñ❢r❀✆✝❛ ❡✝❛ ❢♦❢❍✆❯✉ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼✆✝❛ ✱♦❛✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟❤ ✐❣♣✆✉ ✟✠ ❧✟r✝ ❣✞❛❭ ✭☎✆Ñ❢r ☞✌✍✮

✎✏✑✒✓ 5.1❉❀✆ ☎✆✐ ❀❣ ❍✆❤ t✆✉ ❧✟r✝ ❣✞❛ ❢✟ ❢✉❢❡❩r ✟✆✝☛✆❪ ❯❀✇✉ ✟✆✝☛✆ ☎❋✆♦✆ ☎❢✴✟ ✟✆✝☛✆ ☎❋✆♦✆ ❧❡ ✟✆✝☛✆ ❣✞❛❭▲❡✠☛✆ ✟❤❢t✱ ❢✟ ✱✟ ✔✕✖✗✗✖✗✘✙ ♦✝◗ ♥✆✝ ☎❛r ➥❝✚✛ ❣✆✝r✝ ❣✞ ❛❆ ❀❢♥ ❣❡ ❜✉ ♥✆✝ ☎❛r ✜✢♥q☎✆✝❛✟✆✝ ☎✐✉❤✫☎✐✉❤ ❢♥✬✆✆☎✆✝❛ ❡✝❛ ☎✐❢✠❢❡r ✿✐ ❡❛✝ ✢❁✰✆r✝ ❣✞❛ r✆✝ ❣❡✝❛ ✱✟ ✔✕✖✗✗ ✐③✆■r ❣✆✝r❤ ❣✞❆ ❜❧✐③✟✆✠ ❣❡ ✟❣ ❧✟r✝ ❣✞❛ ❢✟ ✱✟ ✠✝✡✆✆ ✟✆ ✟✆✝❜❩ ☎❛r ✜✢♥q ✉❣❤❛ ❣✆✝r✆ ❣✞❆ ♥✇❧✠❤ r✠✐✰ ◗ ▲❡✠☛✆✟❤❢t✱ ❢✟ ❢✟✠☛✆ ✟✆ ✱✟ ☎❛r ✜✢♥q ✣✉✆❡r✪ ✐③✆✠❛❢❍✆✟ ✜✢♥q✤ ❣✆✝r✆ ❣✞❆ ♠♥✆❣✠☛✆r✪ ✉❤♣✝ ♥❤ ❣q❜ ❩☎✆Ñ❢r❀✆✝❛ ✟✆✝ ♥✝❢✡✆✱✪

✎✏✑✒✓  5.2

✥è
✦✧
✦

5

✩✯✲✷✷ ✸✹✻ ✼✷✯✽✷

✭✾✾✾✮
✭✾✮ ✭✾✾✮

✭✾✮ ✭✾✮ ✭✾✮ ✭✾✮



①❢✳❦r✶✵✻✶✵✻✶✵✻✶✵✻✶✵✻
❀❣✆→ ☎✆Ñ❢r ✺✳✷ ✭✾✮ ✔✕✖✗✗✖✗❛▼❪ ☎✆Ñ❢r ✺✳✷ ✭✾✾✮ ✔✕✖✗✗ ✱♦❛ ✈✗Ñ�✁ ✺✳✷ ✭✾✾✾✮ ✱❞ �❞✔✂✗❪ ✟✆✝

♥✬✆✆❩r❤ ❣✞❆ ❧✆❡✆❯❀r✪ ✱✟ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼ P◗ ✟✆✝ ❧❛♦✝◗r ✄☎ ✆ ✠✝✡✆✆ ❆✝ ✟✆✝ ❧❛♦✝◗r ✞❇✦✧✧★ ✱♦❛ ❢✟✠☛✆ ❖P
✟✆✝ ❧❛♦✝◗r ✟✠✡ ☛✡✡ ✆ ❧✝ ❢✉❢♥❩☞❱ ❢✟❀✆ t✆r✆ ❣✞❆ ☎✐✉✝ ♥✞❢✉✟ t❤♦✉ ❧✝ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼✆✝❛ ✱♦❛ ❢✟✠☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ♦q◗◆
♠♥✆❣✠☛✆ ♥❤❢t✱ ☎✆✞✠ ♠✉♦✝◗ ✢✆✠✝ ❡✝❛ ☎✐✉✝ ❢❡❂✆✆✝ ❛ ❧✝ ♣♣✆❩ ✟❤❢t✱❆

✐q✉✪ ▲❡✠☛✆ ✟❤❢t✱ ❢✟ ✠✝✡✆✆✱→ ☎❋✆♦✆ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼✆✝❛ ♦✝◗ ❢❡②✉✝ ✐✠ ❞✗✕✂✗ ❢✉❢❡❩r ❣✆✝r✆ ❣✞❆ ♠✐❀q❩❉r
☎✆Ñ❢r❀✆✝❛ ✣☎✆Ñ❢r ✺✳✍✤ ❡✝❛ ✟✆✝✉✆✝❛ ✭✭✌✍✎✏✍✑✮ ✟✆✝ ✐③✝❢④✆r ✟❤❢t✱❆ t✢ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ☎❋✆♦✆ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼
❢✟❧❤ ✜✢♥q ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r✝ ❣✞❛ r✆✝ ❜✉ ✟✆✝✉✆✝❛ ✟✆ ❢✉❡✆❩☛✆ ❣✆✝r✆ ❣✞❆ ♠♥✆❣✠☛✆r✪ ✉❤♣✝ ♥❤ ❣q❜❩
☎✆Ñ❢r❀✆✝❛ ✟✆✝ ♥✝❢✡✆✱✪

✎❦✑✓✓ 5.3

☎✆Ñ❢r ✺✳✔ ✭✾✮ ❡✝❛ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼❆✝ ✱♦❛ ✝✕✆ ✟✆✝☛✆❆✝✕ ✟✆ ❢✉❡✆❩☛✆ ✟✠✉✝ ♦✝◗ ❢②✱❪ ✱✟ ♥✇❧✠✝ ✟✆✝✜✢♥q ✝ ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r✝ ❣✞❛ ☎✆✞✠ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼✝✕ ✱♦❛❆✕✆ ✟✆✝☛✆ ❆✕✝✟✆ ❢✉❡✆❩☛✆ ✟✠✉✝ ♦✝◗ ❢②✱ ✱✟
♥✇❧✠✝ ✟✆✝ ✕ ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r✝ ❣✞❛ ❜❘❀✆❢♥❆ t✢❢✟ ☎✆Ñ❢r ✺✳✔ ✭✾✾✮ ❡✝❛ ✠✝✡✆✆✱→ P◗
✱♦❛ ✖❙ ✱✟ ♥✇❧✠✝ ✟✆✝ ✜✢♥q ❖ ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❛ ❢t❧❧✝ ✟✆✝☛✆ P❖❙✆ ❙❖◗✆
◗❖✖☎✆✞✠ ✖❖P ❢✉❢❡❩r ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆ ✟✆✝☛✆ ❆✝✕ ✟✆✝ ❧❛♦✝◗r ✥❆✝✕ ⑥✆✠✆ ❢✉✿❢✐r
❢✟❀✆ t✆r✆ ❣✞❆ ❜❧ ✐③✟✆✠ ☎✆Ñ❢r ✺✳✔ ✭✾✮ ❡✝❛ ❢✉❢❡❩r r❤✉ ✟✆✝☛✆ ✥❆✝✕✆
✥✝✕❆ ✱♦❛ ✥✝❆✕ ❣✞❛ ☎✆✞✠ ☎✆Ñ❢r ✺✳✔ ✭✾✾✮ ❡✝❛ ❢✉❢❡❩r ♣✆✠ ✟✆✝☛✆ ✥P❖❙✆
✥❙❖◗✆ ✥◗❖✖ ✱♦❛ ✥P❖✖ ❣✞❛❆ ☎✆✐ ✐❣②✝ ❧✝ ❣❤ ☎è❀❀✉ ✟✠ ♣q♦✝◗ ❣✞❛ ❢✟
❯❀✇✉ ✟✆✝☛✆❪ ☎❢✴✟ ✟✆✝☛✆ ☎❋✆♦✆ ❧❡ ✟✆✝☛✆ ♦✝◗ ✿✐ ❡✝❛ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆ ♦✗❤❩✟✠☛✆ ✟✞❧✝
❢✟❀✆ t✆r✆ ❣✞❆

�✘■✐✂✗❤ ✟✆✝☛✆❆✝✕ ♦✝◗ ❡✆✐ ♦✝◗ ❧❛♥❍✆❩ ❡✝❛❪ ♠✥❆✝✕✟✆✝ ❧✆✴✆✠☛✆r✪✥❆✝✕ ♦✝◗ ✿✐ ❡✝❛ ❢②✡✆✝❛✗ ✝❆
✐③✟✠☛✆ ❧✝ ❀❣ ✢✆r ▲✐☞❱ ❣✆✝ t✆✱✗❤ ❢✟ ❣❡ ✟✆✝☛✆ ♦✝◗ ❧❛♥❍✆❩ ❡✝❛ ☎❋✆♦✆ ❜❧♦✝◗ ❡✆✐ ♦✝◗
❧♥❛❍✆❩ ❡✝❛ ✢✆r ✟✠ ✠❣✝ ❣✞❛❆

5.2 ❧✙❝✙✚✛✜ ✢✄✁✣✄
5.2.1 ✤✇❥✩ ✩✪s✫✪

t✢ ♥✆✝ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❡✆✐✆✝❛ ✟✆ ❀✆✝✗ ✾✬✮ ❣✆✝r✆ ❣✞❪ r✆✝ ❀ ✝ ✟✆✝☛✆ ✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆ ✭✭✌♠✯✰✏♠✏✎✲✵✍✶ ✵✎✸✰✏✑✮✟❣②✆r✝ ❣✞❛❆

✭✾✮ ✭✾✾✮

☎✐✉✝ ☎✆❧✐✆❧ ♥❧ ☎✆Ñ❢r❀✆✝❛✟✆✝ ❧✇♣❤✢➻ ✟❤❢t✱ ☎✆✞✠ ♠✉❡✝❛✐✆✱ t✆✉✝ ♦✆②✝ ❯❀✇✉ ✟✆✝☛✆✆✝❛❪ ☎❢è✆✟✟✆✝☛✆✆✝❛ ✱♦❛ ❧❡ ✟✆✝☛✆✆✝ ❛ ✟❤ ✐❣♣✆✉✟❤❢t✱❆

✹③❀✼✽ ✿❁❃t❄



❥s❬❦❦ ✈❦❙❥ ❞❦s✳❦ ✶✵✼✶✵✼✶✵✼✶✵✼✶✵✼

t✢ ♥✆✝ ✟✆✝☛✆ ✐✇✠✟ ❣✆✝r✝ ❣✞❛❪ r✆✝ ❜✉❡✝❛ ❧✝ ✐③❘❀✝✟ ✟✆✝☛✆ ♥✇❧✠✝ ✟✆✝☛✆ ✟✆ ✐✇✔❞ ✟❣②✆r✆ ❣✞❆♠✐❀q ❩❉r ☎✆✠✝✡✆ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✺✮ ❡✝❛ ❫❫✔✬✮ ✟✆ ✟✆✝☛✆✯✯❪ ❫❫✻✬✮ ♦✝◗ ✟✆✝☛✆✯✯ ✟✆ ✐✇✠✟ ❣✞ ☎✆✞✠ ❢♦②✆✝❡r✪
✽✼s❃♣❄❪ ♣♣✼❩ ✿❁❃t❄ ❄♦❛ ❃②❃❬✼❄

1. ❉❀✆ ♥✆✝ ❯❀✇✉ ✟✆✝☛✆ ✱✟ ♥✇❧✠✝ ♦✝◗ ✐✇✠✟ ❣✆✝ ❧✟r✝ ❣✞❛❭
2. ❉❀✆ ♥✆✝ ☎❢✴✟ ✟✆✝☛✆ ✱✟ ♥✇❧✠✝ ♦✝◗ ✐✇✠✟ ❣✆✝ ❧✟r✝ ❣✞❛❭
3. ❉❀✆ ♥✆✝ ❧❡ ✟✆✝☛✆ ✱✟ ♥✇❧✠✝ ♦✝◗ ✐✇✠✟ ❣✆✝ ❧✟r✝ ❣✞❛❭

1. ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❀q❳❡✆✝❛ ❡✝❛ ✟✆✞✉✫❧✝ ✐✇✠✟ ❣✞❛❭ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✺✮

2. ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ❡✝❛ ✐③❘❀✝✟ ♦✝◗ ✐✇✠✟ ✟✆ ❡✆✐ ❉❀✆ ❣✞❭✭✾✮ ✺✺➸ ✭✾✾✮ ✻✺➸ ✭✾✾✾✮ ✺✍➸ ✭✾✈✮ ✺✺➸

3. ♥✆✝ ✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆✆✝ ❛ ♦✝◗ ❡✆✐✆✝❛ ✟✆ ☎❛r✠ ✍✷� ❣✞❆ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❡✆✐ ❑✆r ✟❤❢t✱❆

✭✾✮ ✭✾✾✮ ✭✾✾✾✮ ✭✾✈✮
❉❀❦ ❀✁ ♥❦✁ ❞❦✁✳❦ ✐✂❥❞ ❞❦✁✳❦ ❣❙✄❭ ✉❣❤✄❉❀❦ ❀✁ ♥❦✁ ❞❦✁✳❦ ✐✂❥❞ ❞❦✁✳❦ ❣❙✄❭ ❣❦→ ✎❦✑✓✓ 5.4

✹③❀✼✽ ✿❁❃t❄

✭✾✾✾✮ ✭✾✈✮✎❦✑✓✓ 5.5

✭✾✮ ✭✾✾✮



①❢✳❦r✶✵✽✶✵✽✶✵✽✶✵✽✶✵✽

✹③❀✼✽ ✿❁❃t❄

5.2.2 ❧❛✤✇❥✩ ✩✪s✫✪

☎✆❜✱ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ❀q❳❡✆✝❛ ✟✆✝ ♥✝✡✆r✝ ❣✞❛ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✻✮✿

✎❦✑✓✓ 5.6

❉❀✆ ☎✆✐ ♥✝✡✆r✝ ❣✞❛ ❢✟ ♠✐❀q❩❉r ✐③❘❀✝✟ ❀q❳❡ ❡✝❛ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✻✮ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❡✆✐✆✝❛ ✟✆ ❀✆✝✗ ✍�✬➸✐✆❀✆ t✆r✆ ❣✞ ❭ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ✱✝❧✝ ❀q❳❡ ✁❛✐✇✔❞ ❞✗✕✂✗ (supplementary angles) ✟❣②✆r✝ ❣✞❛❆ t✢♥✆✝ ✟✆✝☛✆ ❧❛✐✇✠✟ ❣✆✝r✝ ❣✞❛ r✆✝ ♠✉❡✝❛ ❧✝ ✐③❘❀✝✟ ✟✆✝☛✆ ♥✇❧✠✝ ✟✆✝☛✆ ✟✆ ✁❛✐✇✔❞ ✟❣②✆r✆ ❣✞❆
✽✼s❃♣❄❪ ♣♣✼❩ ✿❁❃t❄ ❄♦❛ ❃②❃❬✼❄

1. ❉❀✆ ♥✆✝ ☎❢✴✟ ✟✆✝☛✆ ❧❛✐✇✠✟ ❣✆✝ ❧✟r✝ ❣✞❛❭
2. ❉❀✆ ♥✆✝ ❯❀✇✉ ✟✆✝☛✆ ❧❛✐✇✠✟ ❣✆✝ ❧✟r✝ ❣✞❛❭    3. ❉❀✆ ♥✆✝ ❧❡ ✟✆✝☛✆ ❧❛✐✇✠✟ ❣✆✝ ❧✟r✝ ❣✞❛❭

1. ☎✆Ñ❢r ✺✳✺ ❡✝❛ ❧❛✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❀q❳❡ ❑✆r ✟❤❢t✱ ✪

✭✾✮ ✭✾✾✮

✭✾✾✾✮ ✭✾✈✮

✭✾✮ ✭✾✾✮



❥s❬❦❦ ✈❦❙❥ ❞❦s✳❦ ✶✵✾✶✵✾✶✵✾✶✵✾✶✵✾

2. ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ❡✝ ❛ ✐③❘❀✝✟ ♦✝◗ ❧❛✐✇✠✟ ✟✆ ❡✆✐ ❉❀✆ ❣✆✝✗✆❭
✭✾✮ ✍✬✬➸ ✭✾✾✮ ✾✬➸ ✭✾✾✾✮ ✺✺➸ ✭✾✈✮ ✍✷✺➸

3. ♥✆✝ ❧❛✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ❡✝❛ ✢▼✰✝ ✟✆✝☛✆ ✟✆ ❡✆✐ ◆✆✝❱ ✝ ✟✆✝☛✆ ♦✝◗ ❡✆✐ ❧✝ ✺✺➸ ☎❢✴✟ ❣✞❆ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗❡✆✐ ❑✆r ✟❤❢t✱❆
5.2.3. ✈✪❧❯✉ ✩✪s✫✪

❢✉❊✉❢②❢✡✆r ☎✆Ñ❢r❀✆✝❛ ✟✆✝ ♥✝❢✡✆✱ ✪

✎❦✑✓✓ 5.8

♥✆✝✉✆✝❛ ✬✆❤☞✆✆✝➧❆☎✆✞✠ ✝ ✐✠❪ ❣❡ ✐✆r✝ ❣✞❛ ❢✟ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆ ✱✟ ❀q❳❡ ✱✟ ♥✇❧✠✝ ❧✝ ❧❛②❳✉ ✠✡✆✆ ✗❀✆ ❣✞❆
❀✝ ✟✆✝☛✆ ❜❧ ✐③✟✆✠ ❣✞❛ ❢✟ ✪
✭✾✮ ♠✉✟✆ ✱✟ ♠❍✆❀❢✉☞❇ ✬✆❤☞✆❩ ❣✞✭✾✾✮ ♠✉❡✝❛ ✱✟ ♠❍✆❀❢✉☞❇ ❍✆qt✆ ❣✞ ☎✆✞✠✭✾✾✾✮ t✆✝ ❍✆qt✆✱→ ♠❍✆❀❢✉☞❇ ✉❣❤❛ ❣✞❛❪ ♦✝ ♠❍✆❀❢✉☞❇ ❍✆qt✆ ♦✝◗ ✱✟✫✱✟ r✠✐✰ ◗ ❣✞❛❆

✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ✱✝❧✝ ❀q❳❡ ✈✗✁�✁ ❞✗✕✂✗ (Adjacent angles) ✟❣②✆r✝ ❣✞❛❆ ☎✆❧❯✉ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ❡✝❛♠❍✆❀❢✉☞❇ ✬✆❤☞✆❩ ✱♦❛ ♠❍✆❀❢✉☞❇ ❍✆qt✆ ❣✆✝r❤ ❣✞ ✐✠❛rq ✟✆✝❜❩ ❍✆❤ ☎❛r✪ ✜✢♥q ♠❍✆❀❢✉☞❇ ✉❣❤❛ ❣✆✝r✆ ❣✞❆

✭✾✈✮✭✾✾✾✮ ✎❦✑✓✓ 5.7

t❝ ✂❦✐ ✱❞ ✐ q▲r❞ ❞❦✁ ❬❦❦✁②r ✁ ❣❙✄ r❦✁ ❀❣ ♠✐❀q❩❉r
✂❦Ñ❢r ❞❤ r❥❣ ❢♥❬❦❦❜❩ ♥✁r❤ ❣❙❆ ✄ ✂❦❙❥ ☎ ❡✁ ✄ ❣❡
❞❦✁✳❦❦✁ ✄ ❞❦ ✱❞ ✱✁❧❦ ❀q❳❡ ✐❦r✁ ❣❙✄ ❢t❧❡ ✁ ✄ ✱❞ ❞❦✁✳❦
♥✂❧❥✁ ♦✁◗ ❧❦❋❦ ❧✄②❳✉ ❣❙❆

❢❞❧❤ ❞❦❥ ♦✁◗ ❜❧ ▲❱❤❀❢❥✄① ❖❣❤② ❞❦✁ ♥✁❢❬❦✱❆ ❖❣❤②
♦ ✁◗ ♦✁ ✄◗♥ ③ ➥❝♥ q ✐❥ r❤✉ ❞❦✁✳❦ ✐❦✱ t❦r✁ ❣❙✄ ❢t✉❡✁ ✄ ❧✁
✐ ③❘❀✁❞ ❞❦✁✳❦ ♥✂❧❥✁ ♦✁◗ ❧❦❋❦ ❧✄②❳✉ ✐❦❀❦ t❦r❦ ❣❙❆

❆
✝



①❢✳❦r✶✶✵✶✶✵✶✶✵✶✶✵✶✶✵

1. ❉❀✆ ✍ ☎✆✞✠ ✷ ❧✝ ☎❛❢✟r ✟✆✝☛✆ ☎✆❧❯✉ ❣✞❛❭ ❬☎✆Ñ❢r ✺✳✾ ✭✾✮✭✭✈✮� ❀❢♥ ❀✝ ☎✆❧❯✉ ✉❣❤❛ ❣✞❛ r✆✝✢r✆❜✱❪ ❫❉❀✆✝❛✯❭
✹③❀✼✽ ✿❁❃t❄

✭✾✮ ✭✾✾✮ ✭✾✾✾✮

2. ☎✆Ñ❢r ✺✳✍✬ ❡✝❛❪ ❉❀✆ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✟✆✝☛✆ ☎✆❧❯✉ ❣✞❛❭
✭✵✮ ✥❆❖✝☎✆✞✠ ✥✝❖✕ ✭❜✮ ✥✝❖❉☎✆✞✠✥✝❖✕
☎✐✉✝ ♠Ù✆✠ ✟❤ ✐q❢☞❱ ✟❤❢t✱❆

✽✼s❃♣❄❪ ♣♣✼❩ ✿❁❃t❄ ❄♦❛ ❃②❃❬✼❄

1. ❉❀✆ ♥✆✝ ☎✆❧❯✉ ✟✆✝☛✆ ❧❛✐✇✠✟ ❣✆✝ ❧✟r✝ ❣✞❛❭ 2. ❉❀✆ ♥✆✝ ☎✆❧❯✉ ✟✆✝☛✆ ✐✇✠✟ ❣✆✝ ❧✟r✝ ❣✞❛❭
3. ❉❀✆ ♥✆✝ ☎❢✴✟ ✟✆✝☛✆ ☎✆❧❯✉ ✟✆✝☛✆ ❣✆✝ ❧✟r✝ ❣✞❛❭
4. ❉❀✆ ✱✟ ❯❀✇✉ ✟✆✝☛✆❪ ☎❢✴✟ ✟✆✝☛✆ ✟✆ ☎✆❧❯✉ ❣✆✝ ❧✟r✆ ❣✞❭

5.2.4 ❥❙❢✁✪✩ ❀q❳❡

✱❞ ✔ ✂�✖✗❞ ✄✛☎✆ (linear pair)❪ ✱✕✁ ✕ ✈✗✁�✁ ❞✗✕✂✗✗✕❛ ❞✗ ✄✛☎✆ ❣✗✕✁✗ ❣✂ �t✁❞❤ ♦ ✕ ❍✗✛t✗✱→ t✗✕
♠❍✗✄�✁✧❇ ✁❣❤❛ ❣✂❛ ❪ �♦✐✔❤✁ �✚✬✗✗ ✆ ✕❛ �❞✔✂✗✕❛ ❣✗✕✁❤ ❣✂❛❆

❉❀✆ ✥✶✱ ✥✷ ✱✟ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ❣✞❛❭ ❣✆→ ❉❀✆ ✥✶✱ ✥✷ ✱✟ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ❣✞❭ ✉❣❤❛ ✣❉❀✆✝❛❭✤
✭✾✮ ✎❦✑✓✓ 5.11 ✭✾✾✮

✭✾✈✮ ✭✈✮✎❦✑✓✓ 5.10 ✎❦✑✓✓ 5.9



❥s❬❦❦ ✈❦❙❥ ❞❦s✳❦ ✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶✶
♠✐❀q❩❉r ☎✆Ñ❢r ✺✳✍✍ ✭✾✮ ❡✝❛ ♥✝❢✡✆✱ ❢✟ ❧❊❡q✡✆ ❢✟✠☛✆✝❛ ✣t✆✝ ✥✍ ✱♦❛✥✷ ✟❤ ♠❍✆❀❢✉☞❇ ❍✆qt✆✱→✉❣❤❛ ❣✞❛✤ ✱✟ ✠✝✡✆✆ ✟✆ ❢✉❡✆❩☛✆ ✟✠r❤ ❣✞❛❆ ❜❧ ✐③✟✆✠ ✥✍ ✰ ✥✷ ✟✆ ❡✆✉ ✍�✬� ❣✆✝ t✆r✆ ❣✞❆✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ♦✝◗ ✟✆✝☛✆ ❧❛✐✇✠✟ ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆❉❀✆ ☎✆✐✉✝ ☎✐✉✝ ☎✆❧✐✆❧ ❡✝❛ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ♦✝◗ ❡✆ ❲▼②✆✝❛ ✐✠ è❀✆✉ ❢♥❀✆ ❣✞❭❧✆♦✴✆✉❤✐✇♦❩✟ ✉✆✝❱ ✟❤❢t✱ ❢✟ ❧❛✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆ ❀q❳❡❪ ✠✞❢✡✆❡ ❀q❳❡ r❍✆❤ ✢✉✆r✆ ❣✞❪ t✢✐③❘❀✝✟ ✟✆✝ ♥✇❧✠✝ ♦✝◗ ☎✆❧❯✉ ✠✡✆✆ t✆✱❆❉❀✆ ☎✆✐ ☎✐✉✝ ♥✞❢✉✟ t❤♦✉ ❡✝❛ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ♦✝◗ ♠♥✆❣✠☛✆ ✐✆r✝ ❣✞❛❭ ❧❈t❤ ✟✆❱✉✝ ♦✆②✝ ✐❱✟✆✝ ✐③✝❢④✆r ✟❤❢t✱ ✣☎✆Ñ❢r ✺✳✍✷✤❆ ❉❀✆ ☎✆✐ ✟❣ ❧✟r✝ ❣✞❛ ❢✟ ✟✆❱✉✝ ♦✆②✆ ❈②✝▼ ✐❱ ♦✝◗ ❧✆❋✆✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆r✆ ❣✞❭

✱❞ ❧�t❤ ❞❦❱✉s ♦❦②❦ ✐❱ ✱❞ ✐s✉ ▲❱❙❛▼
❞❦❱✉✁ ♦❦②❦ ✁② ✁✂❪ ✐❱ ♦✁◗ ❧❦❋❦ ❞❦✁✳❦❦✁ ✄ ❞❦ ✐✁✉❪ ▲❱ ❙✄✂ ♦✁◗ ❧❦❋❦ ❞❦✁✳❦❦✁ ✄ ❞❦

✱❞ ❥❙❢❬❦❞ ❀q❳❡ ❝✉❦r❦ ❣❙❆ ✱❞ ❥❙❢❬❦❞ ❀q❳❡ ❝✉❦r❦ ❣❙❆✎❦✑✓✓ 5.12

❢✐◗✠ ❧✝❪ ✐✝✉ ▲❱ ✞❛❛▼ ♥✝❢✡✆✱ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✍✷✮❆ ❉❀✆ ☎✆✐ ✟❣ ❧✟r✝ ❣✞❛ ❢✟ ✐✝✉❪ ▲❱ ✞❛▼ ♦✝◗ ❧✆❋✆✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆r✆ ❣✞ ❭
✽✼s❃♣❄❪ ♣♣✼❩ ✿❁❃t❄ ❄♦❛ ❃②❃❬✼❄

1. ❉❀✆ ♥✆✝ ❯❀✇✉ ✟✆✝☛✆ ✱✟ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆ ❧✟r✝ ❣✞❛❭
2. ❉❀✆ ♥✆✝ ☎❢✴✟ ✟✆✝☛✆ ✱✟ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆ ❧✟r✝ ❣✞❛❭
3. ❉❀✆ ♥✆✝ ❧❡ ✟✆✝☛✆ ✱✟ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆ ❧✟r✝ ❣✞❛❭

✢r✆❜✱ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ❀q❳❡✆✝❛ ❡✝❛ ❧✝ ✟✆✞✉✫❧✆ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆r✆ ❣✞❭ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✍✔✮✿
✄③❀❦☎ ✆✝❢✞✟

✥✠✡

★☛☞

✌✍✎

✭✾✮ ✭✾✾✮



①❢✳❦r✶✶✷✶✶✷✶✶✷✶✶✷✶✶✷

✥�✁

★✂✄
✩☎✆

✎❦✑✓✓ 5.13✭✾✾✾✮ ✭✾✈✮

✎❦✑✓✓ 5.14

5.2.5 ♠è♦✪ ❩✴❥ ❧❊❡q✁✪ ✩✪s✫✪

♥✆✝ ✐✝❛❢❧② ②❤❢t✱ ☎✆✞✠ ♠❯❣✝❛ ❡è❀ ❡❛✝ ✠✢▼✰ ✢✞❛▼ ✟❤ ❧❣✆❀r✆ ❧✝ ✱✟✫♥✇❧✠✝♦✝◗ ❧✆❋✆ ✢✆→✴ ♥❤❢t✱❪ t✞❧✆ ❢✟ ☎✆Ñ❢r ✺✳✍✺ ❡✝❛ ♥✬✆✆❩❀✆ ✗❀✆ ❣✞❆
❜❧ ✐③✟✆✠ ❢✉❢❡❩r ♣✆✠ ✟✆✝☛✆✆✝❛❪ ✥✦✧ ✥✝✧ ✥✪ ✱♦❛ ✥✫ ✟✆✝ ♥✝❢✡✆✱
✥✦✧ ✥✔ ♦✝◗ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ❣✞ ☎✆✞✠ ✥✺✆ ✥✷ ♦✝◗ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ❣✞❆
✥✍ ✱♦❛✥✔✟✆✝ ❣❡ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✭✈✏✍✲✾✭✵✰✰✶ ✌✯✯✌✑✾✲✏ ✵✎✸✰✏✑✮ ✟✆ ✱✟ ❀q❳❡ ✟❣r✝ ❣✞❛❆
❉❀✆ ☎✆✐ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ☎❯❀ ❀q❳❡ ✟✆ ✉✆❡ ♥✝ ❧✟r✝ ❣✞❛❭
❉❀✆ ✥✦✧ ✥✪ ♦✝◗ ✢✠✆✢✠ ❢♥✡✆✆❜❩ ♥✝r✆ ❣✞❭ ❉❀✆ ✥✝✧ ✥✫ ♦✝◗ ✢✠✆✢✠ ❢♥✡✆✆❜❩ ♥✝r✆ ❣✞❭

❜❧✟✆✝ ❧❘❀✆❢✐r ✟✠✉✝ ❧✝ ✐❣②✝ ☎✆❜✱ ❣❡ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❢②✱ ♦✆▲r❢♦✟ t❤♦✉❧✝ ♦q◗◆ ♠♥✆❣✠☛✆ ♥✝✡✆r✝ ❣✞❛ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✍✺✮❆

✎❦✑✓✓ 5.15

❢✟❧❤ ✱✟ ✜✢♥q ✐✠ ✐③❢r✒◆✝❢♥r ✟✠r❤ ❣q❜❩ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ l ☎✆✞✠ m ✡✆❤❛❢♣✱❆ ☎✢ ☎✆✐ ✥✦✧ ✥✝✧
✥✪ ✱♦❛ ✥✫ ☎❛❢✟r ✟✠ ❧✟r✝ ❣✞❛ t✞❧✆ ❢✟ ☎✆Ñ❢r ✺✳✍✻ ❡✝❛ ♥✬✆✆❩❀✆ ✗❀✆ ❣✞❆

✱✟ ✐✆✠♥✬✆❤❩ ✟✆✗➈✆ ♦✝◗ ➴✐✠ ❜❧ ☎✆Ñ❢r ✟❤ ✱✟ ☎✉q✠✝✡✆ ✐③❢r❢②❢✐ ②❤❢t✱❆
♠❧✟✆✝ ❡✇② ✐③❢r ♦✝◗ ➴✐✠ ❜❧ ✐③✟✆✠ ✠❢✡✆✱ r✆❢✟✥✦ ☎✐✉❤ ✐③❢r❢②❢✐ ✟✆✝ ❁✟ ②✝❪ ✥✝ ☎✐✉❤✐③❢r❢②❢✐ ✟✆✝ ❁✟ ②✝❪ ✲✲✲ ❜❘❀✆❢♥❆
✐③❢r✒◆✝♥✉ ✜✢♥q ✐✠ ✱✟ ❢✐✉ ②✗✆❜✱❆ ✐③❢r❢②❢✐ ✟✆✝ ✍�✬✮ ❧✝ ❄✆q❡✆❜✱❆ ❉❀✆ ✠✝✡✆✆✱→ ❢✐◗✠ ❧✝❧❛✐✆r❤ ❣✆✝ t✆r❤ ❣✞❛❭

❜❯❣ s ❛ ✿❁❃t❄



❥s❬❦❦ ✈❦❙❥ ❞❦s✳❦ ✶✶✸✶✶✸✶✶✸✶✶✸✶✶✸

✎❦✑✓✓ 5.17

✎❦✑✓✓ 5.16

☎✆✐ ✐✆r✝ ❣✞❛ ❢✟✥✦ ✱♦❛✥★ ✉✝ ☎✐✉❤ ❢▲❋✆❢r❀✆→ ✐✠▲✐✠ ✢♥② ②❤ ❣✞❛ ☎✆✞✠ ❜❧❤ ✐③✟✆✠✥✩ ✱♦❛✥✪ ✉✝❍✆❤ ☎✐✉❤ ❢▲❋✆❢r❀✆→ ✐✠▲✐✠ ✢♥② ②❤ ❣✞❛ ❆ ❀❣ ❧✢ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ✟❤ ❢▲❋✆❢r ✟✆✝ ✢♥②✝ ❢✢✉✆ ❢✟❀✆ ✗❀✆ ❣✞❆❜❧ ✐③✟✆✠ ✥✦ ❂ ✥★ ✱♦❛ ✥✩ ❂ ✥✪✳❣❡ ❜❧ ❢✉☞✟☞✆❩ ✐✠ ✐❣q❛→♣r✝ ❣✞❛ ❢✟ ✄�✚ ✚✗✕ ✔✕✖✗✗✱→ ✱❞ ✚ ✇✁✔✕ ❞✗✕ ✐③�✁P◆ ✕✚ ❞✔✁❤ ❣✂❛ ✁✗✕
❜✁ ✐③❞✗✔ ❝✁✕ ♠è♦✗❩✴✔ ✁❊✆ ✛✖✗ ❞✗✕✂✗ ✁✆✗✁ ❣✗✕✁✕ ❣✂❛❆☎✆❜✱ ❚❀✆❢❡❢r ✟✆ ♠✐❀✆✝✗ ✟✠r✝ ❣q✱ ❜❧✝ ❢❧➻ ✟✠✉✝ ✟✆ ✐③❀✆❧ ✟✠r✝ ❣✞❛❆☎✆❜✱ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ l ☎✆✞✠ m ②✝r✝ ❣✞❛ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✍✺✮❆❣❡ ❜❧ ✐❢✠☛✆✆❡ ✐✠ r✟❩❧❛✗r ❀q❢❉r ❧✝ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✐③✟✆✠ ❧✝ ✐❣→q♣ ❧✟r✝ ❣✞❛ ✪❡✆✉ ②❤❢t✱ l ✱♦❛ m ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ❣✞❛ t✆✝ ✱✟ ♥✇❧✠✝ ✟✆✝ ❖ ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❛ ☎✆✞✠❜❧ ✐③✟✆✠ ✥✍✆ ✥✷✆ ✥✔ ✱♦❛ ✥✺ ❢✉❢❡❩r ✟✠r❤ ❣✞❛❆❣❡ ❢❧➻ ✟✠✉✆ ♣✆❣r✝ ❣✞❛ ❢✟ ✥✍ ❂ ✥✔ ✱♦❛ ✥✷ ❂ ✥✺☎✢ ✥✍❂ ✍�✬➸ ➊✥✷ ✭✥✍ ✱♦❛ ✥✷ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆r✝ ❣✞❛ ❜❧❢②✱ ✥✍ ✰ ✥✷ ❂ ✍�✬✮✮ ✭✾✮❜❧❤ ✐③✟✆✠ ✥✔❂ ✍�✬➸ ➊✥✷ ✭ ✥✷✆ ✥✔ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆r✝ ❣✞❛ ❜❧❢②✱ �✷ ✰ �✔ ❂ ✍�✬✮✮ ✭✾✾✮❜❧❢②✱ �✍ ❂ �✔ ❬✭✾✮☎✆✞✠ ✭✾✾✮ ❧✝�❜❧❤ ✐③✟✆✠ ❣❡ ❢❧➻ ✟✠ ❧✟r✝ ❣✞❛ ❢✟ �✷ ❂ �✺ ✣✐③❀✆❧ ✟❤❢t✱✤❆

 1. ♥❤ ❣q❜❩ ☎✆Ñ❢r ❡✝❛ ❀❢♥
�✍❂✔✬➸ ✆ r✆✝ �✷ ✱♦❛ �✔ ❑✆r ✟❤❢t✱❆

 2. ☎✐✉✝ ☎✆❧✐✆❧ ❧✝ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆✆✝❛✟✆ ✱✟ ♠♥✆❣✠☛✆ ♥❤❢t✱❆
♠♥✪❣❥✫✪ 1 ☎✆Ñ❢r ✺✳✍� ❡✝❛ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✟❤ ✐❣♣✆✉ ✟❤❢t✱✪
✭✾✮ ☎✆❧❯✉ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ✐✆→♣ ❀q❳❡ ✭✾✾✮ r❤✉ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡✭✾✾✾✮ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ♥✆✝ ❀q❳❡❆
❣②

✭✾✮ ☎✆❧❯✉ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ✐✆→♣ ❀q❳❡ ❣✞❛ ✪ ✭�❆❖✁✆ �✁❖✕✮✆ ✭�✁❖✕✆ �✕❖✝✮✆✭�❆❖✕✆�✕❖✝✮✆ ✭�✕❖✝✆�✝❖❉✮✆ ✭�✁❖✝✆�✝❖❉✮

✟✆✝ ❄✆q❡✆✟✠ ✟✆✝ ✐③✆■r ❢✟❀✆ t✆❧✟r✆ ❣✞❆

✹③❀✼✽ ✿❁❃t❄

✎❦✑✓✓ 5.18
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✭✾✾✮ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ❣✞❛ ✪ ✭�❆❖✁✆ �✁❖✝✮✆ ✭�❆❖✕✆ �✕❖✝✮✆ ✭�✕❖✝✆ �✝❖❉✮✭✾✾✾✮ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆ ❣✞❛ ✪ ✭�✕❖✝✆ �❆❖❉✮✆ ✭�❆❖✕✆ �✝❖❉✮
✹③✬✉✼♦②❁ 5.1

1. ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✟✆✝☛✆✆✝ ❛ ❡✝❛ ❧✝ ✐③❘❀✝✟ ✟✆ ✐✇✠✟ ❑✆r ✟❤❢t✱ ✪

✭✾✮ ✭✾✾✮ ✭✾✾✾✮
2. ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ❡✝ ❛ ❧✝ ✐③❘❀✝✟ ✟✆ ❧❛✐✇✠✟ ❑✆r ✟❤❢t✱❆

✭✾✮ ✭✾✾✮ ✭✾✾✾✮
3. ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ❀q❳❡✆✝❛ ❡✝❛ ❧✝ ✐✇✠✟ ✱♦❛ ❧❛✐✇✠✟ ❀q❳❡✆✝❛ ✟❤ ✐❵❋✆♦ ⑦◗✫✐❵❋✆♦ ⑦◗ ✐❣♣✆✉ ✟❤❢t✱ ✪✭✾✮ ✻✺➸ ✆✍✍✺➸ ✭✾✾✮ ✻✔➸ ✆✷✺➸ ✭✾✾✾✮ ✍✍✷➸ ✆✻�➸✭✾✈✮ ✍✔✬➸ ✆✺✬➸ ✭✈✮ ✺✺➸ ✆✺✺➸ ✭✈✾✮ �✬➸ ✆✍✬➸
4. ✱✝❧✆ ✟✆✝☛✆ ❑✆r ✟❤❢t✱ t✆✝ ☎✐✉✝ ✐✇✠✟ ♦✝◗ ❧❡✆✉ ❣✆✝❆
5. ✱✝❧✆ ✟✆✝☛✆ ❑✆r ✟❤❢t✱ t✆✝ ☎✐✉✝ ❧❛✐✇✠✟ ♦✝◗ ❧❡✆✉ ❣✆✝❆
6. ♥❤ ❣q❜❩ ☎✆Ñ❢r ❡✝❛�✍ ✱♦❛ �✷ ❧❛✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆ ❣✞❛❆ ❀❢♥ �✍❡✝❛ ✟❡❤ ✟❤ t✆r❤ ❣✞❪ r✆✝�✷ ❡✝❛ ❉❀✆ ✐❢✠♦r❩✉ ❣✆✝✗✆ r✆❢✟♥✆✝✉✆✝❛ ✟✆✝☛✆ ❢✐◗✠ ❍✆❤ ❧❛✐✇✠✟ ❣❤ ✠❣✝❛❆
7. ❉❀✆ ♥✆✝ ✱✝❧✝ ✟✆✝☛✆ ❧❛✐✇✠✟ ❣✆✝ ❧✟r✝ ❣✞❛ ❀❢♥ ♠✉❡✝❛ ❧✝ ♥✆✝✉✆✝❛✭✾✮ ❯❀✇✉ ✟✆✝☛✆ ❣✞❛❭ ✭✾✾✮ ☎❢✴✟ ✟✆✝☛✆ ❣✞❛❭ ✭✾✾✾✮ ❧❡ ✟✆✝☛✆ ❣✞❛❭
8. ✱✟ ✟✆✝☛✆✺✺➸ ❧✝ ✢▼✰✆ ❣✞❆ ❉❀✆ ❜❧✟✆ ✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆✺✺➸ ❧✝ ✢▼✰✆ ❣✞ ☎❋✆♦✆✺✺➸ ♦✝◗ ✢✠✆✢✠ ❣✞☎❋✆♦✆✺✺➸ ❧✝ ◆✆✝❱✆ ❣✞❭
9. ❧❛②❳✉ ☎✆Ñ❢r ❡✝❛ ✪✭✾✮ ❉❀✆ �✍✆ �✷ ✟✆ ☎✆❧❯✉ ❣✞❭✭✾✾✮ ❉❀✆ �❆❖✕✆ �❆❖✁ ✟✆ ☎✆❧❯✉ ❣✞❭✭✾✾✾✮ ❉❀✆ �✕❖✁ ✱♦❛ �✁❖❉ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆r✝ ❣✞❛❭✭✾✈✮ ❉❀✆ �✝❖❉ ✱♦❛ �❉❖❆ ❧❛✐✇✠✟ ❣✞❭✭✈✮ ❉❀✆ �✍ ✟✆ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆ �✺ ❣✞❭✭✈✾✮ �✺ ✟✆ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆ ❉❀✆ ❣✞❛❭



❥s❬❦❦ ✈❦❙❥ ❞❦s✳❦ ✶✶✺✶✶✺✶✶✺✶✶✺✶✶✺
10. ✐❣♣✆❢✉✱ ❢✟ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ✟✆✞✉ ❧✝ ❀q❳❡ ✪

✭✾✮ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆ ❣✞❛❆ ✭✾✾✮ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ❣✞❛❆
11. ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ☎✆Ñ❢r ❡✝❛ ❉❀✆ �✍✆ �✷ ✟✆ ☎✆❧❯✉ ❣✞❭ ✟✆✠☛✆ ❢②❢✡✆✱ ❆

12. ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ❡✝❛ ❧✝ ✐③❘❀✝✟ ❡✝❛ ✟✆✝☛✆ x✆ y ✱♦❛ z ♦✝◗ ❡✆✉ ❑✆r ✟❤❢t✱❆

✭✾✮ ✭✾✾✮
13. ❢✠❉r ▲❋✆✆✉✆✝❛ ✟❤ ✐✇❢r❩ ✟❤❢t✱ ✪

✭✾✮ ❀❢♥ ♥✆✝ ✟✆✝☛✆ ✐✇✠✟ ❣✞❛❪ r✆✝ ♠✉♦✝◗ ❡✆✐✆✝❛ ✟✆ ❀✆✝✗ ❴❴❴❴❴❴❴ ❣✞❆
✭✾✾✮ ❀❢♥ ♥✆✝ ✟✆✝☛✆ ❧❛✐✇✠✟ ❣✞❛ r✆✝ ♠✉♦✝◗ ❡✆✐✆✝❛ ✟✆ ❀✆✝✗ ❴❴❴❴❴❴ ❣✞❆
✭✾✾✾✮ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆✉✝ ♦✆②✝ ♥✆✝ ✟✆✝☛✆ ❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆
✭✾✈✮ ❀❢♥ ♥✆✝ ☎✆❧❯✉ ✟✆✝☛✆ ❧❛✐✇✠✟ ❣✞❛❪ r✆✝ ♦✝ ❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ ✢✉✆r✝ ❣✞❛❆
✭✈✮ ❀❢♥ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ✱✟✫♥✇❧✠✝ ✟✆✝ ✱✟ ✜✢♥q ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❛ r✆✝ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆❣❡✝✬✆✆ ❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆
✭✈✾✮ ❀❢♥ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ✱✟✫♥✇❧✠✝ ✟✆✝ ✱✟ ✜✢♥q ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞ ☎✆✞✠ ❀❢♥ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆ ✱✟ ❀q❳❡ ❯❀✇✉ ✟✆✝☛✆ ❣✞❪ r✆✝ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆ ♥✇❧✠✆ ❀q❳❡ ❴❴❴❴❴❴❴❴ ❣✞❆

14. ❧❛②❳✉ ☎✆Ñ❢r ❡✝❛ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✟✆✝☛✆ ❀q❳❡✆✝❛ ✟✆✝ ✉✆❡ ♥❤❢t✱ ✪
✭✾✮ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ☎❢✴✟ ✟✆✝☛✆
✭✾✾✮ ☎✆❧❯✉ ✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆
✭✾✾✾✮ ❧❡✆✉ ❧❛✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆
✭✾✈✮ ☎❧❡✆✉ ❧❛✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆
✭✈✮ ☎✆❧❯✉ ✟✆✝☛✆ t✆✝ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✉❣❤❛ ✢✉✆r✝ ❣✞❛❆
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5.3 ❥s❬✼✼ ❀ q❳❡

5.3.1 ✤③❢rP◆ s♥❤ ❥s✁✪✪✱→

▲❱ ✞❛▼ ✐✠ ✠✡✆✆ ❣q☎✆ ✬❀✆❡✐êð❪ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼✆✝❛ ⑥✆✠✆ ❢✉❢❡❩r ☎④✆✠ ❨ ☎✆✞✠ ✱✟ ❢✡✆▼✰✟❤ ✟✆ t✆②❤♥✆✠♥✠♦✆➈✆✆❪ ❜✉ ❧❍✆❤ ❡✝❛ ♠❍✆❀❢✉☞❇ ❉❀✆ ❣✞❛❭ ❀✝ ✐③❢r✒◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ✭✾✎✲✏✍✑✏✭✲✾✎✸ ✰✾✎✏✑✮ ♦✝◗ ♠♥✆❣✠☛✆❣✞❛ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✍✾✮❆ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ l ☎✆✞✠ m ✐③�✁P◆✕✚ ✟✠r❤ ❣✞❛ ❀❢♥ ♠✉❡✝❛ ✱✟ ✜✢♥q ♠❍✆❀❢✉☞❇ ❣✞❆ ❀❣♠❍✆❀❢✉☞❇ ✜✢♥q ♠✉✟✆ ✐③�✁P◆✕✚ ➥❝✚✛ ✟❣②✆r✆ ❣✞❆
✽✼s❃♣❄❪ ♣♣✼❩ ✿❁❃t❄ ❄♦❛ ❃②❃❬✼❄

☎✆Ñ❢r ✺✲✷✵ ❡✝❛❪ ❆✕ ☎✆✞✠ ✝✁✆ P ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❛❆
❆✕ ☎✆✞✠ ✝✕✆ ✕ ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❛❆ ❆✕ ☎✆✞✠ ✁✕✆ ✕ ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❛❆✐③❢r✒◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼✆✝❛ ♦✝◗ ♥❧ ☎❯❀ ❀q❳❡ ❑✆r ✟✠✉✝ ✟✆ ✐③❀✆❧ ✟❤❢t✱❆❉❀✆ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ☎❋✆♦✆ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼ ☎✆♦✬❀✟ ✿✐ ❧✝ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠✉✝ ♣✆❢❣✱❭❉❀✆ ☎✆✐ ❜❧ ☎✆Ñ❢r ❡✝❛ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼✆✝❛ ♦✝◗ ❀q❳❡ ❑✆r ✟✠ ❧✟r✝ ❣✞❛ t✆✝ ✐③❢r✒◆✝♥❤✉❣❤❛ ❣✞❭ ❉❀✆ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ✱✟ ❧✝ ❚❀✆♥✆ ✜✢♥q☎✆✝❛ ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠ ❧✟r❤ ❣✞❛❆ ❜❧♦✝◗✢✆✠✝ ❡✝❛ ❢♦♣✆✠ ✟❤❢t✱❆

1. ☎✐✉✝ ☎✆❧✐✆❧ ♦✝◗ ✐❢✠♦✝✬✆ ❧✝ ✱✝❧✝ ♠♥✆❣✠☛✆ ❑✆r ✟❤❢t✱ t❣✆→ ✠✝✡✆✆✱→ ❧❡ ✟✆✝☛✆ ✐✠✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❛❆
2. ✱✟ ❧❡✢✆❣q ❢❂✆❍✆qt ♦✝◗ ✬✆❤☞✆✆✝➧ ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ⑥✆✠✆ ❢✉❢❡❩r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❡✆✐ ❑✆r ✟❤❢t✱❆
3. ✱✟ ☎✆❀r ✡✆❤❛❢♣✱ ☎✆✞✠ ✐③❢r✒◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ⑥✆✠✆ ❢✉❢❡❩r ♣✆✠ ✬✆❤☞✆✆✝➧ ♦✝◗ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❡✆✐ ❑✆r ✟❤❢t✱❆

 4. ❀❢♥ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ✱✟✫♥✇❧✠✝ ✟✆✝ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❛❪ r✆✝ ❉❀✆ ♦✝ ❣❡✝✬✆✆ ✱✟✫♥✇❧✠✝ ✟✆✝ ❧❡ ✟✆✝☛✆✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❛❭
5.3.2 ❢r❀ ❩✩ ◆ s♥❤ ❥s✁✪✪

✬✆✆❀♥❪ ☎✆✐✉✝ ♥✆✝ ☎❋✆♦✆ ☎❢✴✟ ❧▼✰✟✆✝❛ ✟✆✝ ✐✆✠ ✟✠r✝ ❣q✱ ✱✟ ❧▼✰✟ ♥✝✡✆❤ ❣✆✝✗❤ ☎❋✆♦✆ ✟❜❩ ☎❯❀✠✝② ✐❱❢✠❀✆✝❛ ✟✆✝ ✐✆✠ ✟✠r✝ ❣q✱ ✱✟ ✠✝② ✐❱✠❤ ♥✝✡✆❤ ❣✆✝✗❤❆ ❜✉❧✝ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ✭✲✍✵✎✑✈✏✍✑✵✰✮✟✆ ☎✉q❍✆♦ ✐③✆■r ❣✆✝r✆ ❣✞ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✷✍✮❆

✎❦✑✓✓ 5.20

✹③❀✼✽ ✿❁❃t❄



❥s❬❦❦ ✈❦❙❥ ❞❦s✳❦ ✶✶✼✶✶✼✶✶✼✶✶✼✶✶✼

✎❦✑✓✓ 5.22 ✎❦✑✓✓ 5.23

☎✆Ñ❢r ✺✳✷✔ ❡✝❛❪ p ✱✟❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ✉❣❤ ❛ ❣✞r❋✆✆❢✐ ❀❣ ✠✝✡✆✆✱→ l ☎✆✞✠ m✟✆✝ ✟✆❱r❤ ❣✞❆ ❉❀✆ ☎✆✐ ✢r✆❧✟r✝ ❣✞❛ ❫❉❀✆✝❛✯❭

✹③❀✼✽ ✿❁❃t❄

1. ❡✆✉ ②❤❢t✱ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ♥❤ ❣q❜❩ ❣✞❛❆ ❜✉ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ♦✝◗ ❢②✱ ☎✆✐ ❢✟r✉❤ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆✱→ ✡✆❤❛♣ ❧✟r✝ ❣✞❛❭
2. ❀❢♥ ✱✟ ✠✝✡✆✆ r❤✉ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ✟❤ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ❣✞❪ r✆✝ ✢r✆❜✱ ❢✟r✉✝ ✐③❢r✒◆✝♥✉ ✜✢♥q ❣✞❛❆
3. ☎✐✉✝ ☎✆❧✐✆❧ ♦q◗◆ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆✱→ ❁✇→❁✉✝ ✟✆ ✐③❀✆❧ ✟❤❢t✱❆

5.3.3 ❢r❀ ❩✩ ◆s♥❤ ❥s✁✪✪ ⑥✪❥✪ ❢✉❢❡ ❩r ✩✪s✫✪

☎✆Ñ❢r ✺✳✷✺ ❡✝❛❪ ☎✆✐ ♥✝✡✆r✝ ❣✞❛ ❢✟ ✠✝✡✆✆✱→ l ✱♦❛ m ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ p ⑥✆✠✆ ✟✆❱❤ t✆ ✠❣❤ ❣✞❆ ❜❧ ✐③✟✆✠ ✢✉✉✝ ♦✆②✝✍ ❧✝ � r✟ ☎❛❢✟r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❢♦❢✬✆☞❱ ✉✆❡ ❣✞❛✪
☎❛r✪✟✆✝☛✆ �✔✆ �✺✆ �✺✆ �✻✆

✢✆á ✟✆✝☛✆ �✍✆ �✷✆ �✺✆ ��

❧❛✗r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❀q❳❡ �✍ ☎✆✞✠ �✺✆ �✷ ☎✆✞✠ �✻✆

�✔ ☎✆✞✠ �✺✆ �✺ ☎✆✞✠ ��✳
✱✟✆❛r✠ ☎❛r✪ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❀q❳❡ �✔ ☎✆✞✠ �✻✆ �✺ ☎✆✞✠ �✺

✱✟✆❛r✠ ✢✆á ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❀q❳❡ �✍ ☎✆✞✠ ��✆ �✷ ☎✆✞✠ �✺
❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ♦✝◗ ✱✟ ❣❤ r✠✐✰ ◗ �✔ ☎✆✞✠ �✺✆ �✺ ☎✆✞✠ �✻✢✉✝ ☎❛r✪✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❀q❳❡ ✎❦✑✓✓ 5.24

✭✾✮ ✎❦✑✓✓  5.21 ✭✾✾✮
✱✟ ✱✝❧❤ ✠✝✡✆✆ t✆✝ ♥✆✝ ☎❋✆♦✆ ☎❢✴✟ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ✟✆✝ ❢❍✆❯✉ ✜✢♥q☎✆✝❛ ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❪ �✁✄❩❞

◆✕✚❤ ✔✕✖✗✗ ✣✲✍✵✎✑✈✏✍✑✵✰✤ ✟❣②✆r❤ ❣✞❆ ☎✆Ñ❢r ✺✳✷✷ ❡✝❛❪  p✆ ✠✝✡✆✆✱→  l ☎✆✞✠ m ✟❤ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ❣✞❆



①❢✳❦r✶✶✽✶✶✽✶✶✽✶✶✽✶✶✽

�✘■✐✂✗❤✪ ☎✆Ñ❢r ✺✳✷✺ ❡✝❛ ✭�✍ ✱♦❛ �✺ t✞❧✝✮ ❧❛✗r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ❡✝❛ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ❧❢❊❡❢②r ❣✆✝r✝ ❣✞❛ ✪
✭✾✮ ❢♦❢❍✆❯✉ ✬✆❤☞✆❩ ✭✾✾✮ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ♦✝◗ ✱✟ ❣❤ r✠✐◗ ✢✉✝ ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆✭✾✾✾✮ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ♦✝◗ ❧✆✐✝④✆ ❧❛✗r ❢▲❋✆❢r❀✆✝❛ ✣➴✐✠ ☎❋✆♦✆ ✉❤♣✝❪ ✢✆❀✆→ ☎❋✆♦✆ ♥✆❀✆→✤ ❡✝❛ ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆

✎❦✑✓✓ 5.25

☎✆Ñ❢r ✺✳✷✻ ❡✝❛ ✣�✔ ✱♦❛ �✻ t✞❧✝✤ ☎❛r✪ ✱✟✆❛r✠ ✟✆✝☛✆
✭✾✮ ♦✝◗ ❢♦❢❍✆❯✉ ✬✆❤☞✆❩ ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆
✭✾✾✮ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ♦✝◗ ❧❊❡q✡✆ ❢▲❋✆❢r ✐✠ ✢✉✝ ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆
✭✾✾✾✮ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ♦✝◗ ❫❫❡è❀✯✯ ❢▲❋✆r ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆

5.3.4 ❧❡✪ ❛r❥ ❥s✁✪✪✈✪s ❛ ✩❤ ❢r❀ ❩✩ ◆ s♥❤ ❥s✁✪✪

❉❀✆ ☎✆✐✟✆✝ ❀✆♥ ❣✞ ❢✟ ❧❡✆❛r✠ ✠✝✡✆✆✱→ ❉❀✆ ❣✞❛ ❆ ❀✝ ❢✟❧❤ r② ❡✝❛ ✱✝❧❤ ✠✝✡✆✆✱→ ❣✆✝r❤ ❣✞❛ t✆✝ ✱✟✫♥✇❧✠✝❧✝ ✟❣❤❛ ✉❣❤❛ ❢❡②r❤❆ ❉❀✆ ☎✆✐ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ☎✆Ñ❢r❀✆✝❛ ❡✝❛ ❧❡✆❛r✠ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ✟❤ ✐❣♣✆✉ ✟✠ ❧✟r✝❣✞❛❭ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✷✺✮

✎❦✑✓✓ 5.26

✹③❀✼✽ ✿❁❃t❄

✐③❘❀✝✟ ☎✆Ñ❢r ❡✝❛ ✟✆✝☛✆✫❀q❳❡ ✟✆✝ ✉✆❡ ♥❤❢t✱ ✪



❥s❬❦❦ ✈❦❙❥ ❞❦s✳❦ ✶✶✾✶✶✾✶✶✾✶✶✾✶✶✾

❧❡✆❛r✠ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ✟❤ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ❧✝ ✢❣qr ❣❤ ★❢♣✟✠ ✐❢✠☛✆✆❡ ✐③✆■r ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆

✱✟ ✠✝✡✆✆❛❢✟r ✟✆✗➈✆ ②❤❢t✱❆ ♥✆✝ ❡✆✝❱❤ ✠❛✗❤②❤ ❧❡✆❛r✠ ✠✝✡✆✆✱→ l ☎✆✞✠ m ✡✆❤❛❢♣✱❆✠✝✡✆✆✱→ l ☎✆✞✠ m ✟❤ ✱✟ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ t ✡✆❤❛❢♣✱❆ �✍ ☎✆✞✠�✷✟✆✝ ②✝✢② ✟❤❢t✱ t✞❧✆ ❢✟☎✆Ñ❢r ✺✳✷�✭✾✮ ❡✝❛ ♥✬✆✆❩❀✆ ✗❀✆ ❣✞❆✡✆❤❛♣❤ ✗❜❩ ☎✆Ñ❢r ✐✠ ✱✟ ☎✉q✠✝✡✆☛✆ ✟✆✗➈✆ ✣❱ ➟✝❢❧❛✗ ✐✝✐✠✤ ✠❢✡✆✱❆ ✠✝✡✆✆✱→ l✆ m ☎✆✞✠ t ✟❤✐③❢r❢②❢✐ ✢✉✆❜✱❆
❱ ➟✝❢❧❛✗ ✐✝✐✠ ✟✆✝ t ♦✝◗ ☎✉q r✢ r✟ ❢✡✆❧✟✆❜✱ t✢ r✟ l, m ♦✝◗ ❧❛✐✆r❤ ✉ ❣✆✝ t✆✱❆☎✆✐ ✐✆r✝ ❣✞❛ ❢✟ ✐③❢r❢②❢✐r ☎✆Ñ❢r ✟✆ �✍✆ ❡✇② ☎✆Ñ❢r ♦✝◗ �✷ ♦✝◗ ❧❛✐✆r❤ ❣✆✝ t✆r✆ ❣✞❆♦✆▲r♦ ❡✝❛ ☎✆✐ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✐❢✠☛✆✆❡✆✝❛ ✟✆✝ ☎✉q✠✝✡✆☛✆ ✱♦❛ ❢✡✆❧✟✆✉✝ ♦✝◗ ❢Ø❀✆✟②✆✐ ❧✝❧❘❀✆❢✐r ✟✠ ❧✟r✝ ❣✞❛❆✭✾✮ �✍ ❂ �✷ ✭✾✾✮�✔❂ �✺ ✭✾✾✾✮�✺❂ �✻ ✭✾✈✮�✺ ❂ ��

✎❦✑✓✓ 5.27

❜❯❣ s ❛ ✿❁❃t❄

✭✐✮ ✭✐✐✮

✭✐✐✐✮ ✭✐✈✮

✎❦✑✓✓ 5.28



①❢✳❦r✶✷✵✶✷✵✶✷✵✶✷✵✶✷✵
❀❣ ❢Ø❀✆✟②✆✐ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r r❋❀ ✟✆✝ ♥❵☞❱✆❛❢rr ✟✠r❤ ❣✞ ✪
❀❢♥ ♥✆✝ ❧❡✆❛r✠ ✠✝✡✆✆✱→ ❢✟❧❤ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ⑥✆✠✆ ✟✆❱❤ t✆r❤ ❣✞❪ r✆✝ ❧❛✗r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ✐③❘❀✝✟❀q❳❡ ✟✆ ❡✆✐ ❧❡✆✉ ❣✆✝r✆ ❣✞❆

❜❧ ✐❢✠☛✆✆❡ ✟✆ ♠✐❀✆✝✗ ✟✠r✝ ❣q✱ ❣❡ ✱✟ ♥✇❧✠✆ ★❢♣✟✠ ✐❢✠☛✆✆❡ ✐③✆■r ✟✠r✝ ❣✞❛❆☎✆Ñ❢r ✺✳✷✾✟✆✝ ♥✝❢✡✆✱❆
t✢ ❧❡✆❛r✠ ✠✝✡✆✆✱→ l ☎✆✞✠ m, ✠✝✡✆✆ t ⑥✆✠✆ ✟✆❱❤ t✆r❤ ❣✞❛❪r✆✝ �✔ ❂ �✺ ✣♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆✤

✐✠❛rq �✺ ❂ �� ✣❧❛✗r ✟✆✝☛✆✤ ❜❧❢②✱ �✔ ❂ ��

❜❧❤ ✐③✟✆✠ ☎✆✐ ♥✬✆✆❩ ❧✟r✝ ❣✞❛ ❢✟ �✍ ❂ �✻✳☎r✪ ❣❡✝❛ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✐❢✠☛✆✆❡ ✟❤ ✐③✆❢■r ❣✆✝r❤ ❣✞✪
❀❢♥ ♥✆✝ ❧❡✆❛r✠ ✠✝✡✆✆✱→ ❢✟❧❤ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ⑥✆✠✆✟✆❱❤ t✆r❤ ❣✞❛❪ r✆✝ ☎❛r✪ ✱✟✆❛r✠ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆ ✐③❘❀✝✟ ❀q❳❡❧❡✆✉ ❣✆✝r✆ ❣✞❆

❀❣ ♥✇❧✠✆ ✐❢✠☛✆✆❡ ❣❡✝❛ ✱✟ ☎✆✝✠ ★❢♣✟✠ ✗ q☛✆✴❡❩ ✟❤ ☎✆✝✠ ☎✗③❧✠ ✟✠r✆ ❣✞❆ ❢✐◗✠ ❧✝☎✆Ñ❢r ✺✳✷✾ ❡✝❛ ❢♥✱ ❣q✱ ☎✆②✝✡✆ ❧✝❪ �✔ ✰ �✍ ❂ ✍�✬✮ ✭�✔ ☎✆✞✠ �✍ ✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ✢✉✆r✝ ❣✞❛✮
✐✠❛rq �✍ ❂ �✻ ✣☎❛r✪ ✱✟✆❛r✠ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆ ✱✟ ❀q❳❡✤
❜❧ ✐③✟✆✠ ❣❡ ✟❣ ❧✟r✝ ❣✞❛ ❢✟ �✔ ✰ �✻ ❂ ✍�✬✮❆
❜❧❤ ✐③✟✆✠ �✍ ✰ �� ❂ ✍�✬✮✳ ❜❧ ✐③✟✆✠ ❣❡❛✝ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✐❢✠☛✆✆❡ ✟❤ ✐③✆❢■r ❣✆✝r❤ ❣✞ ✪
❀❢♥ ♥✆✝ ❧❡✆❛r✠ ✠✝✡✆✆✱→ ❢✟❧❤ ✱✟ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ⑥✆✠✆ ✟✆❱❤ t✆r❤ ❣✞❛ r✆✝ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆♦✝◗ ✱✟ ❣❤ r✠✐✰ ◗ ✟✆✝ ✢✉✝ ☎❛r✪ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆ ✐③❘❀✝✟ ❀q❳❡ ❧❛✐✇✠✟ ❣✆✝r✆ ❣✞❆

❧q❧❛✗r ☎✆Ñ❢r❀✆✝❛ ✟✆✝ è❀✆✉ ❡✝❛ ✠✡✆r✝ ❣q✱ ☎✆✐ ❜✉ ✐❢✠☛✆✆❡✆✝❛ ✟✆✝ ✢❣qr ☎✆❧✆✉❤ ❧✝ ▲❡✠☛✆ ✟✠❧✟r✝ ❣✞❛✪
❧❛✗r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❢②✱ ❋✭☎✆✟✆✠ ✟✆✝ è❀✆✉ ❡✝❛ ✠❢✡✆✱

✎❦✑✓✓ 5.29



❥s❬❦❦ ✈❦❙❥ ❞❦s✳❦ ✶✷✶✶✷✶✶✷✶✶✷✶✶✷✶
✱✟✆❛r✠ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❢②✱ ❩ ✭ ☎✆✟✆✠ ✟✆✝ è❀✆✉ ❡✝❛ ✠❢✡✆✱❆

❧❡✆❛r✠ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ✟✆ ✱✟ ❀q❳❡ ✱♦❛ ✱✟ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ✡✆❤❛❢♣✱❆ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆✝ ❡✆✐✟✠ ♠✐❀q❩❉rr❤✉ ✟❋✆✉✆✝❛ ✟✆ ❧❘❀✆✐✉ ✟❤❢t✱❆

❜�✁✂✄ ✆✝❢✞✟

✹③❀✼✽ ✿❁❃t❄

l ⑤⑤ m,

 t ✱❞ ❢✦✧☎❞ ★s♥❤ ❥s✩❦❦ ❣❙
✥ x ❂ ❄

l✶✱ l✷ ✆✝✞ ✟✞✠✝✝✡☛ ☞✌❛✍
t ✎✏ ✑✒✓✔✏ ✕✖✗✘ ✙✖✚✛✛ ✜✢❆
✪✓✛ ✣ ✤ ✫ ✣✬ ✜✢✭✮

a ✯✯ b,

c ✎✏ ✑✒✓✔✏ ✕✖✗✘ ✙✖✚✛✛ ✜✢
✣ y ✫ ✰

l ✯✯ m,

t ✲✳ ✴✵✸✹✳ ✺✻✼✽ ✾✻✿❀❀ ❁❃❅
✣ z ✫ ✰

l ✯✯ m,

t ✲✳ ✴✵✸✹✳ ✺✻✼✽ ✾✻✿❀❀ ❁❃❅
✣ x ✫ ✰

l ✯✯ m❇ p ✯✯ q❇
a❇ b❇ c❇ d ❈❉❊ ❋●❍t■

❏❏♦c

a
b

y



①❢✳❦r✶✷✷✶✷✷✶✷✷✶✷✷✶✷✷
5.4 ❧❡✄ ✙✜� �✁✂✄✄✈✄✁✙ ✢❤ t✄ →♣
❀❢♥ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ❧❡✆❛r✠ ❣✞❛❪ r✆✝ ☎✆✐ t✆✉r✝ ❣✞❛ ❢✟ ✱✟ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ✟❤ ❧❣✆❀r✆ ❧✝❪ ❧❡✆✉ ❧❛✗r✟✆✝☛✆✆✝ ❛ ✟✆ ✱✟ ❀q❳❡ ✐③✆■r ❣✆✝r✆ ❣✞❪ ❧❡✆✉ ☎❛r✪ ✱✟✆❛r✠ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆ ❀q❳❡ ✐③✆■r ❣✆✝r✆ ❣✞ ☎✆✞✠ ❢r❀❩✟
◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ♦✝◗ ✱✟ ❣❤ r✠✐✰ ◗ ✢✉❛✝ ☎❛r✪ ✟✆✝☛✆❪ t✆✝ ❧❛✐✇✠✟ ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆t✢ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ♥❤ ❣q❜❩ ❣✞❛ r✆✝ ❉❀✆✟✆✝❜❩ ✱✝❧❤ ❢♦❢✴ ❣✞ ❢t❧✟❤ ❧❣✆❀r✆ ❧✝❀❣ t✆→♣ ✟❤ t✆ ❧♦✝◗ ❢✟ ♥❤ ❣q❜❩ ✠✝✡✆✆✱→❧❡✆❛r✠ ❣✞❛ ☎❋✆♦✆ ✉❣❤❛❭ t❤♦✉ ❧✝ tq▼✰❤☎✉✝✟ ✐❢✠❢▲❋✆❢r❀✆✝❛ ❡✝❛ ☎✆✐✟✆✝ ❜❧ ✟✆✞✬✆②✟❤ ☎✆♦✬❀✟r✆ ❣✆✝r❤ ❣✞❆❜✉ ✡✆❛▼✆✝❛ ✟✆✝ ✣☎✆Ñ❢r ✺✳✔✬✤✡✆❤❛♣✉✝ ♦✝◗ ❢②✱ ✱✟ ✉❉✬✆✆✉♦❤✬✆❪ ✢❁✰❜❩♦✝◗ ♦✗ ❩ ✱♦❛ ★②✠ ✟✆ ✐③❀✆✝✗ ✟✠r✆ ❣✞❆ ♦❣ ♥✆♦✆ ✟✠r✆ ❣✞ ❢✟ ❀✝ ❧❡✆❛r✠ ❣✞❛❆ ✟✞❧✝❭❉❀✆ ☎✆✐ ♥✝✡✆ ✐✆r✝ ❣✞❛ ❢✟ ♠❧✉✝ ❧❛✗r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟✆✝ ❧❡✆✉ ✠✡✆✆ ❣✞❭ ✣❀❣✆→ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ❉❀✆ ❣✞❭✤
�r✪ ✁❝ ✱❞ ❢r❀❩❞ ◆s♥✂ ❥s❬❦❦ ♥❦s ❥s❬❦❦�❦s❛ ❞❦s ❜❧ ✐③❞❦❥ ❞❦❱r✂ ❣❙ ❢❞ ❧❛①r ❞❦s✳❦❦s❛ ♦s◗ ❀q❳✄

❧✄❦✉ ❣❙❛❪ r❦s ❥s❬❦❦✱☎ ❧✄❦❛r❥ ❣❦sr✂ ❣❙❛❆☎④✆✠ ✆ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✔✍✮ ✟✆✝ ♥✝❢✡✆✱❆ ❀❣✆→ ④✆✞❢rt ✡✆❛▼ ❧❡✆❛r✠ ❣✞❛ ❉❀✆✝❛❢✟ ✱✟✆❛r✠ ✟✆✝☛✆ ❧❡✆✉ ❣✞❛❆
✁❝ ✱❞ ❢r❀❩❞ ◆s♥✂ ❥s❬❦❦ ♥❦s ❥s❬❦❦�❦s❛ ❞❦s ❜❧ ✐③❞❦❥ ❞❦❱r✂ ❣❙ ❢❞ �❛r✪ ✱❞❦❛r❥ ❞❦s✳❦❦s ❛ ❞❦

❀q❳✄ ❧✄❦✉ ❣❙❪ r❦s ❥s❬❦❦✱☎ ❧✄❦❛r❥ ❣❦sr✂ ❣❙❛❆✱✟ ✠✝✡✆✆ l ✡✆❤ ❛❢♣✱ ✭☎✆Ñ❢r ✺✳✔✷✮✳✠✝✡✆✆ l ♦✝◗ ②❛✢♦r ⑦ ✱✟ ✠✝✡✆✆ m ✡✆❤❛❢♣✱❆ ✱✟ ✠✝✡✆✆ p ❜❧ ✐③✟✆✠ ✡✆❤❛❢♣✱ r✆❢✟ p,

m ♦✝◗ ②❛✢♦r ⑦ ❣✆✝❆ ❜❧ ✐③✟✆✠ p, l ②❛✢ ✐✠ ②❛✢ ❣✞❆ ☎✆✐ ✐✆r✝ ❣✞❛ p ⑤⑤ l ✟✞❧✝❭ ❀❣❜❧❢②✱ ❣✞ ❉❀✆✝❛❢✟ ☎✆✐✉✝ p ✟✆✝ ❜❧ ✐③✟✆✠ ✡✆❤❛♣✆ ❣✞ ❢✟ ✥✍ ✰ ✥✷ ❂ ✍✶✬✮✳☎r✪ ✁❝ ✱❞ ❢r❀❩❞ ◆s♥✂ ❥s❬❦❦ ♥❦s ❥s❬❦❦�❦s❛ ❞❦s ❜❧ ✐③❞❦❥ ❞❦❱r✂ ❣❙ ❢❞

❢r❀❩❞ ◆s♥✂ ❥s❬❦❦ ♦s◗ ✱❞ ❣✂ r❥✐✝ ◗ ❝✉s �❛r✪ ❞❦s✳❦❦s ❛ ❞❦ ❀q❳✄ ❧❛✐✇❥❞ ❣❙❪ r❦s

❥s❬❦❦✱☎ ❧✄❦❛r❥ ❣❦sr✂ ❣❙❛❆✎❦✑✓✓ 5.32

✎❦✑✓✓ 5.30 ✎❦✑✓✓ 5.31

✹③❀✼✽ ✿❁❃t❄

❉❀✆ l ⑤⑤ m ❣✞❭ ❉❀✆✝❛ ❉❀✆ l ⑤⑤ m ❣✞❭ ❉❀✆✝❛ ❀❢♥ l ⑤⑤ m✆ r✆✝ ✞ ❉❀✆ ❣✞❭



❥s❬❦❦ ✈❦❙❥ ❞❦s✳❦ ✶✷✸✶✷✸✶✷✸✶✷✸✶✷✸
✹③✬✉✼♦②❁ 5.2

1. ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✟❋✆✉✆✝❛ ❡✝❛ ✐③❘❀✝✟ ✟❋✆✉ ❡✝❛ ♠✐❀✆✝✗ ❢✟✱
✗✱ ✗q☛✆✴❡❩ ✟✆ ♦☛✆❩✉ ✟❤❢t✱ ✣☎✆♦❵◗❢r ✺✲��✤❆✭✾✮ ❀❢♥ a ⑤⑤ b✆ r✆✝ ✥✍ ❂ ✥✺✭✾✾✮ ❀❢♥ ✥✺ ❂ ✥✻✆ r✆✝ a ⑤⑤ b✳✭✾✾✾✮ ❀❢♥✥✺ ✰ ✥✺ ❂ ✍✶✬✮✆ r✆✝ a ⑤⑤ b

2. ☎✆Ñ❢r ✺✲�✹ ❡✝❛ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ✟❤ ✐❣♣✆✉ ✟❤❢t✱✪✭✾✮ ❧❛✗r ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❀q❳❡ ✭✾✾✮ ☎❛r✪ ✱✟✆❛r✠ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❀q❳❡✭✾✾✾✮ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ♦✝◗ ✱✟ r✠✐✰ ◗ ✢✉✝ ☎❛r✪✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ❀q❳❡✭✾✈✮ ♠è♦✆❩✴✠ ❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆
3. ❧②❛❳✉ ☎✆Ñ❢r ❡✝❛  p ⑤⑤ q❆ ☎❑✆r ✟✆✝☛✆ ❑✆r ✟❤❢t✱❆
4. ❀❢♥ l ⑤⑤ m ❣✞❪ r✆✝ ❢✉❊✉❢②❢✡✆r ☎✆Ñ❢r❀✆✝❛ ❡✝❛ ✐③❘❀✝✟ ❡✝❛ x ✟✆ ❡✆✉ ❑✆r ✟❤❢t✱❆

✭✾✮ ✭✾✾✮
5. ♥❤ ❣q❜❩ ☎✆Ñ❢r ❡✝❛❪ ♥✆✝ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ✟❤ ❍✆qt✆✱→ ❧❡✆❛r✠ ❣✞❛❆❀❢♥ ✥❆✝✕❂✼✬➸ ✆ r✆✝

✭✾✮ ✥❉●✕ ❑✆r ✟❤❢t✱❆✭✾✾✮ ✥❉❊❋ ❑✆r ✟❤❢t✱❆
6. ✉❤♣✝ ♥❤ ❣q❜❩ ☎✆Ñ❢r❀✆✝❛ ❡✝❛ ❢✉☛✆❩❀ ②❤❢t✱ ❢✟ ❉❀✆ l ✆ m ♦✝◗ ❧❡✆❛r✠ ❣✞❆

✎❦✑✓✓ 5.33 ✎❦✑✓✓ 5.34

✭✾✮ ✭✾✾✮ ✭✾✾✾✮ ✭✾✈✮
❣❡✉s ✁❀✼ ♣♣✼❩ ✿❁❭

1. ❣❡ ▲❡✠☛✆ ✟✠r✝ ❣✞❛ ❢✟✭✾✮ ✱✟ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼ ♦✝◗ ♥✆✝ ☎❛r ✜✢♥q ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆✭✾✾✮ ✱✟ ❢✟✠☛✆ ✟✆ ♦✝◗♦② ✱✟ ☎❛r ✜✢♥q ✣❜❧✟✆ ✬✆❤☞✆❩✤ ❣✆✝r✆ ❣✞❆✭✾✾✾✮ ✱✟ ✠✝✡✆✆ ✟✆ ❢✟❧❤ ❍✆❤ r✠✐✰ ◗ ✟✆✝❜❩ ☎❛r ✜✢♥q ✉❣❤❛ ❣✆✝r✆ ❣✞❆



①❢✳❦r✶✷✹✶✷✹✶✷✹✶✷✹✶✷✹

2. ✱✟ ✟✆✝☛✆ ✟✆ ❢✉❡✆❩☛✆ r✢ ❣✆✝r✆ ❣✞ t✢ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ✣☎❋✆♦✆ ❢✟✠☛✆ ☎❋✆♦✆ ✠✝✡✆✆✡✆❛▼✤ ✱✟ ♥✇❧✠✝✟✆✝ ❢❡②r❤ ❣✞❛❆
❞✗✕✂✗ ❀✛❳❡ ✐ ③�✁❝❛✴
♥✆✝ ✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆ ❡✆✐✆✝ ❛ ✟✆ ❀✆✝✗ ✾✬� ❣✞❆♥✆✝ ❧❛✐✇✠✟ ✟✆✝☛✆ ❡✆✐✆✝❛ ✟✆ ❀✆✝✗ ✍✶✬� ❣✞❆♥✆✝ ☎✆❧❯✉ ✟✆✝☛✆ ✱✟ ♠❍✆❀❢✉☞❇ ✬✆❤☞✆❩ ☎✆✞✠ ✱✟ ♠❍✆❀❢✉☞❇ ❍✆qt✆ ❣✆✝r❤❣✞❆ ✐✠❛rq ✟✆✝❜❩ ♠❍✆❀❢✉☞❇ ☎❛r▲❋✆ ✉❣❤❛ ❣✆✝r✆ ❣✞❆✠✞❢✡✆✟ ❀q❳❡ ☎✆❧❯✉ ✱♦❛ ❧❛✐✇✠✟

3. t✢ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ l ☎✆✞✠ m ✱✟ ♥✇❧✠✝ ❧✝✝ ❢❡②r❤ ❣✞❛ r✆✝ ❣❡ ✟❣r✝ ❣✞❛ ❢✟ ❀✝ ✠✝✡✆✆✱→ ✐③❢rP◆s♥ ✟✠r❤❣✞❛❆ ❢❡②✆✉ ✜✢♥q ✐③❢r✒◆✝♥ ✜✢♥q ✟❣②✆r✆ ❣✞❆ ✱✝❧❤ ✠✝✡✆✆✱→ ❢t❯❣✝❛ ❢✟r✉✆ ❍✆❤ ✢❁✰✆❀✆ t✆✱❪ ☎✆✐❧❡✝❛ ✉❣❤❛ ❢❡②r❤❪ ❧✄❦❛r❥ ❥s❬❦❦✱☎ ✟❣②✆r❤ ❣✞❛❆
4. ✭✾✮ t✢ ♥✆✝ ✠✝✡✆✆✱→ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠r❤ ❣✞❛ ✣❧✆❡✆❯❀r✪❪ ☎④✆✠ � ✟❤ ❍✆✆→❢r ❢♥✡✆✆❜❩ ♥✝r❤ ❣✞❛✤ r✆✝ ❣❡✝❛❧❊❡q✡✆ ✟✆✝☛✆✆✝❛ ♦✝◗ ♥✆✝ ❀q❳❡ ✐③✆■r ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆ ❜❯❣✝❛ ♠è♦❦❩✁❥ ❧❊✄q❬❦ ❞❦s✳❦ ✟❣✆ t✆r✆ ❣✞❆ ❜✉✟✆❡✆✐ ❧❡✆✉ ❣✆✝r✆ ❣✞❆✭✾✾✮ ♥✆✝ ☎❋✆♦✆ ☎❢✴✟ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ✟✆✝ ❢♦❢❍✆❯✉ ✜✢♥q☎✆✝❛ ✐✠ ✐③❢r✒◆✝♥ ✟✠✉✝ ♦✆②❤ ✠✝✡✆✆ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤✠✝✡✆✆ ✟❣②✆r❤ ❣✞❆✭✾✾✾✮ ✱✟ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ☎✆✠✝✡✆ ❧✝ ❢♦❢❍✆❯✉ ✐③✟✆✠ ♦✝◗ ✟✆✝☛✆ ✐③✆■r ❣✆✝r✝ ❣✞❛❆

✭✾✈✮ ☎✆Ñ❢r ❡✝❛ ❣❡✝❛ ❢❡②r✆ ❣✞
❞❦s✳❦❦s❛ ♦s◗ ✐✂❞❦❥ ♥✬❦❦❩✉s ♦❦②s ❞❦s✳❦

☎❛r✪ ✥✔✆✥✺✆✥✺✆✥✻

✢✆á ✥✍✆✥✷✆✥✼✆✥✶

❧❛✗r ✥✍ r❋✆✆✥✺✆✥✷ ✱♦❛✥✻✆

✥✔ r❋✆✆✥✼✆✥✺ ✱♦❛✥✶
☎❛r✪ ✱✟✆❛r✠ ✥✔ r❋✆✆✥✻✆✥✺ ✱♦❛✥✺✆

✢✆á ✱✟✆❛r✠ ✥✍ r❋✆✆✥✶✆✥✷ ✱♦❛✥✼✆
❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ♦✝◗ ✥✔ r❋✆✆✥✺✆✥✺ ✱♦❛✥✻✆✱✟ ❣❤ r✠✐✰ ◗ ✢✉✝

✭✈✮ t✢ ✱✟ ❢r❀❩✟ ◆✝♥❤ ✠✝✡✆✆ ♥✆✝ ❧❡✆❛r✠ ✠✝✡✆✆☎✆✝❛ ✟✆✝ ✟✆❱r❤ ❣✞❪ r✆✝ ❣❡✝❛❢✉❊✉❢②❢✡✆r ★❢♣✟✠ ❧❛✢❛✴ ✐③✆■r ❣✆✝r✝ ❣✞❆ ❧❛①r ❞❦s✳❦❦s❛ ❞❦ ✐③❘❀s❞ ❀q❳✄

❧✄❦✉ ❣❦sr❦ ❣❙✪ ✥✍ ❂ ✥✺✆ ✥✔ ❂ ✥✼✆ ✥✷ ❂ ✥✻✆ ✥✺ ❂ ✥✶
�❛r✪ ✱❞❦❛r❥ ❞❦s✳❦❦s❛ ♦s◗ ❀q❳✄ ❧✄❦✉ ❣❦srs ❣❙❛✪ ✥✔ ❂ ✥✻✆ ✥✺ ❂ ✥✺
❢r❀❩❞ ◆s♥✂ ❥s❬❦❦ ♦s◗ ✱❞ ❣✂ r❥✐✝ ◗ ❝✉s �❛r✪ ❞❦s✳❦❦s❛ ❞❦ ✐③❘❀s❞ ❀q❳✄

❧❛✐✇❥❞ ❣❦sr❦ ❣❙✪ ✥✔ ✰ ✥✺ ❂ ✍✶✬✮✆ ✥✺ ✰ ✥✻ ❂ ✍✶✬✮
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� � � ���� ���

� �� �� 6.1

❆

❈❇

� �� ������� � �

� ��� ����� � �� ��� ���� �� � ������� �� ���� ��������� ���� � �� ���� �� � ���� � ��

� �� ��������� � ����������������������� ����� ������ ���������������

������� ❉�✁✂ ✄� �� �� ☎✆✝✞ ������ � ��������

���� �� �: �✁ ✱ ✁✂ ✱ ✂�
� ����: Ð✁�✂✱ Ð�✁✂✱ Ð✁✂�

������: �✱✁✱ ✂

��������� ��� �� �������� �✁✂ ��������� ������� ���✁ � ���� �� ����� ������ ����� ������ � �������

� ���� ����������� �������� ����� ��� ���� ���✄✭✞ ���� �� ���✄✭✭✞ � ��������� ���� �� �������� � ���� ����� ��

� �������

✄✭✞ ���� �� ����� ���� �� ���������� ��� ������� � ������������� � ������������ �

✄✭✭✞ � ��������� ���� �� �������������� ������� �� � �� ����������� � � ������������ �

��������������� ������� ���� ���������� ����� ���� �� ������� ����� ������ �� �

� ������ ������� ���� ���������� ����� ������� ����� ���� ��� ��� ������� ��������� ���� � ���� ��� � �

��� �� �� ��� �

1. ❉�✁✂ � ���� ��� � �� ������������� �� �������������� ���������� ������ ��� ���� �

2. �� �����

✄✭✞ ❉P◗❘ � ���������◗ � ��� �� �������� �

✄✭✭✞ ❉▲▼◆ � ������ ��▲▼�� ��� �� ����� ����

✄✭✭✭✞ ❉❘✟❚ � ������ ��❘❚ � ��� �� ����������



�����✶✷✻

3. � �� ���☎✆� ������������������� ����� ��������� �� ��� ���� ����� ��� ���

✄✭✞ ���� �� ����� ���� �� ����� ✄✁✞ � ��������� ���� �� �����

� �� ��  6.2

� ������������ ����� ��������� ���� ��� �� ����� �� � �� ������ ������� �� ����

� �� ��������� �� ��� ���� � �� �

� ���� ����������� ��� ����������������� �� ��� ���� � ������ � �� ��

� ��� ��� ����� ���� �������

� �� �✁✂ � �����✄� �� �� ☎✆✂✞ ���� � ��� ������� ����� ���� ������✁✂

� ��� � ��� �� ✁✂ � ��� ���� � ������ � �� ���� ��� � ��� ��
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✐❥ ❥ ✌❬✆✱ ❆ ✈✆✐ ❉ ❀✆ ♥✒❬✆✟ ✒ ❣❙✎ ❭

❈❊❋●■ 7.1

✱✝ ✌❱✝ ❱ ♥☞✍❥ ✒ ✝✆ ✒ ✐ ☞✳✆ ❩✟ ❀✆ ❁✝ ②✒✟ ✠ ❣❙ ❆ ❏ ✍✝✆ ✈ ❑✆ ❩ ❀❣ ❣❙ ✌✝ ♥✆ ✒✉ ✆ ✒✎
✌❱✝ ❱✒✎ ✱✝ ❣✠ ✈✆✝✆❥ ✈✆ ❙❥ ✱✝ ❣✠ ✡ ✆✐ ✝ ✠ ❣❙✎ ❆ ✱ ✒✍ ✠ ☛▲✟ ✞✱→ ✍ ☛✆✏✑ ✍✡

✝❣②✆✟ ✠ ❣❙✎ ❆ ✈✆✐☛ ✒◗ ⑥✆❥✆ ✐ ③❀✆ ✒✑ ✝ ✠ ✑ ❏ ❩ ♥✆ ✒✉✆ ✒✎ ✌❱✝ ❱✒✎ ✱ ✝ ♥☞✍❥ ✒ ☛ ✒◗ ✍ ☛✆✏✑ ✍✡
❣❙✎ ❆ ✍☛✆✏✑ ✍✡ ☛ ▲✟ ✞✱→ ✱✝ ♥☞✍❥ ✒ ✝ ✠ ❣☞▼ ❝▼ ❣☞ ✐③✌✟ ✌②✌✐ ❀✆→ ❣✆ ✒✟ ✠ ❣ ❙✎ ❆
❉❀✆ ✈ ❝❪ ✈✆✐❪ ❝✟✆ ✍✝✟ ✒ ❣❙✎ ✌✝ ✌✉ ❖✉ ☛▲✟ ✞✱ → ✍☛✆✏ ✑ ✍✡ ❣❙✎ ❀✆ ✉ ❣✠✎❭

❅ ❄ ✱✝ ❣✠ ☛✎ ◗✐✉ ✠ ☛ ✒◗ ✬✆ ✒➥☛✑ P ②✒❘ ❲✈✆Ñ ✌✟ ✿❄❳ ✭✾✮❴
❵ ♠ ♣ ④ ⑤⑦ ⑧⑨⑩❶ ❷❸❹ ④⑦ ❺❻⑦⑩⑨ ❼ ❽ ❾❻❿➀➁ ➂♠❵ ✭✾✾✮❴
➃ ♠ ♣ ④ ⑤⑦ ❷❸④⑩ ➄⑨ ➅ ➀➆➇➄ ➈ ➅⑩ ❽ ❾❻❿➀➁ ➂♠❵ ✭✾✾✾✮❴
➉ ♠ ♣ ④ ⑤⑦ ➊ ❻➋➌⑨ ➊⑨ ➆➍⑨ ➀➎❻⑧❻❸➍ ⑨ ❽ ❾❻❿ ➀➁ ➂♠❵ ✭✾✈✮❴

✭✾✮ ✭✾✾✮

✭✾✾✾✮ ✭✾✈✮❈❊❋●■ 7.2



①❢✳❦r✶✹✻✶✹✻✶✹✻✶✹✻✶✹✻
♥❻⑨ ➄➇➁➈❾❻⑨❼ ➄⑨➅ ➊➄❻➧�➊❡ ⑤❻⑨➍⑨ ➄⑨➅ ➊❼➆❼✴ ④❻⑨ ❧♦✁✂✄❧☎✆✁ ④⑤➁⑨ ⑤❸❼ ❆ ❜➊ ❾è❀❻❀ ❡⑨ ❼❪ ⑤❡ ➄⑨➅➄⑧

✟② ✡✒✎ ❝✉✠ ✈✆Ñ✌✟❀✆✒✎ ✝✠ ♣♣✆ ❩ ✝❥✒✎✑✒ ❀⑤✌✐ ✍☛✆✏✑✍✡✟✆ ✱✝ ✍✆✝✆❥✳✆ ✌☛✧✆❀ ❣❙ ✌✓✍✝✆ ♠✐❀✆✒✑ ❣✡
✌✔✆✈✆❀✆✡✠ ✭✔✲❉✾♠✏✎✑✾✌✎✵✰✮✈✆✝✆❥✆✒✎ ☛✒◗ ✌②✱ ✕✆✠ ✝❥✟✒ ❣❙✎ ❆ ✈❝ ❣✡ ✟② ✡✒✎ ❝✉✠ ✱✒✍✠ ✈✆Ñ✌✟❀✆✒✎
✝✠ ✍☛✆✏✑✍✡✟✆ ✝✆ ✌☛✌✝✐☞☛❩✝ ✈❑✆❩ ✓✆✉✉✒ ✝✠ ✝✆✒✌✬✆✬✆ ✝❥✒✎✑✒ ✌✓❯❣✒✎ ❣✡ ✐❣②✒ ✍✒ ✓✆✉✟✒ ❣❙✎ ❆
7.2 ✞②✫✈✟Ñ✠✞✡✟s❛ ❞❤ ☛☞✟✌✍☛✎✞✟

❀⑤❻➋ ♥⑦ �❜❩ ♥❻⑨ ❾❻❿➀➁❀❻⑨ ❼ ④❻⑨ ♥⑨➀➎❻♣ ✭❾❻❿➀➁ ➂♠➃✮❆ ❉❀❻ ❀⑨ ❾❻❿➀➁❀❻➋ ➊➄❻➧�➊❡ ⑤❸❼ ❭

✭✾✮ ✭✾✾✮❈❊❋●■ 7.3

❾❻❷ ❾è❀❻❶❻⑨❷✏❻ ➀➄➀✴ ④❻ ❷③❀❻⑨� ④❶ ➊④➁⑨ ⑤❸❼ ❆ ❜➍❡⑨ ❼ ➊⑨ ♣④ ④❻ ❾❉➊ ✭✲✍✵✭✏✲✭✌✯✶✮
➆➍❻④❶ ♥✇➊❶⑦ ❾❻❿➀➁ ❷❶ ❶➎❻➁⑨ ⑤❸❼ ❆ ❀➀♥ ❀⑨ ❾❻❿➀➁❀❻➋ ♣④ ♥✇➊❶⑨ ④❻⑨ ❷✇✏❻❩➁❀❻ ❁④ ⑧⑨➁⑦ ⑤❸❼ ➁❻⑨
➄⑨ ➊➄❻➧�➊❡ ④⑤⑧❻➁⑦ ⑤❸❼ ❆ ♥✇➊❶⑨ ❁ ❼� ➊⑨❪ ❾❻❷ ❜➍❡ ⑨ ❼ ➊⑨ ♣④ ❾❻❿➀➁ ④❻⑨ ④❻⑩ ④❶ ✑➊⑨ ♥✇➊❶⑦
✒✓✔✕✖ ✐❥ ❥❬✓ ✗✘✖✙ ❣❙✚ ✛ ✜✙✕✘✉ ✗✓✢✣✓✉ ✦ ✕t✗ ✒✓✔✕✖ ✘✓✙ ✒✓✐✉✙ ✘✓❱✓ ❣❙ ✤✥✓ ✒✧✗ ❝✉✓✥✓

❣❙★ ✩✗✙ ✪✓✙▼✰✉✙ ✥✓ ✐◗❙✜✓✉✙ ✘✬ ✒✓✐✘✓✙ ◆✯❱ ✉❣✬✚ ❣❙ ✛

✒✓✔✕✖ ✼✱✸ ✪✙✚✵ ✥✕✶ ✒✓✔✕✖ ❋✷✵ ✒✓✔✕✖ ❋✹ ✢✙◗ ✗✢✓✺✻✗✪ ❣❙ ✖✓✙ ❣✪ ✕✜❬✓✙✚✻✙ ❋✷ ✽ ❋✹✳

7.3 ✾s✿✟✟✿✟❛❂✟s❛ ✎s❛ ☛☞✟✌✍☛✎✞✟

♥❻⑨ ❶⑨➎❻❻➎❻❼❹ ④➆ ➊➄❻➧�➊❡ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❸❼ ❭ ➍⑦➌⑨ ➀♥♣ �♣ ❶⑨➎❻❻➎❻❼❹❻⑨ ❼ ➄⑨➅ ♥❻⑨ ❀➈❳❡❻⑨ ❼ ④❻⑨ ♥⑨ ➀➎❻♣ ❆

✭✾✮ ✭✾✾✮❈❊❋●■  7.4

❷③❘❀⑨④ ❶⑨➎❻❻➎❻❼❹ ❀➈❳❡ ➄⑨➅ ➀⑧♣ ❾❉➊ ❷ ③➀➁➀⑧➀❷ ➆➍❻④❶ ❾è❀❻❶❻⑨❷✏❻ ➀➄➀✴ ④❻ ❷ ③❀❻⑨� ④⑦➀❃♣
❄❾❻❿➀➁ ➂♠➉✭i✮❅ ❈❇④❻ ❾❉➊ ➆➍❻④❶ ❜➊⑨ ❊❋❷❶ ❶➎❻⑨❼ ❆ ❾❻❷ ♥⑨➎❻⑨ ❼�⑨ ➀④ ●❍ ❊❋④❻⑨
❷✇✏❻❩➁❀❻ ❁④ ⑧⑨➁❻ ⑤❸ ❾❻❸❶ ✕✆ ❆ ❷❶ ➁■❻❻ ❉✆ ✝ ❷❶ ➀➇■❻➁ ⑤❸ ❆ ❾➁❏ ⑤❡ ④⑤ ➊④➁⑨ ⑤❸❼ ➀④ ♥❻⑨➍❻⑨ ❼
❶⑨➎❻❻➎❻❼❹ ➊➄❻➧�➊❡ ⑤❸❼ ❾❻❸❶ ⑤❡ ➀⑧➎❻⑨❼� ⑨ ❑▲ ❖P❚ ✳

❾❻❿➀➁ ➂♠➉ ✭✾✾✮ ➄⑨➅ ❶⑨➎❻❻➎❻❼❹ ❀➈❳❡ ➄⑨➅ ➀⑧♣ ❜➊ ➀Ø❀❻④⑧❻❷ ④❻⑨ ♥❻⑨⑤❶❻❜♣ ❆ ❾❻❷ ❉❀❻ ♥⑨➎❻➁⑨
⑤❸❼ ❭ ❀⑨ ❶⑨➎❻❻➎❻❼❹ ➊➄❻➧�➊❡ ➍⑤⑦❼ ⑤❸❼ ❆ ❀⑤ ❾❻❷➍⑨ ④❸➊⑨ ❃❻➍❻ ❭ ❉❀❻⑨ ❼➀④ ❃➆ ♣④ ❶⑨➎❻❻➎❻❼❹ ④❻⑨ ♥✇➊❶⑨
❶⑨➎❻❻➎❻❼❹ ❷❶ ❶➎❻❻ ❃❻➁❻ ⑤❸ ➁❻⑨ ➄⑨ ♣④ ♥✇➊❶⑨ ④❻⑨ ❷✇✏❻❩➁❀❻ ➍⑤⑦❼ ❁④➁⑨ ⑤❸❼ ❆

❾❻❿➀➁ ➂♠➉ ✭✾✮ ❡⑨ ❼ ❾❻❷➍⑨ ♥⑨➎❻❻ ⑤❻⑨�❻ ➀④ ❶⑨➎❻❻➎❻❼❹❻⑨ ❼ ➄⑨➅ ❀➈❳❡ ④❻ ♣④ ♥✇➊❶⑨ ➄⑨➅ ➊❻■❻ ➊➈❡ ⑨⑧➍
✭❲❨❫❴❵q④⑥✮ ⑤❻⑨➁❻ ⑤❸ ❉❀❻⑨❼➀④ ✑➍④⑦ ⑧❼➆❻❜❩ ➆❶❻➆❶ ⑤❸ ❷❶❼➁➈ ❾❻❿➀➁ ➂♠➉ ✭qq✮ ❡⑨ ❼ ♣⑨➊⑦ ➀➇■❻➀➁ ➍⑤⑦❼ ⑤❸ ❆



❢❂❦❍❦ qt❦ s❛ ❞❤ ❧♦❦ ➧①❧❡r❦ ✶✹✼✶✹✼✶✹✼✶✹✼✶✹✼

❀➀♥ ♥❻⑨ ❶⑨➎❻❻➎❻�▼❻⑨ � ✁⑦ ⑧�➆❻❜❩ ➊✂❻➍ ✭❀❻➍⑦ ➆❶❻➆❶✮ ⑤❙ ➁❻⑨ ➄⑨ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ �❆ ❀➀♥ ♥❻⑨
❶⑨➎❻❻➎❻ �▼ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ➁❻⑨ ✑➍✁⑦ ⑧�➆❻❜❀❻➋ ➊✂❻➍ ⑤❻⑨➁⑦ ⑤❙ � ❆

✑◗❷❶ ➀♥♣ �♣ ➁■❀ ✁❻⑨ è❀❻➍ ✂ ⑨ � ❶➎❻➁⑨ ⑤➈♣❪ ❃➆ ♥❻⑨ ❶⑨➎❻❻➎❻ �▼ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ � ➁❻⑨ ⑤✂
✄❣r☎ ❣✆✝ ❢✄ ❥☎❬❦❦❬❦✝✞ ❝❥❦❝❥ ❣✆✝✦ ✈❦✆❥ ❣✟ ❢②❬❦r ☎ ❣✆✝ ❆✝ ❂ ✕❉❆ ✭❣✟❦❥❦ ✠❦▲r✠ ✟☎✝ ✈❋❦✡ ❣✆

❢✄ ✞❇ ✽ ❈❇ ✮❆

7.4 ❞✟s✳✟✟s❛ ❞❤ ☛☞✟✌✍☛✎✞✟

❀⑤❻➋ ➀♥♣ �♣ ➌❻❶ ✁❻⑨☛❻❻⑨ � ✁❻⑨ ♥⑨➀➎❻♣ ✭❾❻❿➀➁ ➂♠✺✮ ❏

✭✾✮ ✭✾✾✮ ✭✾✾✾✮ ✭✾✈✮
☞❊❋●■  7.5

✥P◗✖ ✁❻ ❾❉➊ ➆➍❻❜♣ ❾❻❙❶ ❜➊➊⑨ ✥❆✝✕ ✁❻⑨ ❁✁➍⑨ ✁❻ ❷ ③❀❻➊ ✁⑦➀❃♣ ❆ ❜➊➄⑨◗ ➀⑧♣❪
➊➆➊⑨ ❷⑤⑧⑨ ◗ ✁❻⑨ ✝ ❷❶ ❾❻❙❶ ☎✄

✧✧✧★
✁❻⑨

❋❊
✌✌✌✍

❷❶ ❶➀➎❻♣ ❆

☎❘
✧✧✧★

✁⑤❻➋ ❷❶ ❾❻♣�❻ ❭ ❀⑤
❇❈
✎✎✎✏

➄⑨◗
✑◗❷❶ ⑤❻⑨�❻ ❆
❜➊ ❷ ③✁❻❶❪ ✥P◗✖ ✁❻ ➊➈✂⑨⑧➍ ✥❆✝✕ ➊⑨ ⑤❻⑨➁❻ ⑤❙ ❆
❜➊ ➊➈✂⑨⑧➍ ✂⑨ � ✥❆✝✕ ❾❻❙❶ ✥P◗✖ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❆
✭è❀❻➍ ♥⑦➀❃♣ ➀✁ ❜➍ ♥❻⑨➍❻⑨ � ➊➄❻➧�➊✂ ✁❻⑨☛❻❻⑨ � ✁⑦ ✂❻❷ ➊✂❻➍ ⑤❙✮
⑤✂ ➀⑧➎❻➁⑨ ⑤❙ � ✥❆✝✕ ✑ ✒P◗✖ ✭✾✮
❀❻ m✥❆✝✕ ❂ m✥P◗✖ ✭❜➊ ➀✓■❻➀➁ ✂⑨ � ✂❻❷ ✺✹✮ ⑤❙✮

❾➆ ❾❻❷✥✔✕◆ ✁❻ ❾❉➊ ➆➍❻❜♣ ❾❻❙❶ ❜➊⑨✥❆✝✕ ❷❶ ❶➀➎❻♣ ❆ ✕ ✁❻⑨ ✝ ❷❶ ➁■❻❻

✖✗
✘✘✘✙

✁❻⑨

❋❊
✌✌✌✍

❷❶ ❶➀➎❻♣ ❆ ❉❀❻

✚✛
✎✎✎✎✏

✱

✜●
✢✢✢✣

❷❶ ❾❻➁❻ ⑤❙ ❭ ➍⑤⑦�❪ ❜➊ ➀✓■❻➀➁ ✂⑨ � ♣⑨➊❻ ➍⑤⑦� ⑤❻⑨➁❻ ⑤❙ ❆ ❾❻❷➍⑨ ♥⑨➎❻❻➀✁ ✥❆✝✕ ❾❻❙❶ ✥✔✕◆ ♣✁ ♥✇➊❶⑨ ✁❻⑨ ❷✇☛❻❩➁❀❻ ➍⑤⑦� ❁✁➁⑨ ⑤❙� ❆ ❜➊➀⑧♣ ➄⑨ ➊➄❻➧�➊✂ ➍⑤⑦� ⑤❙ � ❆
✭è❀❻➍ ♥⑦➀❃♣❪ ❜➊ ➀✓■❻➀➁ ✂⑨ � ✥❆✝✕ ❾❻❙❶ ✥✔✕◆ ✁⑦ ✂❻❷ ➆❶❻➆❶ ➍⑤⑦� ⑤❙✮
✥�❨✆ ❾❻❙❶ ✥❆✝✕ ➄⑨◗ ➆❻❶⑨ ✂⑨ � ❾❻❷ ❉❀❻ ✁⑤⑨ ��⑨ ❆ ❾❻❿➀➁ ➂♠✺✭✾✈✮✂⑨ � ➀✁❶☛❻

✤✩
✌✌✌✍

❾❻❙❶

✤✪
✌✌✌✍

Ø✂❺❻❏ ➀✁❶☛❻

❋❊
✌✌✌✍

❾❻❙❶

❇❈
✎✎✎✏

➊⑨ ❾➀✴✁ ⑧�➆⑦ ❷ ③➁⑦➁ ⑤❻⑨➁⑦ ⑤❙ ❆ ❜➊➄⑨◗ ❾❻✴❻❶ ❷❶ ❾❻❷ ➊❻⑨➌➊✁➁⑨ ⑤❙ � ➀✁ ✥❆✝✕✱ ✥�❨✆ ➊⑨ ✫❻⑨❱❻ ⑤❙ ❆ ❷❶ �➁➈ ❀❻♥ ❶➀➎❻♣ ➀✁ ❾❻❿➀➁ ✂⑨ � ➀✁❶☛❻ ➄⑨◗➄⑧ ➀♥❺❻❻
✁❻⑨ ⑤⑦ ❷ ③♥↔❺❻➁ ✁❶➁⑦ ⑤❙ ➍ ➀✁ ⑧�➆❻❜❩ ✁❻⑨❆ ❾❻❷ ♥⑨➎❻⑨ �� ⑨ ➀✁ ❀⑨ ♥❻⑨➍❻⑨ � ✁❻⑨☛❻ ✬❻⑦ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❆
⑤✂ ➀⑧➎❻➁⑨ ⑤❙ � ✥❆✝✕ ✑ ✒�❨✆ ✭✾✾✮
❀❻ m✥❆✝✕ ❂ m✥�❨✆

✭✾✮ ❾❻❙❶ ✭✾✾✮ ✁❻⑨ è❀❻➍ ✂⑨ � ❶➎❻➁⑨ ⑤➈♣❪ ⑤✂ ❀⑤ ✬❻⑦ ➀⑧➎❻ ➊✁➁⑨ ⑤❙ � ❏
✥❆✝✕ ✑ ✒P◗✖ ✑✒�❨✆



①❢✳❦r✶✹✽✶✹✽✶✹✽✶✹✽✶✹✽

❀❢♥ ♥❦s ❞❦s✳❦❦s ❛ ❞❤ ❡❦✐ ❧❡❦✉ ❣❦s r❦s ♦s ❧♦❦✦①❧❡ ❣❦srs ❣❙ ❛ ❆ ❀❢♥ ♥❦s ❞❦s✳❦ ❧♦❦✦①❧❡ ❣❙❛ r❦s

♠✉❞❤ ❡❦✐ ✧❦❤ ❧❡❦✉ ❣❦sr❤ ❣❙❆

✁❻⑨☛❻❻⑨ � ✁⑦ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷✇☛❻❩➁❀❻ ✑➍➄⑨◗ ✂❻❷❻⑨ � ✁⑦ ➊✂❻➍➁❻ ➄⑨◗ ✑◗❷❶ ➀➍✬❻❩❶ ✁❶➁⑦ ⑤❙ ❃❙➊❻➀✁
❶⑨➎❻❻➎❻ �▼❻⑨ � ✁⑦ ➀✓■❻➀➁ ✂⑨ � ➆➁❻❀❻ �❀❻ ⑤❙ ❆ ❜➊ ❷③✁❻❶❪ ❀⑤ ✁⑤➍❻ ➀✁ ♥❻⑨ ✁❻⑨☛❻ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ �❪ ⑤✂ ✁❜❩

❝❦❥ ✠☎◗✠② �❣✁ ✄❣r☎ ❣✆✝ ❢✄ ✄❦☎✂❦ ❝❥❦❝❥ ❣✆✝✦ ✈❦✆❥ ❣✟ ❢②❬❦r☎ ❣✆✝✪

✥❆✝✕ ❂ ✥P◗✖ ✭✈❋❦❦✡r ✥❆✝✕ ✑✒P◗✖✮✳

7.5 ✠❂✟❍✟qt✟s❛ ❞❤ ☛☞✟✌✍☛✎✞✟

⑤✂➍⑨ ♥⑨➎❻❻ ➀✁ ♥❻⑨ ❶⑨➎❻❻➎❻ �▼ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ � ❃➆ ✑➍✂⑨ � ➊⑨ ♣✁❪ ♥✇➊❶⑨ ✁⑦ ❷ ③➀➁➀⑧➀❷ ⑤❻⑨ ❆ ❜➊⑦
❷③✁❻❶❪ ♥❻⑨ ✁❻⑨☛❻ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ � ❀➀♥ ✑➍✂⑨ � ➊⑨ ♣✁❪ ♥✇➊❶⑨ ✁⑦ ❷ ③➀➁➀⑧➀❷ ⑤❻⑨ ❆ ⑤✂ ❜➊ ➊ �✁❨❷➍❻
✁❻⑨ ❾➆ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ➀⑧♣ ✬❻⑦ ♥⑨➎❻➁⑨ ⑤❙ � ❆

♥❻⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ � ❀➀♥ ➄⑨ ♣✁ ♥✇➊❶⑨ ✁⑦ ❷③➀➁➀⑧➀❷❀❻➋ ⑤❻⑨ � ❾❻❙❶ ♣✁ ✁❻⑨ ♥✇➊❶⑨ ➄⑨◗ ✑◗❷❶
❶➎❻⑨ ❃❻➍⑨ ❷❶❪ ➄⑨ ♣✁ ♥✇➊❶⑨ ✁❻⑨ ❾❻❷➊ ✂⑨ � ❷✇☛❻❩➁❀❻ ❁✁ ⑧⑨ � ❆

✭✾✮ ✭✾✾✮
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✥❆✝✕ ❾❻❙❶ ✥P◗✖ ➊✂❻➍ ❾❻✁❻❶ ♣➄ � ➊✂❻➍ ❾❻✂❻❷ ➄⑨◗ ⑤❙ � ❆ ❀⑨ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❆ ❾➁❏ ❜➍✁❻⑨
➀➍❊➍➀⑧➀➎❻➁ ❷③✁❻❶ ➊⑨ ♥❺❻❻❩♣➋�⑨ ❏

✥❆✝✕ ☎ ✆P◗✖✳

❜➊✁❻ ❾■❻❩ ❀⑤ ⑤❙ ➀✁ ❀➀♥ ❾❻❷ ✆P◗✖ ✁❻⑨ ✆❆✝✕ ❷❶ ❶➎❻➁⑨ ⑤❙ �❪ ➁❻⑨ P✱ ❆ ✠☎◗ ✝◗✞❥✦ ◗✱ ✝
✠☎◗ ✝◗✞❥ ✈❦✆❥ ✖✱✕ ✠☎◗ ✝◗✞❥ ✈❦r❦ ❣✆ ❆ ❜✟✁ ✞③✄❦❥ ✱ ✠❇

✡ ★✡✡
✠☎◗ ✈☛☞❢✌✬❦✦ ✍❘ ✱❇❈ ✠☎◗ ✈☛☞❢✌✬❦

r❋❦❦ P✎ ✱ ✏❈ ✠☎◗ ✈☛☞❢✌✬❦ ✈❦r☎ ❣✆✝ ❆ �❢✌ ❢✌✱ ✑✱ ✟☞✟☎②☛ ✭✭✌✍✍✏✑✯✌✎✽✏✎✭✏✮ ✟☎✝ ✌❦☎ ❢✒❦✓❦☞✔
✟✠❦➧✑✟✟ ❣✆✝ r❦☎ ✝☛✠☎◗ ✟ ✝✑r ✓❦❦✑ ✭✈❋❦❦✡r ⑦ ✄❦☎✂❦ ✈❦✆❥ ✓❦☞✔❦✱→✮ ✟✟❦☛ ❣❦☎r☎ ❣✆✝ ❆ ✈r✪ ❜☛ ✌❦☎☛❦☎✝ ✟✠❦➧✑✟✟

❢✒❦✓❦☞✔❦☎✝ ✟☎✝❪ ❣✟☎✝ ✞③❦■r ❣❦☎r❦ ❣✆ ✪

✟ ✝✑r ✬❦✁✕❦✡ ✿ ❆✈❦✆❥ P✱ ✝✈❦✆❥ ◗✱ ✕ ✈❦✆❥ ✖✳

✟ ✝✑r ✓❦☞✔❦✱→ ✿ ❊❋✈❦✆❥ ✖✍ ✱ ❇❈ ✈❦✆❥ ☎❘ ✱ ✏❈ ✈❦✆❥ ✗✘ ✳

✟ ✝✑r ✄❦☎✂❦ ✿ ✙❆✈❦✆❥ ✙P✱ ✙✝✈❦✆❥ ✙◗✱✙✕ ✈❦✆❥ ✙✖✳

�❢✌ ✈❦✞ ✆P◗✖ ✄❦☎ ✆❆✝✕ ✞❥ ❜✟ ✞③✄❦❥ ✟ ☎ ✈❦❥❦☎❢✞r ✄❥r☎ ❣✆✝ ❢✄ P✱ ✝ ✠☎◗ ✝◗✞❥ ❥❬❦☎✝ ☎ r❦☎

❉�❦ ✌✇✟❥☎ ✬❦✁✕❦✡ ✓❦✁ �❋❦❦�❦☎❳� ✟☞✟☎❢②r ❣❦☎✝✑☎ ❭ ✚✛✜✢ ✣✢✛✤✢ ✈✢✩✫✯✰ ✤✣✲✴ ✣✵ ❭ ✈❦✞ ❢✒❦✓❦☞✔❦☎✝ ✄✁

✈❉✟ ✞③❢r❢②❢✞�❦→ ②✁❢✔✱ ✈❦✆❥ �❣ ❑❦r ✄❥☛ ☎ ✄❦ ✞③�✶☛ ✄✁❢✔✱ ❆ �❣ ✌✬❦❦✡r❦ ❣✆ ❢✄ ❢✒❦✓❦☞✔❦☎✝ ✄✁

✷

✸ ✹



❢❂❦❍❦ qt❦ s❛ ❞❤ ❧♦❦ ➧①❧❡r❦ ✶✹✾✶✹✾✶✹✾✶✹✾✶✹✾

➊➄❻➧�➊✂➁❻ ➄⑨◗ ➆❻❶⑨ ✂⑨ � ➌➌❻❩ ✁❶➁⑨ ➊✂❀ ➍ ➄⑨◗➄⑧ ✁❻⑨☛❻❻⑨ � ✁⑦ ✂❻❷ ❾❻❙❶ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ✁⑦ ⑧ �➆❻❜❀❻➋ ✂⑤Ù➄
❥❬✓✖✬ ❣❙✚✵ ✐❥✚✖q ✬✓✬✧✓✓✙✺ ✘✓ ✗q✪✙✜✉ ❍✓✬ ✩✖✉✓ ❣✬ ✪❣�✢ ❥❬✓✖✓ ❣❙ ✛ ✩◗✐❥ ✶✬ ✻❜❩ ✕▲❋✓✕✖ ✪✙✚✵ ✗q✪✙✜✉ ❣❙ ✪

❆✥ P✱ ✝✥ ◗✱ ✕✥ ✖
❣✪ ❜✗✙✵ ❜✗ ✐ ③✘✓❥ ❍✓✬ ✕✜❬✓ ✗✘✖✙ ❣❙✚❆✝✕✥ P◗✖

♠♥❦❣❥✳❦ 1 ❀➀♥ ✆❆✝✕ ❾❻❙❶ ✆P◗✖ ➊➈✂⑨⑧➍ ❆✝✕✦ ✖◗P ➄⑨◗ ❾ �➁�❩➁ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨ �❪ ➁❻⑨
✆❆✝✕ ➄⑨◗ ➄⑨ ✬❻❻� ➀⑧➀➎❻♣ ❃❻⑨ ➀➍❊➍ ➄⑨◗ ➊ ��➁ ⑤❻⑨ �

✭✾✮ ✙P ✭✾✾✮ ✙◗ ✭✾✾✾✮ ✎P

❣② ❜➊ ➊➄❻ ➧�➊✂➁❻ ✁❻⑨ ❾P✫ ⑨ ❁ �� ➊⑨ ➊✂❃➍⑨ ➄⑨◗ ➀⑧♣ ❪ ❾❻❜♣ ⑤✂ ♣✁ ❾❻❿➀➁
✭❾❻❿➀➁ ➂♠➂✮ ✁❻ ❷ ③❀❻⑨� ✁❶➁⑨ ⑤❙ � ❆
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❀⑤❻➋ ➊➈✂⑨⑧➍❆✝✕✥ ✖◗P ⑤❙ ❆ ❾■❻❻❩➁⑦ ❆✥❘ ✁ ❇ ✥ ◗✁ ❈ ✥ ✂✄
❾➁❏ ✭✐✮ ☎✆ ✥ ✝✞ ✭✐✐✮ ✟◗✥✟❇ ✭✐✐✐✮ ✠✡ ✥ ❆☛

❧☞✵✹♣✻❪ ♣♣☞✌ ✷✸✹✺✻ ✈☞❙✍ ✹✎✹❬☞✻
❃➆ ♥❻⑨ ➀✄❻✬❻➈❃❪ ✂❻➍ ⑧⑦➀❃♣ ✏❇❈ ❾❻❙❶ ✂◗❘✱ ➀♥♣ ⑤➈♣ ⑤❻⑨ � ➁❻⑨ ✑➍✂⑨ � ❾❻❷➊ ✂⑨ � ➄➈◗⑧ ✫❏ ➊ �✬❻➄
➊➈✂⑨⑧➍ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ � ❆ ✑➍✂⑨ � ➊⑨ ♥❻⑨ ➊➈✂⑨⑧➍ ❀⑨ ⑤❙ � ❏
✭✐✮ ✏❇❈✥ ✂◗❘ ❾❻ ❙❶ ✭✐✐✮ ✏❇❈✥◗❘✂
♥❻⑨ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ✁❱✫❾❻✑❱ ✭❝✑t♦✑ts✮ ✁❻ ❷ ③❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗ ❾❯❀ ➌❻❶ ➊➈✂⑨⑧➍❻⑨ � ✁❻⑨ ❑❻➁ ✁⑦➀❃♣ ❆

❉❀❻ ❀⑨ ➊✬❻⑦ ➊➈✂⑨⑧➍ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ♥❺❻❻❩➁⑨ ⑤❙ � ❭ ❜➊➄⑨◗ ➆❻❶⑨ ✂⑨ � ➀➄➌❻❶ ✁⑦➀❃♣ ❆

✒✓✔✉☞✕✎✸ 7.1

1. ➀➍❊➍ ✁■❻➍❻⑨ � ✁❻⑨ ❷✇❶❻ ✁⑦➀❃♣ ❏
✭❛✮ ♥❻⑨ ❶⑨➎❻❻➎❻�▼ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ � ❀➀♥ ❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❆
✭✖✮ ♥❻⑨ ➊➄❻➧�➊✂ ✁❻⑨☛❻❻⑨� ✂⑨� ➊⑨ ♣✁ ✁⑦ ✂❻❷ ✼✵✗ ⑤❙❪ ♥✇➊❶⑨ ✁❻⑨☛❻ ✁⑦ ✂❻❷ ❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ ⑤❙ ❆
✭❝✮ ❃➆ ⑤✂ ✘✏ ❂ ✘❇ ➀⑧➎❻➁⑨ ⑤❙ �❪ ⑤✂❻❶❻ ➄❻✓➁➄ ✂⑨ � ❾■❻❩ ⑤❻⑨➁❻ ⑤❙ ❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴❆

2. ➄❻✓➁➀➄✁ ❃⑦➄➍ ➊⑨ ➊�➆�➀✴➁ ➊➄❻➧�➊✂ ❾❻✁❻❶❻⑨ � ➄⑨◗ ✁❻⑨❜❩ ♥❻⑨ ✑♥❻⑤❶☛❻ ♥⑦➀❃♣ ❆
3. ❀➀♥ ➊➈✂⑨⑧➍ ✏❇❈ ✥ ✙✚✛ ➄⑨◗ ❾ �➁�❩➁ ✜✏❇❈ ✢ ✜✙✚✛ ➁❻⑨ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ➊✬❻⑦ ➊ ��➁

➊➄❻➧�➊✂ ✬❻❻�❻⑨ � ✁❻⑨ ➀⑧➀➎❻♣ ❆
4. ❀➀♥ ✆✛✚✙ ☎ ✆❇❈✏ ⑤❻⑨❪ ➁❻⑨ ✆❇❈✏ ➄⑨◗ ✑➍ ✬❻❻�❻⑨ � ✁❻⑨ ➀⑧➀➎❻♣ ❃❻⑨ ➀➍❊➍ ➄⑨◗ ➊��➁ ⑤❻⑨ ❏
✭✐✮ ✙✚ ✭✐✐✮ ❊✣ ✭✐✐✐✮ ✙✙ ✭✐✤✮ ❉✣
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✈■✐✇ ⑥❦❥❦ ❢✉❢❡❩r

❢❂❦❍❦qt

✠❂✟❍✟qt✟s❛ ❞❤ ☛☞✟✌✍☛✎✞✟ ☞s◗ ✠②✱ ✡③✠✞❝❛✴

⑤✂ ❾❷➍⑨ ♥❙➀➍✁ ❃⑦➄➍ ✂⑨ � ➀✄❻✬❻➈❃❻✁❻❶ ➊ �❶➌➍❻❾❻⑨ � ❾❻❙❶ ➍✂✇➍❻⑨ � ✁❻ ❷ ③❻❀❏ ❷ ③❀❻⑨� ✁❶➁⑨ ⑤❙ � ❆ ❾➁❏ ❀⑤
❑❻➁ ✁❶➍❻ ⑧❻✬❻✁❻❶⑦ ⑤❻⑨�❻ ➀✁ ♥❻⑨ ➀✄❻✬❻➈❃❻✁❻❶ ❾❻❿➀➁❀❻➋ ✁➆ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨ ��⑦ ❆ ❀➀♥ ❾❻❷✁⑦ ➍❻⑨❱➆➈✁

✂⑨ � ♥❻⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ➆➍⑨ ⑤❙ � ❾❻❙❶ ❾❻❷ ❷ ③✂❻➀☛❻➁ ✁❶➍❻ ➌❻⑤➁⑨ ⑤❙ � ➀✁ ❉❀❻ ➄⑨ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ➁➆
❾❻❷ ⑤❶ ➆❻❶ ✑➍✂⑨ � ➊⑨ ♣✁ ✁❻⑨ ✁❻❱✁❶ ♥✇➊❶⑨ ❷❶ ❶➎❻➍⑨ ✭❾❻❶❻⑨❷☛❻✮ ➄❻⑧⑦ ➀➄➀✴ ✁❻
❷③❀❻⑨� ➍⑤⑦� ✁❶ ➊✁➁⑨ ⑤❙ � ❆ ❜➊➄⑨◗ ➆♥⑧⑨ ❀➀♥ ⑤✂ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ✁❻⑨ ➊❱⑦✁ ✂❻❷❻⑨ � ☛❻❶❻
➀➍➀❺➌➁ ✁❶ ➊➄⑨ �◗ ➁❻⑨ ❀⑤ ❾➀✴✁ ✑❷❀❻⑨�⑦ ⑤❻⑨�❻ ❆ ➌➀⑧♣ ♣⑨➊❻ ✁❶➍⑨ ✁❻ ❷③❀❘➍ ✁❶⑨ �❆
☞❞ ❬✁ s②

❾✌❷✇ ❾❻❙❶ ➀❱✌❷✇ ♣✁ ➎❻⑨⑧ ➎❻⑨⑧➁⑨ ⑤❙ � ❆ ❾✌❷✇ ➍⑨ ♣✁ ➀✄❻✬❻➈❃ ✏❇❈✭❾❻❿➀➁ ➂♠✽✮
➆➍❻❀❻ ❆ ✑➊➍⑨ ❷③❘❀⑨✁ ✬❻➈❃❻ ✁⑦ ⑧�➆❻❜❩ ❾❻❙❶ ❜➊➄⑨◗ ❷③❘❀⑨✁ ✁❻⑨☛❻ ✁⑦ ✂❻❷ ✁❻⑨ è❀❻➍
✂⑨ � ❶➎❻ ➀⑧❀❻ ❆ ➀❱✌❷✇ ➍⑨ ❀⑤ ➊➆ è❀❻➍ ➊⑨ ➍⑤⑦� ♥⑨➎❻❻ ❆ ❾✌❷✇❪ ➀❱✌❷✇ ✁❻⑨ ➌➈➍❻❙➁⑦ ♥⑨➁❻
⑤❙ ➀✁ ❉❀❻ ➄⑤ ➄➈◗✫ ♥⑦ ➊✇➌➍❻❾❻⑨ � ➄⑨◗ ❾❻✴❻❶ ❷❶ ✑➊➄⑨◗ ✆✏❇❈ ✁⑦ ❷ ③➀➁➀⑧➀❷ ➆➍❻

➊✁➁❻ ⑤❙❭ ❾✌❷✇ ☛❻❶❻ ♥⑦ �❜❩ ➊✇➌➍❻❾❻⑨ � ✁❻ ❷③❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗ ➀❱✌❷✇ ✆✏❇❈ ➄⑨◗ ➊➄❻➧�➊✂ ♣✁ ➀✄❻✬❻➈❃
➆➍❻➍⑨ ✁❻ ❷ ③❀❻➊ ✁❶➁❻ ⑤❙ ❆ ➎❻⑨⑧ ❾❻❶ �✬❻ ⑤❻⑨➁❻ ⑤❙ ❆ ➊❻➄✴❻➍⑦ ➊⑨ ✑➍➄⑨◗ ➄❻➁❻❩⑧❻❷ ❾❻❙❶ ✑➍➄⑨◗ ➎❻⑨⑧
✁❻ ❾➄⑧❻⑨✁➍ ✁⑦➀❃♣ ❆

SSS ❬✁s②

✍✎✏✑ ✪ ✆✏❇❈ ✁⑦ ♣✁ ✬❻➈❃❻ ✒✄✒ ❝♠ ⑤❙ ❆
✓❱✎✏✑ ✪ ❜➊ ➊✇➌➍❻ ➊⑨❪ ✂❙� ❾➍⑨✁ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ✁❻⑨ ➆➍❻ ➊✁➁❻ ⑤✇ ➋ ✭❾❻❿➀➁ ➂♠✾✮❆ ⑧⑨➀✁➍ ❀⑤ ❾❻➄❺❀✁
➍⑤⑦� ➀✁ ➄⑨ ✔❆❇❈ ✁⑦ ❷ ③➀➁➀⑧➀❷ ⑤❻⑨ �❆ ✂❙� ❃❻⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ➆➍❻➁❻ ⑤✇ ➋ ➄⑤ ➀✄❻✬❻➈❃ ❾➀è❻✁ ✁❻⑨☛❻ ✭ ♦❜✕✦✖✗
❛♥❣❧✗✘✮ ❀❻ ➊✂✁❻⑨☛❻ ✭ ✙✚❣✛✕ ❛♥❣❧✗✘✮ ❀❻ ❯❀✇➍ ✁❻⑨☛❻ ✭ ❛✜✦✕✗ ❛♥❣❧✗✘✮ ⑤❻⑨ ➊✁➁❻ ⑤❙ ❆ ❀⑤❻➋ ❷❶
➄➈◗✫ ✑♥❻⑤❶☛❻ ➀♥♣ �♣ ⑤❙ � ❏

✢✈❢✣✤ ✤❦★✳❦✩ ✢✫❡✤❦★✳❦✩ ✢❯❀✇✉✤❦★✳❦✩
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✂❙�➍⑨ ❾❯❀ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ➄⑨◗ ➀⑧♣ ✓➄⑨P✫❻ ➊⑨ ⑧�➆❻❜❀❻⑨ � ✁❻ ❷ ③❀❻⑨� ➀✁❀❻ ❆ ❜➊➊⑨ ✂➈❃ ⑨ ✬✯✬ ✜✰ ⑧�➆❻❜❩
➄⑨◗ ❾❻✴❻❶ ➄❻⑧⑨ ✁❜❩ ➀✄❻✬❻➈❃ ➀✂⑧➁⑨ ⑤❙ � ❆
❾➁❏ ♥⑦ �❜❩ ➄⑨◗➄⑧ ♣✁ ⑤⑦ ✬❻➈❃❻ ✁⑦ ⑧�➆❻❜❩ ➊⑨ ✔✲✶✷ ✁⑦ ❷ ③➀➁➀⑧➀❷ ➆➍❻➍❻❪ ✂⑨❶⑨ ➀⑧♣ ➊�✬❻➄ ➍⑤⑦�❆
✍✎✏✑ ✪ ❾P✫❻ ❆ ✂❙� ➁➈❊⑤⑨ � ♣✁ ❾❻❙❶ ✬❻➈❃❻ ✁⑦ ⑧ �➆❻❜❩ ♥✇ ➋�❻ ❆ ✔✲✶✷ ✁⑦ ♥❻⑨ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ✁⑦ ⑧�➆❻❜❀❻➋
✺♠✺ ✜✰ ❾❻❙❶ ➃♠➉ ✜✰ ⑤❙ �❆
✓❱✎✏✑ ✪ ❀⑤ ➊✇➌➍❻ ✬❻⑦ ➀✄❻✬❻➈❃ ➆➍❻➍⑨ ➄⑨◗ ➀⑧♣ ❷❀❻❩✌➁ ➍⑤⑦� ⑤❙ ❆ ✂❙� ❜➊ ♥⑦ �❜❩ ➊✇➌➍❻ ➊⑨ ➆⑤➈➁ ➊⑨
➀✄❻✬❻➈❃ ➆➍❻ ➊✁➁❻ ⑤➋✇ ❃❻⑨ ✔✲✶✷ ✁⑦ ❷ ③➀➁➀⑧➀❷ ➍⑤⑦� ⑤❻⑨ ��⑨ ❆



❢❂❦❍❦ qt❦ s❛ ❞❤ ❧♦❦ ➧①❧❡r❦ ✶✺✶✶✺✶✶✺✶✶✺✶✶✺✶

❀⑤❻➋ ❷❶ ➄➈◗✫ ➀✄❻✬❻➈❃ ➀♥♣ �♣ ⑤❙ � ❃❻⑨ ✂⑨❶⑦ ➆❻➁ ✁❻ ➊✂■❻❩➍ ✁❶➁⑨ ⑤❙ �❪

☞❊❋●■ ✦✲✶✵
❾❻❷➄⑨◗ ➀✄❻✬❻➈❃ ❃❙➊⑦ ❷③➀➁➀⑧➀❷ ✁❻⑨❜❩ ✬❻⑦ ➍⑤⑦� ➆➍❻ ➊✁➁❻ ❀➀♥ ➄⑨◗➄⑧ ♥❻⑨ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ✁⑦ ⑧�➆❻❜❀❻➋

♥⑦ �❜❩ ⑤❻⑨ � ❆
✍✎✏✑ ✪ ❇✬✘ ❣❙ � ✪❙✚ ✖q❊❣✙✚ ✕❂✓❍✓qt ✘✬ ✖✬✉✓✙✚ ❍✓qt✓✒✓✙✚ ✘✬ ✪✓✐ ✶✙✖✓ ❣✯ → ✛ ✔✲✶✷ ✪✙✚✵

✪✙❥✙ ✐✓✗ ❆✁ ✂ ✺ ❝♠✵ ✁❈ ✂ ✺✳✺ ❝♠ ✒✓❙❥ ❆❈ ✂ ✸✳✹ ❝♠ ❣❙ ✛

✓❱✎✏✑ ✪ ✪❙✚ ✗✓✙♣✖✓ ❣✯ → ✕✘ ✕❂✓❍✓qt ❝✉✓✉✓ ✒❝ ✗✚❍✓✢ ❣✓✙✉✓ ♣✓✕❣✱ ✛ ✪❙✚ ✒❝ ✘✓✙✕✬✓✬✓
✘❥✖✓ ❣✯ → ✛ ✗❝✗✙ ✐❣✜✙ ✪❙✚ ✱✘ ❬✓✓✘✓ ✤✘P♣✬★ ✒✓✔✕✖ ❝✉✓✖✓ ❣✯ → ✕t✗✗✙ ✪❙✚ ✒✓✗✓✉✬

✗✙ ✜✚❝✓❜✥✓ → ✥✓✶ ❥❬✓ ✗✘✯ → ✛ ✪❙✚ ✺✳✺ ❝♠ ✄☎ ❬✓✬✚♣✖✓ ❣✯ → ✛

✆✝✆ ✘✓✙ ✢✙✚◗✶③ ✜✙✘❥✵ ✪❙✚ ✞ ✟✠ ✕❂✓❚✥✓ ✢✓✜✬ ✱✘ ♣✓✐ ❬✓✬✚♣✖✓ ❣✯ → ✛ ➥❝✶q ✧✡★ ❜✗
♣✓✐ ✐❥ ✘❣✬✚ ✕▲❋✓✖ ❣✓✙✉✓ ♣✓✕❣✱ ✛ ✆☛✆ ✘✓✙ ✢✙✚◗✶③ ✜✙✘❥ ✸✱☞ ✟✠ ✕❂✓❚✥✓ ✢✓✜✬ ✱✘ ♣✓✐ ❬✓✬✚♣✖✓

❣✯ → ✛ ➥❝✶q ✧✡★ ❜✗ ♣✓✐ ✐❥ ❍✓✬ ❣✓✙✉✓ ♣✓✕❣✱ ✛ ✒❋✓✓❩✖⑦✵ ✧✡★ ➥❝✶q ❬✓✬✚♣✬ ✻❜❩ ✶✓✙✉✓✙ ✚ ♣✓✐✓✙✚ ✐❥ ✕▲❋✓✖
❣❙ ✛ ✒❋✓✓❩✖ ⑦ ✧✡★ ✶✓✙✉✓✙✚ ♣✓✐✓✙✚ ✘✓ ✐③✕✖P◆✙✶✬ ➥❝✶q ❣❙ ✛
✪❙✚ ✒❝ ➥❝✶q✒✓✙✚ ✡✌ ✝ ✒✓❙❥ ☛ ✘✬ ✕▲❋✓✕✖ t✓✉✖✓ ❣✯ → ✛ ✒❣✓� ✪❙✚ ❜❯❣✙✚ ✕✪✜✓✘❥ ✔✍✎✏ ✐ ③✓■✖ ✘❥

✗✘✖✓ ❣✯ → ✛ ✤✒✓✔✕✖ ✼✱✑✑★

✍✎✏✑ ✪ ❝❣q✖ ✒P◆✓ � ✒✖✪ ✱✘ ✕✶✱ ❣q✱ ✔✍✎✏ ✘✬ ✐ ③✕✖✕✜✕✐ ❝✉✓✉✙ ✢✙◗ ✕✜✱ ✤✒❋✓✓❩✖⑦ ✔✍✎✏
✢✙◗ ✗✢✓✺✻✗✪★ ❣✪✙✚ ✖✬✉✓✙✚ ❍✓qt✓✒✓✙✚ ✘✬ ✜✚❝✓❜✥✓✙✚ ✘✬ ✒✓✢✬✥✘✖✓ ❣✓✙✖✬ ❣❙ ✛ ✧✥✓ ❣✪ ❜✗ ✕▲❋✓✕✖ ✘✓✙

❍✓qt✓✫❍✓qt✓✫❍✓qt✓ ✭✒✓✔✕✖✒✓✔✕✖✒✓✔✕s ✐ ③✕✖❝✚✣ ✘❣ ✗✢✙◗✚✻✙❭

✓❱✎✏✑ ✪ ✧✥✓✙✚ ✉ ❣✪ ❜✗✙ ✗✚④✓✙✐ ✪✙✚✵ ❙❙❙ ✐ ③✕✖❝✚✣ ✘❣✙✚ ✛

SSS ❧♦✁✂✄❧☎✆✁ ✏ ③✓✆✗❛✴

❀➀♥ ➀♥♣ �♣ ➊➈✂⑨⑧➍ ➄⑨◗ ❾ �➁� ❩➁❪ ♣✁ ➀✄❻✬❻➈❃ ✁⑦ ➁⑦➍❻⑨ � ✬❻➈❃❻♣➋ Ø✂❺❻❏ ➀✁➊⑦ ♥✇➊❶⑨ ➀✄❻✬❻➈❃
✁⑦ ➊��➁ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ➄⑨◗ ➆❶❻➆❶ ⑤❻⑨ �❪ ➁❻⑨ ♥❻⑨➍❻⑨ � ➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ � ❆

♠♥❦❣❥✳❦ 2 ➀✄❻✬❻➈❃ ❆✁❈ ❾❻❙❶ ✘◗❘ ✂⑨ � ❆✁ ✂ ✸✳✺ ❝♠❪ ✁❈ ✂ ✼✳✙ ❝♠❪ ❆❈ ✂ ✺ ❝♠❪
✘◗ ✂ ✼✳✙ ❝♠❪◗❘ ✂ ✺ ❝♠❪ ❾❻❙❶ ✘❘ ✂ ✸✳✺ ❝♠ ⑤❙ ✭❾❻➄ ❵◗➀➁ ➂♠✚✮❆ ❃❻➋➀➌♣ ➀✁
❉❀❻ ♥❻⑨➍❻⑨ �� ➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❀❻
➍⑤⑦� ❭ ❀➀♥ ⑤❻➋❪ ➁❻⑨ ➊➈✂⑨⑧➍ ➊ �➆�✴
✁❻⑨ ➊❻�➄⑨◗➀➁✁ ✿❷ ✂⑨ � ➀⑧➀➎❻♣ ❆

❣② ❀⑤❻➋✛ ❆✁✂ ❘✘ ✜✂ ✸✳✺ ❝♠✮✢

✁❈ ✂ ✘◗ ✜ ✂ ✼✳✙ ❝♠✮

❆❈ ✂ ◗❘ ✜✂ ✺ ❝♠✮

☞❊❋●■ 7.11

☞❊❋●■ 7.12

✥✣

✤

✩✪✬ ✯✰

✷
✻✽

✾❀❁
❃❄



①❢✳❦r✶✺✷✶✺✷✶✺✷✶✺✷✶✺✷

✜✐✮ ✜✐✐✮

✒✓❀☞❧ ✷✸✹✺✻

❀⑤ ♥❺❻❻❩➁❻ ⑤❙ ➀✁ ❷⑤⑧⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ✁⑦ ➁⑦➍❻⑨ � ✬❻➈❃❻♣➋❪ ♥✇➊❶⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ✁⑦ ➁⑦➍❻⑨ � ✬❻➈❃❻❾❻⑨ �
➄⑨◗ ➆❶❻➆❶ ⑤❙ � ❆ ❾➁❏ ❙❙❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷③➀➁➆�✴ ➄⑨◗ ❾ �➁� ❩➁❪ ♥❻⑨➍❻⑨ � ➀✄❻✬❻➈❃
➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❆ ✑◗❷❶ ♥⑦ �❜❩ ➁⑦➍❻⑨ � ➊✂❻➍➁❻ ➄❻⑧⑨ ➊�➆ �✴❻⑨ � ➊⑨❪ ❀⑤ ❾❻➊❻➍⑦ ➊⑨ ♥⑨➎❻❻
❃❻ ➊✁➁❻ ⑤❙ ➀✁ ❆✥ ❘✢ ✁✥ ✘ ❾❻❙❶ ❈✥ ◗✳

❾➁❏ ✧❆✁❈ ★ ✧❘✘◗

☎❣Ù♦✏✑✳✁ ❩ t✁✉❞✁❥❤ ✪ ➊➄❻➧�➊✂ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ➍❻✂❻⑨ � ✂⑨ � ❾④❻❶❻⑨ � ✁❻ Ø✂ ➊��➁ ➊ �➆�✴❻⑨ � ✁❻⑨ ♥❺❻❻❩➁❻
⑤❙ ❆ ❜➊ ❷③✁❻❶❪ ❃➆ ❾❻❷ ✧❆✁❈ ★ ✧❘✘◗✢ ➀⑧➎❻➁⑨ ⑤❙ �❪ ❾❻❷✁❻⑨ ❑❻➁ ⑤❻⑨ ❃❻➁❻ ⑤❙ ➀✁ ❆✢❘ ✞❥✦ ✁✢

✘ ✞❥✦ ❈✢◗ ✞❥✦ ❆❇ ✢ ❘P✄✁ ❢✌✬❦❦ ✟☎✝✦ �❈ ✢ ✁◗ ✄✁ ❢✌✬❦❦ ✟☎✝ r❋❦❦ ✂✄ ✢ ☎✆ ✄✁ ❢✌✬❦❦ ✟☎✝ ❣✆❆

♠♥❦❣❥✳❦ 3 ❾❻❿➀➁ ✼✳✙✸ ✂⑨ �✢ ❆❉ ✂ ❈❉ ❾❻❙❶❆✁ ✂ ❈✁ ⑤❙ ❆
✜✐✮ ✆❆✁❉ ❾❻❙❶ ✥❈✁❉ ✂⑨ � ➆❶❻➆❶ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗ ➁⑦➍ ❀➈❳✂ ➆➁❻❜♣ ❆

✜✐✐✮ ❉❀❻ ✥❆✁❉ ✝ ✥❈✁❉❄ ❉❀❻⑨ � ❀❻ ❉❀❻⑨ � ➍⑤⑦� ❭
✜✐✐✐✮ ❉❀❻ ✁❉✢ ✞❆✁❈ ✁❻⑨ ➊✂➀☛✬❻❻➀❃➁ ✁❶➁❻ ⑤❙ ❭ ✁❻❶☛❻ ➆➁❻❜♣ ❆
❣②
✜✐✮ ✥❆✁❉ ❾❻❙❶ ✥❈✁❉ ✂⑨ �❪ ➆❶❻➆❶ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗ ➁⑦➍ ❀➈❳✂ ➀➍❊➍➀⑧➀➎❻➁ ⑤❙ � ❏

❆✁ ✂ ❈✁ ✭➀♥❀❻ �❀❻ ⑤❙✮
❆❉✂ ❈❉ ✭➀♥❀❻ �❀❻ ⑤❙✮

❾❻❙❶ ✁❉✂ ✁❉ ✤✶✓✙✉✓✙✚ ✪✙✚ ✩❍✓✥✕✉✧❇★
✜✐✐✮ ✩◗✐❥ ✕✶✱ ✻✱ ✜✐✮ ✗✙ ✢ ✥❆✁❉ ✝ ✥❈✁❉ ✜❙❙❙ ✗✢✓✺✻✗✪✖✓ ✐ ③✕✖❝✚✣✮
✜✐✐✐✮ ✞❆✁❉✂✞❈✁❉ ✤✗✢✓✺✻✗✪ ✕❂✓❍✓qt✓✙✚ ✢✙◗ ✗✚✻✖ ❍✓✓✻✮

✒✖✪ ✁❉✢ ✞❆✁❈ ✘✓✙ ✗✪✕⑥❍✓✓✕t✖ ✘❥✖✓ ❣❙ ✛

1. ❾❻❿➀➁ ✼✳✙✹ ✂⑨ �✢ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ✁⑦ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ✁⑦ ⑧�➆❻❜❀❻➋ ♥❺❻❻❩❜❩ �❜❩ ⑤❙ � ❆ ❙❙❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷ ③➀➁➆ �✴

✁❻ ❷ ③❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗ ➆➁❻❜♣ ➀✁ ✁❻❙➍✫✁❻❙➍ ➊⑨ ➀✄❻✬❻➈❃✫❀➈❳✂ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❆ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ✁⑦
➀✓■❻➀➁ ✂⑨ �❪ ✑Ù❻❶ ✁❻⑨ ➊❻ �➄⑨◗➀➁✁ ✿❷ ✂⑨ � ➀⑧➀➎❻♣ ❏

☞❊❋●■ 7.13



❢❂❦❍❦ qt❦ s❛ ❞❤ ❧♦❦ ➧①❧❡r❦ ✶✺✸✶✺✸✶✺✸✶✺✸✶✺✸

☞❊❋●■ 7.14

2. ❾❻❿➀➁ ✼✯✶✬ ✂⑨ �❆✁ ✂ ❆❈ ❾❻❙❶ ❉✢ ❇❈ ✁❻ ✂è❀ ➥➆♥➈ ⑤❙ ❆
✜✐✮ ✆❆❉✁ ❾❻❙❶ ✆❆❉❈ ✂⑨ � ➆❶❻➆❶ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗ ➁⑦➍ ❀➈❳✂ ➆➁❻❜♣ ❆

✜✐✐✮ ❉❀❻ ✆❆❉✁ ☎ ✆❆❉❈ ⑤❙❭ ✁❻❶☛❻ ♥⑦➀❃♣ ❆

✜✐✐✐✮ ❉❀❻✙✁ ✂ ✙❈ ⑤❙❭ ❉❀❻⑨ �❭
3. ❾❻❿➀➁ ✼✳✙✻ ✂⑨ �✢ ❆❈ ✂ ✁❉ ❾❻ ❙❶ ❆❉ ✂ ✁❈ ⑤❙ ❆ ➀➍❊➍➀⑧➀➎❻➁ ✁■ ❻➍❻⑨ � ✂⑨ �

✁❻❙➍✫➊❻ ✁■❻➍ ➊❘❀ ⑤❙❭
✜✐✮ ✆❆✁❈ ✝ ✥❆✁❉ ✜✐✐✮ ✥❆✁❈ ✝ ✥✁❆❉

❧☞✵✹♣✻❪ ♣♣☞✌ ✷✸✹✺✻ ✈☞❙✍ ✹✎✹❬☞✻
❆✁❈ ♣✁ ➊✂➀☛➆❻⑤➈ ➀✄❻✬❻➈❃ ⑤❙ ➀❃➊✂⑨ � ❆✁ ✂ ❆❈ ✜❾❻❿➀➁ ✼✳✙✼✮ ⑤❙❆
✥❆✁❈ ✁⑦ ♣✁ ❾❉➊ ❷ ③➀➁➀⑧➀❷ ⑧⑦➀❃♣ ❾❻❙❶ ❜➊⑨ ✬❻⑦ ✥❆✁❈ ✁❻ ➍❻✂
♥⑦➀❃♣
✜✐✮ ✥❆✁❈ ❾❻❙❶ ✥❆❈✁ ✂⑨ � ➆❶❻➆❶ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗ ➁⑦➍ ❀➈❳✂ ➆➁❻❜♣ ❆
✜✐✐✮ ❉❀❻ ✥❆✁❈ ✝ ✥❆❈✁ ⑤❙ ❭ ❉❀❻⑨ � ❾■❻➄❻ ❉❀❻⑨ � ➍⑤⑦� ❭
✜✐✐✐✮ ❉❀❻ ✞✁ ✂ ✞❈ ⑤❙ ❭ ❉❀❻⑨ � ❾■❻➄❻ ❉❀❻⑨ � ➍⑤⑦� ❭
❾✌❷✇ ❾❻❙❶ ➀❱✌❷✇ ❾➆ ➀❷✫⑧⑨ ➎❻⑨⑧ ✂⑨ � ➄➈◗✫ ❷➀❶➄➁❩➍ ✁❶➄⑨◗ ❷➈➍❏ ➎❻⑨⑧➁⑨ ⑤❙ � ❆
SAS ❬✁s②

✍✎✏✑ ✪ ❾➆ ✂❙� ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ✁⑦ ❷ ③➀➁➀⑧➀❷ ➆➍❻➍⑨ ➄❻⑧⑨ ➎❻⑨⑧ ➄⑨◗ ➀➍❀✂❻⑨ � ✂⑨ � ❷➀❶➄➁❩➍ ✁❶➁❻ ⑤✇ ➋ ❆
✓❱✎✏✑ ✪ �⑦✁ ⑤❙❪ ✁➀❶♣ ❆

✍✎✏✑ ✪ ❾❻❷ ❷⑤⑧⑨ ➊⑨ ❃❻➍ ➌➈➄⑨◗ ⑤❙ � ➀✁ ➀✄❻✬❻➈❃ ✁⑦ ➄⑨◗➄⑧ ♣✁ ✬❻➈❃❻ ✁⑦ ⑧�➆❻❜❩ ✁❻ ➀♥❀❻ ❃❻➍❻
⑤⑦ ❷❀❻❩✌➁ ➍⑤⑦� ⑤❻⑨➁❻ ⑤❙ ❆

✓❱✎✏✑ ✪ ⑤❻➋ ❆
✍✎✏✑ ✪ ✑➊ ➀✓■❻➀➁ ✂⑨ �❪ ✂❙� ✁⑤➁❻ ⑤✇ ➋ ➀✁ ✔✲✶✷ ✂⑨ � ♣✁ ✬❻➈❃❻ ✺♠✺ ✜✰ ❾❻❙❶ ♣✁ ✁❻⑨☛❻ ✁✬✦

✁❻ ⑤❙ ❆

✜✐✐✐✮ ✜✐✈✮

☞❊❋●■ 7.15

✥

✂ ✧★

✄☎

✆ ✝
☞❊❋●■ 7.16

✞

✟ ✠

☞❊❋●■ 7.17
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✓❱✎✏✑ ✪ ❀⑤❪ ➀❷◗❶ ➀✄❻✬❻➈❃ ➆➍❻➍⑨ ➄⑨◗ ➀⑧♣ ❷❀❻❩✌➁ ➍⑤⑦� ⑤❙ ❆ ✂❙� ♣⑨➊⑨ ➆⑤➈➁ ➊❻❶⑨ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ✁❻⑨ ➆➍❻ ➊✁➁❻
❣✯ → t✓✙ ✒✓✐✘✬ ✗✯♣✉✓ ✘✓✙ ✗✚✖q✧❱ ✘❥✖✙ ❣✓✙✚✵ ✐❥✚✖q ✢✙ ✔✲✶✷ ✘✬ ✐ ③✕✖✕✜✕✐ ✉ ❣✓✙✚ ✛ ✩✶✓❣❥✳✓

✢✙◗ ✕✜✱✵ ✪❙✚✉✙ ✢q◗◆ ✕❂✓❍✓qt✓✙✚ ✘✓✙ ✥❣✓ → ✐❥ ✕✶✥✓ ❣❙ ✤✒✓✔✕✖ ✼✱✑✽★✛

☞❊❋●■ 7.18

✍✎✏✑ ✪ ❾➁❏❪ ⑤✂ ❉❀❻ ✁❶⑨ � ❭
✓❱✎✏✑ ✪ ⑤✂⑨ � ❾❻❙❶ ➊✇➌➍❻ ✁⑦ ❾❻➄❺❀✁➁❻ ⑤❙ ❆
✍✎✏✑ ✪ ➁➆❪ ✂❙� ❾❷➍⑨ ❷⑤⑧⑨ ➄❻⑧⑨ ✁■❻➍ ✂⑨ � ❷➀❶➄➁❩➍ ✁❶➁❻ ⑤✇ ➋ ❆ ✆❆✁❈ ✂⑨ �❪ ♥❻⑨ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ✁⑦ ⑧�➆❻❜❩

✺♠✺ ✜✰ ❾❻❙❶ ➃♠➉ ✜✰ ⑤❙❪ ➁■❻❻ ❜➍ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ➄⑨◗ ❾ �➁�❩➁ ✻✺✦ ✁❻ ✁❻⑨☛❻ ⑤❙ ❆
✓❱✎✏✑ ✪ ❀⑤ ➊✇➌➍❻ ✂⑨❶⑦ ➊⑤❻❀➁❻ ✁❶⑨�⑦ ❆ ✂❙� ✁❻⑨➀❺❻❺❻ ✁❶➁❻ ⑤✇ ➋ ❆ ✂❙� ❷⑤⑧⑨ ✺♠✺ ✜✰ ⑧�➆❻❜❩ ➄❻⑧❻❶⑨➎❻❻➎❻ �▼ ✁❈ ➎❻⑦ �➌➁❻ ⑤✇ ➋ ✭❾❻❿➀➁ ✼✳✙✾ ✜✐✮✮ ❆ ❾➆ ✂❙ � �❈✧ ❷❶ ✻✺✦ ✁❻ ✁❻⑨☛❻ ➆➍❻➁❻⑤✇ ➋ ✭❾❻❿➀➁ ✼✁✶✂ ✭✐✐✮✮❆

✥✄✥ ☎✆
✩ ✪

✝✞✝ ✟✠
✡ ☛

✫✝☞

✭✐✮ ✭✐✐✮ ✭✐✐✐✮

⑤❻➋❪ ✂➈❃ ⑨ ➥➆♥➈ ❆ ❷ ③❻✌➁ ⑤❻⑨ �❀❻ ❆ ❀⑤ ✌ ➊⑨ ➎❻⑦�➌⑦ �❜❩ ❜➊ ✁❻⑨☛❻⑦❀ ✬❻➈❃❻ ✁⑦ ➀♥❺❻❻ ✂⑨ �❪ ✌➊⑨ ➃♠➉ ❝♠ ✁⑦ ♥✇❶⑦ ❷❶ ➀✓■❻➁ ⑤❻⑨➍❻ ➌❻➀⑤♣ ❆ ✌ ✁❻⑨ ➄⑨ �◗♥③ ⑧⑨✁❶❪ ✂❙� ➃♠➉ ❝♠ ✁⑦ ♣✁➌❻❷ ➎❻⑦�➌➁❻ ⑤✇ ➋ ❆ ❀⑤ ✁❻⑨☛❻ ✁⑦ ✬❻➈❃❻ ✁❻⑨ ✍ ❷❶ ✁❻❱➁❻ ⑤❙ ❆ ❾➆ ✂❙� ✍❇ ✁❻⑨ ➀✂⑧❻➁❻ ⑤✇ ➋❾❻❙❶ ✎✍❇✌ ✁❻⑨ ❷ ③❻✌➁ ✁❶➁❻ ⑤✇ ➋ ✭❾❻❿➀➁ ✼✁✶✂ ✭✐✐✮✮❆
✍✎✏✑ ✪ ❾❻❷➍⑨ ❀⑤❻➋ ✬❻➈❃❻✫✁❻⑨☛❻✫✬❻➈❃❻ ✁❻ ✑❷❀❻⑨� ➀✁❀❻ ⑤❙ ❃⑤❻➋ ✁❻⑨☛❻ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ➄⑨◗ ➆⑦➌ ✂⑨� ➀✓■❻➁ ⑤❙ ❆
✓❱✎✏✑ ✪ ⑤❻➋ ❆ ⑤✂ ❜➊ ❷ ③➀➁➆�✴ ✁❻⑨ ❉❀❻ ➍❻✂ ♥⑨ �� ⑨ ❭
✍✎✏✑ ✪ ❀⑤ ❙❆❙ ❷ ③➀➁➆�✴ ⑤❙❪ ❉❀❻ ❾❻❷ ➊✂❃ �♣ ⑤❙ � ❭
✓❱✎✏✑ ✪ ⑤❻➋ ❆ ❾➄❺❀ ❆
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SAS ❧♦✁✂✄❧☎✆✁ ✏③✓✆✗❛✴

❀➀♥ ♣✁ ➊➈✂⑨⑧➍ ➄⑨◗ ❾ �➁� ❩➁❪ ♣✁ ➀✄❻✬❻➈❃ ✁⑦ ♥❻⑨ ✬❻➈❃❻♣➋ ❾❻❙❶ ✑➍➄⑨◗ ❾ �➁� ❩➁ ✁❻⑨☛ ❻ ♥✇➊❶⑨
➀✄❻✬❻➈❃ ✁⑦ ➊ ��➁ ♥❻⑨ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ❾❻❙❶ ✑➍➄⑨◗ ❾ �➁�❩➁ ✁❻⑨☛❻ ➄⑨◗ ➆❶❻➆❶ ⑤❻⑨ �❪ ➁❻⑨ ❀⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻ ➧�➊✂
⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ � ❆

♠♥❦❣❥✳❦ 4 ♥❻⑨ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ➄➈◗✫ ✬❻❻�❻⑨ � ✁⑦ ➀➍❊➍ ✂❻❷ ♥⑦ �❜❩ ⑤❙ ❆ ❙❆❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷③➀➁➆�✴
✁❻ ✑❷❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗ ❃❻➋➌ ✁⑦➀❃♣ ➀✁ ♥❻⑨➍❻⑨ � ➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❾■❻➄❻ ➍⑤⑦� ❭ ❀➀♥
➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ➁❻⑨ ✑❯⑤⑨ � ➊❻ �➄⑨◗➀➁✁ ✿❷ ✂⑨ � ➀⑧➀➎❻♣ ❆

✥✥✥✥✥ABC ✥✥✥✥✥DEF

✜�✮ ❆✁ ✂ ✼ ❝♠✢ ✁❈ ✂ ✺ ❝♠✢✁✁ ✂ ✺✵➦ ❉❊ ✂ ✺ ❝♠✢ ❊❋ ✂ ✼ ❝♠✢✁❊ ✂ ✺✵➦

✜❜✮ ❆✁ ✂ ✹✳✺ ❝♠✢❆❈ ✂ ✹ ❝♠✢✁❆✂ ✻✵➦ ❉❊✂ ✹ ❝♠✢ ❋❉ ✂ ✹✳✺ ❝♠✢✁❉ ✂ ✺✺➦

✜❝✮ ✁❈ ✂ ✻ ❝♠✢❆❈ ✂ ✹ ❝♠✢✁✁ ✂ ✸✺➦ ❉❋ ✂ ✹ ❝♠✢ ❊❋ ✂ ✻ ❝♠✢✁❊✂ ✸✺➦

✭❀⑤ ⑤✂⑨❺❻❻ ➆⑤➈➁ ✑❷❀❻⑨�⑦ ⑤❻⑨�❻ ➀✁ ❷⑤⑧⑨ ♣✁ ➎❻❻✁❻ ✭✁P➌⑦✮ ❾❻❿➀➁ ✁❻⑨ ➆➍❻✁❶ ✑➍✁⑦
✂❻❷❻⑨ � ✁❻⑨ ❾ �➀✁➁ ✁❶ ➀♥❀❻ ❃❻♣ ❾❻❙❶ ✑➊➄⑨◗ ➆❻♥ ❷③❺➍ ✁❻⑨ ♥⑨➎❻❻ ❃❻♣✮❆
❣②

✜�✮ ❀⑤❻➋❪ ❆✁ ✂ ❊❋ ✜ ✂ ✼ ❝♠✮✢ ✁❈ ✂ ❉❊ ✜ ✂ ✺ ❝♠✮ ❾❻❙❶
❾ �➁� ❩➁✁✁ ✂ ❾ �➁�❩➁ ✁❊ ✜ ✂ ✺✵➦✮✳

❜➊ ❷ ③✁❻❶ ✢ ❆✦ ❋ ✁ ✦ ❊ ❾❻❙❶ ❈ ✦ ❉✳

❾➁❏✢ ✧❆✁❈ ✽ ✧❋❊❉ ✜❙❆❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷③➀➁➆�✴ ➄⑨◗ ❾ �➁�❩➁✮
✜❾❻❿➀➁ ✼✳✼✵✮

✜❜✮ ❀⑤❻➋✢ ❆✁ ✂ ❋❉ ❾❻❙❶ ❆❈ ✂ ❉❊ ⑤❙ ✜❾❻❿➀➁ ✼✳✼✙✮❆
❷❶ �➁➈ ❾ �➁�❩➁ ✁❆ ✩ ❾ �➁�❩➁ ✁✛✁ ❾➁❏ ⑤✂ ➍⑤⑦ � ✁⑤ ➊✁➁⑨ ⑤❙ � ➀✁
➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❆

✭❝✮ ❀⑤❻➋✱ ❇❈ ❂ ✚✙✱ ✏❈ ❂ ✛✙ ❾❻❙❶ ✁❇ ❂✁✚✄
❷❶ �➁➈ ✁❇ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ �✏❈ ❾❻❙❶ ❇❈ ✁❻ ❾ �➁� ❩➁ ✁❻⑨☛❻ ➍⑤⑦� ⑤❙ ❆
❜➊⑦ ❷ ③✁❻❶✱ ✁✚ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ✚✙ ❾❻❙❶ ✛✙ ✁❻ ❾ �➁�❩➁ ✁❻⑨☛❻ ➍⑤⑦� ⑤❙ ❆
❾➁❏ ❀⑤❻➋ ❷❶ ❙✏❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷ ③➀➁➆ �✴ ✁❻ ✑❷❀❻⑨� ➍⑤⑦� ✁❶ ➊✁➁⑨
❣❙✚ ✒✓❙❥ ❣✪ ✥❣ ✕✉✧✘✧✓❩ ✉❣✬✚ ✕✉✘✓✜ ✗✘✖✙ ❣❙✚ ✕✘ ✶✓✙✉✓✙✚ ✕❂✓❍✓qt
✗✢✓✺✻✗✪ ❣❙✚ ✒❋✓✢✓ ✉❣✬✚ ✛
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✰
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①❢✳❦r✶✺✻✶✺✻✶✺✻✶✺✻✶✺✻

♠♥❦❣❥✳❦ 5 ❾❻❿➀➁ ✼✳✼✸ ✂⑨ �✢ ❆✁ ✂❆❈ ⑤❙ ❾❻❙❶ ❆❉✢✁✁❆❈

✁❻ ➊✂➀☛✬❻❻❃✁ ⑤❙ ❆
✜✐✮ ➀✄❻✬❻➈❃ ❆❉✁ ❾❻❙❶ ❆❉❈ ✂⑨ � ➆❶❻➆❶ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗ ➁⑦➍ ❀➈❳✂ ➆➁❻❜♣ ❆
✜✐✐✮ ❉❀❻ ✜❆❉✁ ✢ ✜❆❉❈ ❄ ✁❻❶☛❻ ♥⑦➀❃♣ ❆
✜✐✐✐✮ ❉❀❻ ✁✁ ✂ ✁❈ ❄ ✁❻❶☛❻ ♥⑦➀❃♣ ❆
❣②
✜✐✮ ➆❶❻➆❶ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗ ➁⑦➍ ❀➈❳✂ ➀➍❊➍ ⑤❙ � ❏

❆✁ ✂ ❆❈ ✭➀♥❀❻ �❀❻ ⑤❙✮
✁✁❆❉ ✂✁❈❆❉ ✭❆❉✢✁✁❆❈✁❻⑨ ➊✂➀☛✬❻❻➀❃➁ ✁❶➁❻ ⑤❙✮❾❻❙❶ ❆❉✂❆❉ ✤✩❍✓✥✕✉✧❇★

✜✐✐✮ ❣✓→✢ ✜❆❉✁ ✢ ✜❆❉❈ ✜❙❆❙ ✗✢✓✺✻✗✪✖✓ ✐ ③✕✖❝✚✣ ✢✙◗ ✒✚✖✻❩✖★
✜✐✐✐✮ ✁✁ ✂ ✁❈ ✤✗✢✓✺✻✗✪ ✕❂✓❍✓qt✓✙✚ ✢✙◗ ✗✚✻✖ ❍✓✓✻★

1. ✆❉❊❋ ✁⑦ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ❉❊ ❾❻❙❶ �❋ ✁❻ ❾ �➁�❩➁ ✁❻⑨☛❻ ✁❻❙➍✫➊❻ ⑤❙ ❭
2. ❙❆❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷ ③➀➁➆�✴ ✁❻ ✑❷❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗ ❾❻❷ ✆✘◗❘ ☎ ✆❋❊❉ ✓■❻❻➀❷➁ ✁❶➍❻ ➌❻⑤➁⑨

⑤❙ � ❆ ❀⑤ ➀♥❀❻ �❀❻ ⑤❙ ➀✁ ✘◗ ✂ ❋❊ ❾❻❙❶ ❘✘ ✂ ❉❋ ⑤❙ ❆ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ✁❻⑨ ✓■❻❻➀❷➁ ✁❶➍⑨
➄⑨◗ ➀⑧♣ ❾❯❀ ➀✁➊ ➁■❀ ❀❻ ➊✇➌➍❻ ✁⑦ ❾❻➄❺❀✁➁❻ ⑤❻⑨�⑦ ❭

3. ❾❻❿➀➁ ✼✯✷✹ ✂⑨ �✢ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ❀➈❳✂❻⑨ � ✂⑨ � ➄➈◗✫ ✬❻❻�❻⑨ � ✁⑦ ✂❻❷ ❾�➀✁➁ ✁⑦ �❜❩ ⑤❙ ❆ ❙❆❙
➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷ ③➀➁➆�✴ ✁❻ ✑❷❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗❪ ❜➍✂⑨ � ➄⑨ ❀➈❳✂ ✫❻➋➀❱♣ ❃❻⑨ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❆ ➊➄❻➧�➊✂
➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ✁⑦ ➀✓■❻➀➁ ✂⑨ � ✑❯⑤⑨ � ➊❻ �➄⑨◗➀➁✁ ✿❷ ✂⑨ � ✬❻⑦ ➀⑧➀➎❻♣ ❆

4. ❾❻❿➀➁ ✼✯✷✬ ✂⑨ �✢ ❆❇ ❾❻❙❶ ❈✁ ♣✁ ♥✇➊❶⑨ ✁❻⑨ ❖ ❷❶
➊✂➀☛✬❻❻➀❃➁ ✁❶➁⑨ ⑤❙ �❆
✜✐✮ ♥❻⑨➍❻⑨ � ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ❆❖❈ ❾❻❙❶ ✁❖❉ ✂⑨ � ➆❶❻➆❶ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗

➁⑦➍ ❀➈❳✂❻⑨ � ✁❻⑨ ➆➁❻❜♣ ❆

☞❊❋●■ 7.23

✥

✦ ✧
★

❜❯✴✵ ✶ ✷✸✹✺✻

☞❊❋●■ 7.24

☞❊❋●■ 7.25

✜✐✐✮

✜✐✮

✜✐✐✐✮

✜✐✈✮



❢❂❦❍❦ qt❦ s❛ ❞❤ ❧♦❦ ➧①❧❡r❦ ✶✺✼✶✺✼✶✺✼✶✺✼✶✺✼

✜✐✐✮ ➀➍❊➍ ✁■❻➍❻⑨ � ✂⑨ � ➊⑨ ✁❻❙➍✫➊⑨ ✁■❻➍ ➊❘❀ ⑤❙ � ❭
✜�✮ ✆❆❖❈ ☎ ✆❉❖✁

✜❜✮ ✆❆❖❈ ☎ ✆✁❖❉

ASA ❬✁ s②

❉❀❻ ❾❻❷ ❾✌❷✇ ➄⑨◗ ➀✄❻✬❻➈❃ ✁❻⑨ ➆➍❻ ➊✁➁⑨ ⑤❙ �❪ ❀➀♥ ❾❻❷ ❃❻➍➁⑨ ⑤❙ � ❏
✜✐✮ ❜➊➄⑨◗ ➄⑨◗➄⑧ ♣✁ ✁❻⑨☛❻ ✁❻⑨ ❭ ✜✐✐✮ ❜➊➄⑨◗ ➄⑨◗➄⑧ ♥❻⑨ ✁❻⑨☛❻❻⑨ � ✁❻⑨ ❭
✜✐✐✐✮ ♥❻⑨ ✁❻⑨☛❻❻⑨ � ❾❻❙❶ ✁❻⑨❜❩ ♣✁ ✬❻➈❃❻ ✁❻⑨ ❭
✜✐✈✮ ♥❻⑨ ✁❻⑨☛❻ ❾❻⑨❶ ✑➍➄⑨◗ ➆⑦➌ ✁⑦ ✬❻➈❃❻ ✁❻⑨ ❭
✑❷❶❻⑨❉➁ ❷ ③❺➍❻⑨ � ➄⑨◗ ⑤⑧ ➀➍✁❻⑧➍⑨ ➄⑨◗ ❷③❀❻➊ ⑤✂⑨ � ➀➍❊➍ ❷ ③➀➁➆ �✴ ➊⑨ ❾➄�➁ ✁❶❻➁⑨ ⑤❙ � ❆
ASA ❧♦✁✂✄❧☎✆✁ ✏ ③✓✆✗❛✴ ✪

❀➀♥ ♣✁ ➊➈✂⑨⑧➍ ✂⑨ �❪ ♣✁ ➀✄❻✬❻➈❃ ➄⑨◗ ♥❻⑨ ✁❻⑨☛❻ ❾❻❙❶ ✑➍➄⑨◗ ❾ �➁� ❩➁ ✬❻➈❃❻❪ ➀✁➊⑦ ♥✇➊❶⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ➄⑨◗
♥❻⑨ ➊��➁ ✁❻⑨☛❻❻⑨ � ❾❻❙❶ ❾ �➁� ❩➁ ✬❻➈❃❻ ➄⑨◗ ➆❶❻➆❶ ⑤❻⑨❪ ➁❻⑨ ➄⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ � ❆

♠♥❦❣❥✳❦ 6 ❆❙❆ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷③➀➁➆�✴ ✁❻ ✑❷❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗ ✆❆✁❈ ☎ ✆◗❘✘ ✓■❻❻➀❷➁ ✁❶➍❻
⑤❙ ❀➀♥ ❀⑤ ➀♥❀❻ �❀❻ ⑤❙ ➀✁ ✁❈ ✂ ❘✘ ❆ ❜➊ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ✁❻⑨ ✓■❻❻➀❷➁ ✁❶➍⑨ ➄⑨◗
➀⑧♣ ❾❯❀ ➀✁➍ ➁■❀❻⑨ � ✁⑦ ❾❻➄❺❀✁➁❻ ⑤❙ ❭

❣② ❆❙❆ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷ ③➀➁➆�✴ ➄⑨◗ ➀⑧♣ ⑤✂⑨ � ♥❻⑨ ➀♥♣ ✁❻⑨☛❻❻⑨ � ➄⑨◗ ➊❻■❻ ❾ �➁�❩➁ ✬❻➈❃❻❾❻⑨ � ✁❈
❾❻❙❶ ❘✘ ✁⑦ ❾❻➄❺❀✁➁❻ ⑤❙ ❆ ❾➁❏ ❾❯❀ ❾❻➄❺❀✁ ➁■❀ ➀➍❊➍ ⑤❙ � ❏

✙✁ ✂ ✙❘

❾❻❙❶ ✙❈ ✂ ✙✘

♠♥❦❣❥✳❦ 7 ❾❻❿➀➁ ✼✯✷✁ ✂⑨ �❪ ❉❀❻ ❾❻❷ ❆❙❆ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷③➀➁➆�✴ ✁❻
✩✐✥✓✙✻ ✘❥✢✙◗ ✥❣ ✕✉✧✘✧✓❩ ✕✉✘✓✜ ✗✘✖✙ ❣❙✚ ✕✘ ✆❆❖❈ ☎ ✆✁❖❉ ❣❙ ❭

❣② ✶✓✙ ✕❂✓❍✓qt✓✙✚❆❖❈ ✒✓❙❥ ✁❖❉ ✪✙✚✵✙❈ ✂ ✙❉ ✜✐ ③❘✥✙✘ ✼✵➦✮

✒✓❙❥ ✙❆❖❈ ✂ ✙✁❖❉ ✂ ✸✵➦ ✜✬✓✬✧✓✓❩✕❍✓✪q❬✓ ✘✓✙✳✓✮
✒✖✪ ✙❆✂ ✙✶✵➦ ➊✜✼✵➦ ✰ ✸✵➦✮ ✂ ✶✵➦

✜✕❂✓❍✓qt ✢✙◗ ✘✓✙✳✓✓✙✚ ✘✓ ✥✓✙✻ ✻q✳✓✣✪❩ ✘✓ ✐ ③✥✓✙✻✮
❜✗✬ ✐ ③✘✓❥ ✙✁ ✂ ✙✶✵➦ ➊✜✼✵➦ ✰ ✸✵➦✮ ✂ ✶✵➦

✒✖✪ ❣✪✓❥✙ ✐✓✗✵ ✙❆✂ ✙✁✢ ❆❈ ✂ ✁❉ ✒✓❙❥ ✙❈ ✂ ✙❉ ❣❙ ✛

✒❝✵✙❆ ✒✓❙❥ ✙❈ ✢✙◗ ✒✚✖✻❩✖ ❍✓qt✓ ❆❈ ✖❋✓✓✙✁ ✒✓❙❥ ✙❉ ✢✙◗ ✒✚✖✻❩✖ ❍✓qt✓ ✁❉ ❣❙ ✛

✒✖✪ ❆❙❆ ✗✢✓✺✻✗✪✖✓ ✐ ③✕✖❝✚✣ ✗✙✵ ✆❆❖❈ ☎ ✆✁❖❉✳

✓❱✎✏✳✁❤

✥✕✶ ✱✘ ✕❂✓❍✓qt ✢✙◗ ✶✓✙ ✘✓✙✳✓ ✕✶✱ ❣q✱ ❣✓✙✚ ✖✓✙ ✒✓✐ ✕❂✓❍✓qt ✢✙◗ ✖✬✗❥✙ ✘✓✙✳✓ ✘✓✙ ❣✪✙✬✓✓ ❑✓✖ ✘❥ ✗✘✖✙

❣❙✚ ✛ ✒✖✪ t❝ ✱✘ ✕❂✓❍✓qt ✢✙◗ ✶✓✙ ✘✓✙✳✓ ✒✓❙❥ ✱✘ ❍✓qt✓ ✕✘✗✬ ✶✯✗❥✙ ✕❂✓❍✓qt ✢✙◗ ✶✓✙ ✗✚✻✖ ✘✓✙✳✓✓✙ ✚ ✒✓❙❥

✱✘ ❍✓qt✓ ✢✙◗ ❝❥✓❝❥ ❣✓✙✵ ✖❝ ✒✓✐ ❜✗✙ ❫✶✓✙ ✘✓✙✳✓✓✙✚ ✒✓❙❥ ✒✚✖✻❩✖ ❍✓qt✓✯ ✢✓✜✬ ✗✢✓✺✻✗✪✖✓ ✪✙✚
✿✐✓✚✖✕❥✖ ✘❥ ✗✘✖✙ ❣❙✚ ✒✓❙❥ ✖❝ ✗✢✓✺✻✗✪✖✓ ✐ ③✕✖❝✚✣ ✘✓ ✩✐✥✓✙✻ ✘❥ ✗✘✖✙ ❣❙✚ ✛

✍✁Ñ✓✆ 7.26



①❢✳❦r✶✺✽✶✺✽✶✺✽✶✺✽✶✺✽

1. ✆▼◆✘ ✂⑨ � ✁❻⑨☛❻❻⑨ �❪ ▼ ➁■❻❻ ◆ ➄⑨◗ ❾ �➁�❩➁ ✬❻➈❃❻ ❉❀❻ ⑤❙ ❭
2. ❆❙❆ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷ ③➀➁➆ �✴ ✁❻ ✑❷❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗ ❾❻❷ ✆❉❊❋ ☎ ✆▼◆✘ ✓■❻❻➀❷➁ ✁❶➍❻ ➌❻⑤➁⑨

⑤❙ �❆ ❾❻❷✁❻⑨ ➀♥❀❻ �❀❻ ⑤❙ ➀✁ ✙❉ ✂ ✙▼ ❾❻❙❶ ✙❋ ✂ ✙✘❆ ❜➊ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ✁❻⑨ ✓■❻❻➀❷➁
✁❶➍⑨ ➄⑨◗ ➀⑧♣ ❾❻❙❶ ✁❻❙➍✫➊⑨ ➁■❀ ✁⑦ ❾❻➄❺❀✁➁❻ ⑤❙ ❭ ✭➎❻❻✁❻ ❾❻❿➀➁ ➆➍❻✁❶ ✁❻⑨➀❺❻❺❻
✁⑦➀❃♣✮❆

3. ❾❻❿➀➁ ✼✳✼✼ ✂⑨ �❪ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ➄➈◗✫ ✬❻❻�❻⑨ � ✁⑦ ✂❻❷ ❾ �➀✁➁ ✁⑦ �❜❩ ⑤❙ ❆ ❆❙❆ ➊➄❻➧�➊✂➁❻
❷ ③➀➁➆ �✴ ✁❻ ✑❷❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗ ➆➁❻❜♣ ✁❻❙➍✫➊⑨ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ❀➈❳✂ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❆ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ✁⑦
➀✓■❻➀➁ ✂⑨ �❪ ✑Ù❻❶ ✁❻⑨ ➊❻ �➄⑨◗➀➁✁ ✿❷ ✂⑨ � ➀⑧➀➎❻♣ ❆

4. ♥❻⑨ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ➄➈◗✫ ✬❻❻�❻⑨ � ✁⑦ ➀➍❊➍ ✂❻❷ ♥⑦ �❜❩ ⑤❙ ❆ ❆❙❆➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷③➀➁➆�✴ ✁❻ ✑❷❀❻⑨�
✁❶➄⑨◗ ❃❻➋➀➌♣ ➀✁ ❉❀❻ ❀⑨ ♥❻⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❀❻ ➍⑤⑦� ❆ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ✁⑦ ➀✓■❻➀➁ ✂⑨ � ✑Ù❻❶
✁❻⑨ ➊❻ �➄⑨◗➀➁✁ ✿❷ ✂⑨ � ✬❻⑦ ➀⑧➀➎❻♣ ❆

✥✥✥✥✥DEF ✥✥✥✥✥PQR

✜✐✮ ✁❉✂✻✵➸ ✢ ✁❋✂ ✶✵➸ ✢❉❋✂✺ ❝♠ ✁◗✂✻✵➸ ✢ ✁❘✂ ✶✵➸ ✢ ◗❘ ✂ ✺ ❝♠

✜✐✐✮ ✁❉✂✻✵➸ ✢ ✁❋✂ ✶✵➸ ✢❉❋✂ ✻❝♠ ✁◗✂✻✵➸ ✢ ✁❘✂ ✶✵➸ ✢ ◗✘✂ ✻ ❝♠

✜✐✐✐✮ ✁❊✂✶✵➸ ✢ ✁❋✂✸✵➸ ✢ ❊❋✂✺ ❝♠ ✁✘ ✂ ✶✵➸ ✢ ✘◗ ✂✺ ❝♠✢✁❘✂✸✵➸

5. ❾❻❿➀➁ ✼✳✼✶ ✂⑨ �❪ ➀✁❶☛❻❆❆✢✁❉❆✁ ➁■❻❻✁❉❈✁

✁❻⑨ ➊✂➀☛✬❻❻➀❃➁ ✁❶➁⑦ ⑤❙ ❆
✜✐✮ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ✁❆❈ ❾❻❙❶ ❉❆❈ ✂⑨ � ➆❶❻➆❶ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗

➁⑦➍ ❀➈❳✂ ➆➁❻❜♣ ❆

✜✐✐✮ ❉❀❻ ✜✁❆❈ ✢ ✜❉❆❈ ⑤❙ � ❭ ✁❻❶☛❻ ♥⑦➀❃♣ ❆

✜✐✐✐✮ ❉❀❻ ❆✁ ✂ ❆❉ ⑤❙ ❭ ❾❷➍⑨ ✑Ù❻❶ ✁❻ ✑➀➌➁
✁❻❶☛❻ ♥⑦➀❃♣ ❆

✜✐✈✮ ❉❀❻ ❈❉ ✂ ❈✁ ⑤❙ ❭ ✁❻❶☛❻ ♥⑦➀❃♣ ❆

❜❯✴✵ ✶ ✷✸✹✺✻

☞❊❋●■ 7.28

☞❊❋●■ 7.27

✜✐✮ ✜✐✐✮

✜✐✐✐✮

✥✦

✧ ★

✩�✁

✬✂✁ ✬✂✁
✩�✁

✜✐✈✮



❢❂❦❍❦ qt❦ s❛ ❞❤ ❧♦❦ ➧①❧❡r❦ ✶✺✾✶✺✾✶✺✾✶✺✾✶✺✾

7.7 ☛✎❞✟s✳✟ ✠❂✟❍✟qt✟s❛ ✎s❛ ☛☞✟✌✍☛✎✞✟

✶✓✙ ✗✪✘✓✙✳✓ ✕❂✓❍✓qt✓✙✚ ✘✬ ✕▲❋✓✕✖ ✪✙✚ ✗✢✓✺✻✗✪✖✓ ✘✓✙ ✥❋✓✓✥✓✙❳✥ ✕✢✬✓✙✧✓ è✥✓✉ ✶✙✉✓ ❣✓✙✖✓ ❣❙ ✛ ✱✙✗✙ ✕❂✓❍✓qt✓✙✚
✪✙✚✵ ✶✓✙ ✗✪✘✓✙✳✓ ✐❣✜✙ ❣✬ ❝❥✓❝❥ ❣✓✙✖✙ ❣❙✚ ✛ ✒✖✪ ✗✢✓✺✻✗✪✖✓ ✐③✕✖❝✚✣ ✒✓✗✓✉ ❣✓✙ t✓✖✓ ❣❙ ✛

✧✥✓ ✒✓✐ ✱✘ ✆❆✁❈ ❝✉✓ ✗✘✖✙ ❣❙✚ ✕t✗✪✙✚✦✁ ✂ ✾✵✧ ❣✓✙ ✤✒✓✔✕✖ ✼✱✷✾ ✪✙✚ ✕✶❬✓✓✥✓ ✻✥✓★ ✥✕✶ ✪
✜✐✮ ✢✙◗✢✜ ❍✓qt✓ ✁❈ ❑✓✖ ❣✓✙ ❭ ✜✐✐✮ ✢✙◗✢✜ ✦❈ ✘✓ ✐✖✓ ❣✓✙ ❭

✜✐✐✐✮ ✦❆ ✒✓❙❥ ✦❈ ✘✬ t✓✉✘✓❥✬ ❣✓✙ ❭ ✜✐✈✮ ❍✓qt✓ ❆✁ ✒✓❙❥ ✁❈ ✘✬ t✓✉✘✓❥✬ ❣✓✙ ❭

✜✈✮ ✘✳✓❩ ❆❈ ✒✓❙❥❆✁ ✥✓ ✁❈ ✪✙✚ ✗✙ ✱✘ ❍✓qt✓ ✘✬ t✓✉✘✓❥✬ ❣✓✙ ❭
❜✉✘✬ ❬✓✓✘✓ ✒✓✔✕✖✥✓✚ → ❝✉✓✉✙ ✘✓ ✐ ③✥✓✗ ✘✬✕t✱ ✛ ✒✓✐ ✶✙❬✓✙ ✚✻✙ ✕✘ ✜✐✈✮ ✒✓❙❥ ✜✈✮ ✕❂✓❍✓qt ❝✉✓✉✙

✪✙✚ ✒✓✐✘✬ ✗❣✓✥✖✓ ✘❥✖✙ ❣❙✚ ✛ ✐❥✚✖q ✕▲❋✓✕✖ ✜✐✈✮ ✗✓✣✓❥✳✓✖✥✓ ❙✲❙ ✐③✕✖❝✚✣ ❣✬ ❣❙ ✛ ✕▲❋✓✕✖ ✜✈✮ ✢q◗◆
✉✥✬ ❣❙ ✛ ✥❣ ✕✉❊✉ ✐ ③✕✖❝✚✣ ✘✬ ✒✓✙❥ ✒✻③✗❥ ✘❥✖✓ ❣❙ ✛

RHS ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷③➀➁➆�✴
❀➀♥ ♣✁ ➊➈✂⑨⑧➍ ➄⑨◗ ❾�➁�❩➁❪ ➀✁➊⑦ ➊✂✁❻⑨☛❻ ➀✄❻✬❻➈❃ ✁❻ ✁☛❻❩ ❾❻❙❶ ♣✁ ✬❻➈❃❻ Ø✂❺❻❏ ➀✁➊⑦
♥✇➊❶⑨ ➊✂✁❻⑨☛❻ ➀✄❻✬❻➈❃ ➄⑨◗ ✁☛❻❩ ❾❻❙❶ ♣✁ ✬❻➈❃❻ ➄⑨◗ ➆❶❻➆❶ ⑤❻⑨❪ ➁❻⑨ ➄⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❻⑨➁⑨ ⑤❙ � ❆

⑤✂ ❜➊⑨ � ❘❍❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❉❀❻⑨ � ✁⑤➁⑨ ⑤❙ � ❭ ❜➊➄⑨◗ ➆❻❶⑨ ✂⑨ � ➊❻⑨➀➌♣ ❆
♠♥❦❣❥✳❦ 8 ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ❀➈❳✂❻⑨ � ➄⑨◗ ➄➈◗✫ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗ ➀➍❊➍ ✂❻❷ ➀♥♣ �♣ ⑤❙ � ❆ ❘❍❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻

❷③➀➁➆�✴ ✁❻ ❷ ③❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗ ➆➁❻❜♣ ➀✁ ❉❀❻ ❀⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ❀➈❳✂ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ � ❀❻ ➍⑤⑦ � ❆
➊➄❻➧�➊✂ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ✁⑦ ➀✓■❻➀➁ ✂⑨ �❪ ✑Ù❻❶ ✁❻⑨ ➊❻ �➄⑨◗➀➁✁ ✿❷ ✂⑨ � ✬❻⑦ ➀⑧➀➎❻♣ ❏
✥✥✥✥✥ABC ✥✥✥✥✥PQR

✜✐✮ ✁✁ ✂ ✾✵➦✢❆❈ ✂ ✶ ❝♠✢❆✁ ✂ ✸ ❝♠ ✁✘ ✂ ✾✵➦✢ ✘❘ ✂ ✸ ❝♠✢ ◗❘ ✂ ✶ ❝♠

✜✐✐✮ ✁❆✂ ✾✵➦✢❆❈ ✂ ✺ ❝♠✢ ✁❈ ✂ ✾ ❝♠ ✁◗ ✂ ✾✵➦✢ ✘❘ ✂ ✶ ❝♠✢ ✘◗ ✂ ✺ ❝♠

❣②
✜✐✮ ❀⑤❻➋✢ ✁✁ ✂✁✘ ✂ ✾✵➦✢

✁☛❻❩❆❈ ✂ ✁☛❻❩ ❘◗ ✜✂ ✶ ❝♠✮ ❾❻❙❶
✬❻➈❃❻❆✁ ✂ ✬❻➈❃❻ ❘✘ ✜ ✂ ✸ ❝♠✮

❾➁❏ ✜❆✁❈ ✢ ✜❘✘◗ ✜❘❍❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷ ③➀➁➆ �✴ ➄⑨◗ ❾ �➁� ❩➁✮✳ ❬❾❻❿➀➁ ✼✳✸✵✜✐✮✼

✜✐✮ ✜✐✐✮

☞❊❋●■  7.29

☞❊❋●■ 7.30
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✜✐✐✮ ❀⑤❻➋✢✁❆ ✂✁◗✜✂ ✾✵ë✮ ❾❻❙❶
✬❻➈❃❻ ❆❈ ✂ ✬❻➈❃❻ ✘◗ ✜ ✂ ✺ ❝♠✮

⑧⑨➀✁➍ ✁☛❻❩ ✁❈ ✦ ✁☛❻❩ ✘❘ ❬❾❻❿➀➁ ✼✳✸✵ ✜✐✐✮✼
❾➁❏ ➀✄❻✬❻➈❃ ➊➄❻➧�➊✂ ➍⑤⑦� ⑤❙ � ❆

♠♥❦❣❥✳❦ 9 ❾❻❿➀➁ ✼✳✸✙✂⑨ �❪ ❉❆ ✥❆✁✢❈✁ ✥❆✁ ❾❻❙❶
❆❈ ✂ ✁❉ ⑤❙ ❆

✜�✮ ✜❆✁❈ ❾❻❙❶ ✜❉❆✁ ✂⑨ � ➆❶❻➆❶ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗ ➁⑦➍ ❀➈❳✂
➆➁❻❜♣ ❆

✜❜✮ ➀➍❊➍ ✂⑨ � ✁❻❙➍✫➊❻ ✁■❻➍ ➊❘❀ ⑤❙❭
✜✐✮ ✜❆✁❈ ✢ ✜✁❆❉ ✜✐✐✮ ✜❆✁❈ ✢ ✜❆✁❉

❣② ➆❶❻➆❶ ✬❻❻�❻⑨ � ➄⑨◗ ➁⑦➍ ❀➈❳✂ ❀⑨ ⑤❙ � ❏
★❆✁❈✂ ★✁❆❉ ✜✂ ✾✵ë✮

❆❈ ✂ ✁❉ ✭➀♥❀❻ �❀❻ ⑤❙✮
❆✁✂ ✁❆ ✤✩❍✓✥✕✉✧❇ ❍✓qt✓★

✒✖✪ ✜❆✁❈ ✢ ✜✁❆❉ ✜❘❍❙ ✗✢✓✺✻✗✪✖✓ ✐③✕✖❝✚✣ ✗✙✮

❜✗✕✜✱ ✘❋✓✉ ✜✐✮ ✗❘✥ ❣❙ ✛

✘❋✓✉ ✜✐✐✮ ✗❘✥ ✉❣✬✚ ❣❙ ✧✥✓✙✚✕✘ ✬✓✬✧✓✓✙✺ ✪✙✚ ✗q✪✙✜✉ ✗❣✬ ✉❣✬✚ ❣❙ ✛

1. ❾❻❿➀➁ ✼✯✼✷ ✂⑨ �❪ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ➄⑨◗ ➄➈◗✫ ✬❻❻�❻⑨ � ✁⑦ ✂❻❷ ♥⑦ �❜❩ ⑤❙ ❆ ❘❍❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷ ③➀➁➆�✴ ✁❻
✑❷❀❻⑨� ✁❶➄⑨◗ ➆➁❻❜♣ ➀✁ ✁❻❙➍✫✁❻❙➍ ➊⑨ ➀✄❻✬❻➈❃ ❀➈❳✂ ➊➄❻➧�➊✂ ⑤❙ �❆ ➊➄❻➧�➊✂ ➀✄❻✬❻➈❃❻⑨ � ✁⑦
➀✓■❻➀➁ ✂⑨ �❪ ✑❯⑤⑨ � ➊❻ �➄⑨◗➀➁✁ ✿❷ ✂⑨ � ➀⑧➀➎❻♣ ❏

Fig 7.31

❜❯✴✵ ✶ ✷✸✹✺✻

✜✐✐✮✜✐✮

☞❊❋●■ 7.32
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2. ❘❍❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷ ③➀➁➆�✴ ➊⑨ ✆❆✁❈ ☎ ✆❘✘◗ ✓■❻❻➀❷➁ ✁❶➍❻ ⑤❙ ❆
❀➀♥ ❀⑤ ➀♥❀❻ �❀❻ ⑤❻⑨ ➀✁★✁ ✂★✘ ✂ ✾✵ë ❾❻❙❶ ❆✁ ✂ ❘✘ ⑤❙ ➁❻⑨
❾❯❀ ➀✁➊ ❾❻❙❶ ➊✇➌➍❻ ✁⑦ ❾❻➄❺❀✁➁❻ ⑤❙ ❭

3. ❾❻❿➀➁ ✼✳✸✸ ✂⑨ �❪ ✁❉ ❾❻❙❶ ❈❊✢ ✆❆✁❈ ✢✙◗ ✬✓✬✧✓❩ ✜✚❝ ❣❙✚ ✒✓❙❥
✁❉ ✂❈❊✳

✜✐✮ ✆❈✁❉ ✒✓❙❥ ✆✁❈❊ ✪✙✚✵ ❝❥✓❝❥ ❍✓✓✻✓✙✚ ✢✙◗ ✖✬✉ ✥q❳✪ ❝✖✓❜✱ ✛

✜✐✐✮ ✧✥✓ ✥❈✁❉ ✝ ✥✁❈❊ ❣❙ ❭ ✧✥✓✙✚ ✒❋✓✢✓ ✧✥✓✙✚ ✉❣✬✚ ❭

✜✐✐✐✮ ✧✥✓ ✞❉❈✁ ✂ ✞❊✁❈ ❣❙ ❭ ✧✥✓✚✙ ✥✓ ✧✥✓✙✚ ✉❣✬✚ ❭

4. ❆✁❈ ♣✁ ➊✂➀☛➆❻⑤➈ ➀✄❻✬❻➈❃ ⑤❙ ➀❃➊✂⑨ �❆✁ ✂ ❆❈ ❾❻❙❶ ❆❉ ❜➊✁❻
✱✘ ✬✓✬✧✓❩✜✚❝ ❣❙ ✜✒✓✔✕✖ ✼✳✸✹✮✛

✜✐✮ ✆❆❉✁ ✒✓❙❥ ✆❆❉❈ ✪✙✚✵ ❝❥✓❝❥ ❍✓✓✻✓✙ ✚ ✢✙◗ ✖✬✉ ✥q❳✪ ❝✖✓❜✱ ✛

✜✐✐✮ ✧✥✓ ✆❆❉✁ ☎ ✆❆❉❈ ❣❙ ❭ ✧✥✓✙✚ ✒❋✓✢✓ ✧✥✓✙✚ ✉❣✬✚ ❭

✜✐✐✐✮ ✧✥✓ ✙✁ ✂ ✙❈ ❣❙ ❭ ✧✥✓✙✚ ✥✓ ✧✥✓✙✚ ✉❣✬✚ ❭

✜✐✈✮ ✧✥✓ ✁❉ ✂ ❈❉ ❣❙ ❭ ✧✥✓✙✚ ✥✓ ✧✥✓✙✚ ✉❣✬✚ ❭

✒❝ ❣✪ ✒❍✓✬ ✖✘ ✶✙❬✓✙ ✻✱ ✐③✕✖❝✚✣✓✙✚ ✐❥ ✒✓✣✓✕❥✖ ✢q◗◆ ✩✶✓❣❥✳✓✓✙✚ ✒✓❙❥ ✐ ③✬✉✓✙✚
✘✓✙ ✶✙❬✓✙✚✻✙ ✛

✒✓✔✉☞✕✎✸ 7.2

1. ➀➍❊➍ ✂⑨ � ❾❻❷ ✁❻❙➍ ➊⑨ ➊➄❻➧�➊✂ ❷③➀➁➆�✴❻⑨ � ✁❻ ❷ ③❀❻⑨� ✁❶⑨ �� ⑨ ❭
✜�✮ ✓♥❀✁ ❣❙ : ❆❈ ✂ ❉❋✢ ❆✁ ✂ ❉❊✢ ✁❈ ✂ ❊❋

❜➊➀⑧♣❪ ✆❆✁❈ ☎ ✆❉❊❋

✜❜✮ ✓♥❀✁ ❣❙ : ❆❳ ✂ ❘✘✢❘◗ ✂ ❆❨

✁✘❘◗✂✁❳❆❨

❜➊➀⑧♣❪ ✜✘◗❘ ✢ ✜❳❨❆

✜❝✮ ✓♥❀✁ ❣❙ : ✁▼▼◆✂✁❋●❍

✁◆▼▼✂✁●❋❍

▼▼✂ ❋●

❜➊➀⑧♣❪ ✜▼▼◆ ✢ ✜●❋❍

✜❞✮ ✓♥❀✁ ❣❙ : ❊✁✂❉✁

❆❊✂ ✁❈

✁❆ ✂✁❈ ✂ ✾✵➦

❜➊➀⑧♣❪ ✜❆✁❊ ✢ ✜❈❉✁

☞❊❋●■ 7.33
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2. ❾❻❷ ✆❆❘❚ ☎ ✆✘❊◆ ♥❺❻❻❩➍❻ ➌❻⑤➁⑨ ⑤❙ �❪
✜�✮ ❀➀♥ ❾❻❷ ❙❙❙ ➊➄❻➧�➊✂➁❻ ❷③➀➁➆�✴ ✁❻ ❷ ③❀❻⑨�

✁❶⑨ � ➁❻⑨ ❾❻❷✁❻⑨ ♥❺❻❻❩➍⑨ ✁⑦ ❾❻➄❺❀✁➁❻ ⑤❙ ❏
✜✐✮ ❆❘✂ ✜✐✐✮ ❘❚✂ ✜✐✐✐✮ ❆❚✂

✜❜✮ ❀➀♥ ❀⑤ ➀♥❀❻ �❀❻ ⑤❙ ➀✁ ✙❚ ✂ ✙◆ ❾❻❙❶
❾❻❷✁❻⑨ ❙❆❙ ❷③➀➁➆�✴ ✁❻ ❷ ③❀❻⑨� ✁❶➍❻ ⑤❙❪ ➁❻⑨
❾❻❷✁❻⑨ ❾❻➄❺❀✁➁❻ ⑤❻⑨�⑦ ❏
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8.5 �� � ��� ����� ��� �� ��� ��� ��� ��� �������� � �������� � �
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�� ��� �������� ���� �� ���✭✭✳✄✳✮��� ����� ���������� � �� �������� ������ ������� ��� �������� ���� � �

�� � � �� ��� �(selling price) � �� �������� ������ ��� �������� ����� ��� ���✥�✳✥✳✮ �� ����� �������
� ����� � ��� �� � �� �� ��� ������������� � ��� ����� ���� ��� ��������������� � ��� � �� ���

������ �� � ��� �� � �� ������� ��� ��� �� �

� ��� ����������� � ��� ����� ���� �� ������� ������� ��� � �������� �� ������ ������� � �

� ��� ���� ������� ����������

����� ��� ����✭✭✄✮ ✮ �� � ��� ��� ✥�✥✮ ������ ����❂ �✥ ✥ ➊✥✳
����� ��� ��� ✥➊✥✮ ❂ �� � ��� ��� ✥�✥✮ ��������� ����������������

����� ��� ����✭✭✄✮ ❃ �� � ��� ����✭✁✄✮����������❂ ➊✥ ✥ �✥ �� ��� ������ � �� � �����

� ����� ��� �� ���� ����� ���� ��������� � ��� ��������� ���� �������� ���� � � ���� ��������� ����

✥ �� ����� ����✥✷ ���� ��������������� ������ ���� ������ ����� �

✂ �� ������������ ���� ��������������� ������� ������ �� ����

✂ �� �� ���� � ���� ���� ���������� ����� ������� ���� ��� ��� ������

� ����� ��� ��������� � ���� ��������������� ��� ������ ������������� � ��� ������ ������

� ����� � �� � ����� �� � � ����� �� � ����� ��

� ���� ����❂ �✥ ✥ ➊✥ ❂ ✽� ��✥ ✥✷ ��❂ ✽ ��

� ��� ���� �������� �������� ���� ����� ���� ��� � ���������� ����

8.5.1  � ����� ��� ��� �� � ��� ��� �� ��

� ����� ��� ����� ���������� �� � �� ���� ����� ���� ��� � ��������� ���� ����������� ��� ��� � ��

� � �� �������������� �� ��� ����������������������������� ����� ���������� �������������������

����� ���� ��� � �������

� ��� ����� ������ �� ��� ��� ���� ���� ���������� ����� ���➊✥ ❂ ✥✷ ��✱ �✥ ❂ ✽� ��✱ ����

� ����❂ ✽ ��� � ������������� ���� ����� ����� ����������������������������� �� ������������ ���
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� �� ��� ��� � ��� �� �� ����� � � ���� ���� ���� �� �� ����� � �
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✽
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✠
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❂
✶

✶✶
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☛
✠✵✵

✳✆

� ���� ����✥ ✂
✆

✆ ✆
✾

� ���� ����✥�❂
✶

✶✶
✾

�� ����� ���� ������ ��������� ��������������������� ���� ��� � �������

���� ➊✥ ❂ ✶✷� ��✱ �✥ ❂ ✶�� ������

� �� ���� ❂ ✶✷� ��✥ ✶�� ���❂ ✷� ��

������������ ❂ �✵✵✦
����

� �� ��
✠✆✵ ��������❂�����

❂
✆✵

✠✵✵
✠✆✵

� ���✠✵✵ ���������

❂
✁✵ ✆

✠✷
✸ ✸

�������
✆✵ ✁✵ ✆

✠✵✵ ✠✷
✠✆✵ ✸ ✸

� �� �����❂
✆

✆✻ ✥
✸

� ������� ��������
✆

✠✷
✸
��

� ��� ���� ����� � �� �� ������������ �� �� ��������� �

�� �������������������������� ��� � ��� �������� �������� ��� ������� � ��� ���������� ������
������ ������������������ ���� ��� ����������������������� ��������������� ���������� ���� ��� ��� � ������

� � �� ���18 �� ����� ����� ��� ����� ������� �������������� �������� ��✆✁✥ �������

��� ����������� � ���� � ��� ����� ���� ��� � �

� � ��� ���������������������� ������ �������������������� ��� ����❂ ✶✷� ������

�������������❂ ✶�✱ �� ���� ���� ��������� � ��� ����

� ����� ��� �� �� �� ��� �� � ��� �� � � ���� �� ��� �� �� �� ��� �� � �� � �

✆✁✥ ������ ��� ������������ �� ��❂ ✶�� �� �����❂�� ��� ����� �✶✵ ✦

��������❂ ✶� �� ❂ ✶✷� ���� ��✶�✦

� �� �� � ��� ����❂ ✥✶�� ✥ ✶�✮����❂ ✾� �� ❂
✶�

✶✷�
✶��

❂ ✶✷ ��



����������� ����� �� ✶✽✸

������������� �� ������ ���� � ��� ������� ��������

���������

� ��

� ��� �� ��❂ ✶�� ��✱ ����� � �� � ��� �� � ��� ��� ❂ � ��� ����➊ ����

���� ❂ ✾� �� ❂ ✶✷� ��✥ ✶✷ ��❂ ✶�✽ ��
� �� � ��� �� ��❂ ✶✷� ������� ��

�� � ��� ��� ❂
✾�

✶✷�
✶��

❂ ✶�✽��

� � �� ���19 �� ����� ������ ���� ���� � ��� ������� ������ ���� ���� ����������� ��✡✁✥

� ���������� � ������ ������ ��� ��� ����������� �

� � �� ������������ ��� � ��� ����❂ ✶✹� �������� ����✂ ✷✵✦� �� ���� ���� ������

� �� � ���

� � ������� �� �� �� ��� �� ��� � �� �

✡✁✥ � ����� ��� ��������� ������ ��� �������������������� ���������

������� � �� � ����✶✵✵ ✰ ✁✵ ❂ ✶✁✵ ��� ����� �

� ����������� ����� � ��� ���� ���������� �� � ����❂ ✶✵✵ ��

� ������������ � ��� �������������� ��� ����
✂✄✄

✂✷✄
✥�✁✹✵���❂ ✹✶���

� � ��� ���� ���� �� � � �� ����� � �� � ��

� ���❂ � ��� ����� �� ✷✵✦ ������� � ��� ��� ❂ � ��� ��� ✰ � ���
� �� ✶✹� ❂ � ��� ���� ✰ � ��� ���� � ��✡✁✥

�� ✶✹� ❂ � ��� ����✰
✷�

✶��
✥ � ��� ����❂

✶
✶

✶
� �� � ���

❂
✻

✺
� ��� ��� �� �� �� �� � ✱

✁
✁✹✵

✷
� �� � ���

�� ✹✁✵ � ❂ � ��� ���� �

�� ���� ������������� �� ������ ��� ��� ����������� ���

1. �� ���� ����������� �� ��� �������� ����������������������� ������ ��� ���� � ��� �����������

� ���� ��� � �

2. �� �� ���������� ���� ��� ����������������������� ���������� ����������� � ���� � �

� ����� ���� ��� � �
3. �� �� ������������ ������ ����������������� ������������� � ���� � ��� ��� ����������� �

4. �� �� ������������������������ ���������� ������ ��������� � ��� ��� ����������� �

��� �� �� ��� �
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8.6 ��� ����� � �� � �� ��� ������� �� ��������� �� ������� ��

� ����������������� �� ���� ������� ������������� ������������ ����������� ���� �������� ������
�� � ��� �� �� ������� � �� ���� � ������ ��� ����� ����� �� � �� � ��� ����� �� �� � ��� �� �� ���� � � �

�� ���� ���� ����� �������� ��� �� ������ ��� ���� �� � ��� ���� ���

���� ���� ��� �� ����� ����� ���� ���������� ����� �� �������������� ��� �� � ���� ��� � �

��������� ���� ��������� ����� �������� � ��� ���� ���������� ���� ����� ������ ���� ��� �� ������

� ������ �� ���������������������� �������� ���� �� �� �� �������

�� ������ ��� � �� �� �������� ��� ���� �� � ����������� ����������� ����� � �� �

������ ��� ��� �� ��������������� � ���� � � ��� ��������

� ���������� � � ��❂�� �� � ��✰��� ��
���� ��� ������ ������������ �� ���� ���� �������� ��������������� �������

� ����� ���� �� ����� ����� ����� ���������������

�� ���� ���� ����� ����� ��� � ������������������������ ������������������� ����� �

������������ ����� �� ��� ��������� ��� ����� ����������� ��������� ����� ��

������ �� ����� ����������������� �� ���� ��� ���� �������������������

�� ���������� �� ����������� ����� �� ��� ������ �� ���� ���� �������

� � �� ���20 � ��� ������� ���� ��� � �� ���� ����������� ����� �� ������ ������ ���

� ��������� �� �� ��� ���� ��� �� ����� ��������� ��� ��� ��� ����� �� � ���

� ��������� �

� � �� ���� ������������❂��������

���� �� �����❂������������������ ���

�� � ��� ��������� ������ ����������� ���� ������������ ���� �� ������������������ �� ��

� ��� �������������������

� � ���� ��� ���� ��� �� �������� ����� ������� � ������ ��������
✠✁

✁✵✵✵
✠✵✵

���❂ ✥✶� ��

� ���������� �� ���������� ������ ��� � �� ���� � � �������������✁✵✵✵ ��✰ ✥✶� ��❂ ✶✥✶� ��

�� �� ����� ������ �� ���� ����� ����� ���� ��� �� ���� ����� ��������������� ��� � �������

�� �� �� � ��� ���P � ����������R %�� ����� �� ���R � ����������� ��������

������ ��������� ��������� ����� ���� �� ����� ��R ������� ����������� �
� ���P ����� ���� ��������� �� ����� ������ �I ������ �

I ❂
✶��

R P
❂

✶��

P R
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8.6.1  � � �� �� ������� ����� � ��� ��

� ���� ���� �� ����� ��� �� � �� � ��� ����� ���� ����� ���� �������������� ������� ������� � �

� ����� ������ �� ���� ���� ��������� ����� � ��� ����� ��� ������������������������ ����� �����

� ������ ���� ���� ������������� �������� � ��� �� ��������� ������ ������������������ ����

� ������������������ ��� ����� ����� ����������������� ���� ����� ����� ���� �� � ��� ��������������� ��

������ �������� ����������� �� ����� ����� ��� � ����������������� ���� ���� ������� �� ���� �� ����

�� �� �� �� ��������� � ���� ���� ������� ��� ������������ ��������� ����� ��� ���� �� ����������� �

��� ���� � ����� �� �������✆✞✥✂ � ����� � ���� �� ������� ���� ����� � ���������� ���� ������ ������

✶✽ ✥ ✶✽ ✥ ✶✽ � ✸ ✥ ✶✽ � ✁✹ ��

�� ��� �� ����� ��� �� � �� � ��� ����� ������� �� ��������� �� ���� ����� ����� ��� ����������� �

� � �������

�� ������� �� ��������� �P ���� ����� ��R✥ � ����� �� ������ ����� ������������ ��������������

✠✵✵

R P
��� ���T �� ������� ����� ��������������� �(I)�������

I = 
✠✵✵ ✠✵✵ ✠✵✵

T R P P R T PRT
� �

� ����T �� ������������ � � ��A ��������A = P + I

1. ���������������������� ����� ����� ��� � ���� ��� ����������� �� ���������� �������� ������

����� �

2. �������������������� ����� ����� ���� �������� �������������� ���������� ����� �� ���������

��������� �

3. ���������������������� ����� ����� ���� ����� ��� ������������ ���������� �������� �����

�� ������ � � ����������� �

4. ���������������������� ����� ����� ������� ����� ����� ���� ����� ��� �������������� �������

�� ������ � � �������������

� �� ��� ������ ���� � ��� �������� ��� � ���� ����� ��������������� ����� ���� ���

✠✵✵

P T RI ������� �������������� ���� ��� ���������� ���� ��� ������� ��� ������� ���� ��� �

� � � �����

��� �� �� ��� �
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� � �� ���21 ��������� ���� ��������� ���������� �������������� �� ��������� �����

�������� �� �������������� ���� ��� � �

� � �1 � � �2

✥
✶✵✵

P T R
��� ����� ������ ����❂ ✥✶� ��

� ���
✹✁✵✵ ✆

✳✁✵
✠✵✵

R
� ����� ����� ������ �������❂

✥✶�
✸✥✶

✷
�

���
✼✺�

✹✺ ✷
R � ����������������� �❂ ✸✥✶ ��

� ������� �� ���� � �����������������

❂�
✠
✞ ✥
✸

�� �����
✸✳✁ ✠✵✵ ✠

✞ ✥
✹✺✁✁ ✸

� ������� �� �����❂
✶

✽ ✦
✸

� �����

1. � ��� ������� �������� ������������ � ��������������� �� ���������������� ����� ������� ���

� �������������� �� �������������������� �

2. �� � �� � �� � �� �� �������� � ����� � ��� � �� �� � ���� � �� ���� � ���� ��� ������ ���� � �

� ��� ���� ��� � �

����� � � 8.3

1. � ���� � ��� ��������� �������� ������������ ����� ���� ��� � �������� ������� ���������������

������������ ��������� ���� ��� � �

✭✭✮ ����� ��� ���� �� �� ����� �� ��� ���� ���������� ��������������������������� ������ ������
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➊✁ ➊✸ ➊✵
✱ ✱

✳ ☛ ✁
������� � ����� � ����� ��� � ������� ����

� ���
☛

✸
�� �� ����� � �� ����������� �� �����������

☛

✸
❂

✽ ✥ ✶✮

✸ ✥ ✶✮

´ -

- ´ -
❂

✽

✸

���� ����
☛

✸
�� � � ����� � � ���� ��� � ����� ���� � ���

☛

✸
�� � � ����� �

���� ��� � ����� ���

�� ����� ���
✁ ✷ ✆

✱ ✱
➊✳ ➊✁ ➊✵

�������� ���� � ����� � ����� ��� � ������������ ����

���� ���� ���� ���� ���������� � �������������� ����� � �����

� � ������������� �� ������� � ����� ���� ��������� ��������� �� �� ����� � ����� ���� �����

� ➊✸

➊✁
�� ��������� �������� ���� ��� � ������

��� �� �� ��� �

��������������� ����������

✭✐✮
✁ ✆✁ ➊✠✁

✹ ✠✷

✭✐✐✮
➊✸ ✵ ➊✷

✳ ✠✹

��� �� �� ��� �
1. �������� ������� � �������

� ��������

2. ���� �� ���������� � ����� ��

� ������� �� �����

��� �� �� ��� �

1. ��������� �� ����� �
���� ��� � ����� ���

2. ���� �� ����� ����� �

���� ��� � ������

�� �����



���� ��� � ��� ��� ✶✾✸

� ��������������
➊✸ ➊✸ ✭➊✠✮ ✸

➊✁ ➊✁ ✭➊✠✮ ✁
����� ���

➊✸

➊✁
�� ������� � � ���� ���� ����� ������

��� ���
➊✆ ➊✁

✱
➊✁ ➊✸

✱ ������������� � � ���� ���� ������� ����

������ ������ ��� � ��� ����� ��� ������� � ����� � ����� ��� � �����������

✭✐✮
➊✆

✸
✭✐✐✮

✁

✳
✭✐✐✐✮

✸

➊✁
✭✐✈✮ ✵ ✭✈✮

✷

✠✠
✭✈✐✮

➊✆

➊✵

9.5��� � �� ��� ��������� ��� ��� �� �� ��� �� �

� ������� ����������� ��� �� ��������������������� ����� ����� � ���� ������ ������ ���� ��������� ���

��� ������� � � ���������������� ���

��� ��������� ����� �������� ����� ���✰��� ��� �������� ��������� ������������� � �������� �������������

��� �������� ����� �������� ����� ���➊��� ��� �������� ��������� �������� ����� � �������� �������������

� ������������������������ ������ ����� ������� �������� ������

� ����� �� ��������� ����� ���� ������� � ���������������� � � ��� ������ ����� ��� �� � � �������

� ����� ����������� ���� �����
✠

✆
�� ��� ��� ����� ����

� �� ���� �� ���� � �������� ����� ���������� ����� ������������������ � ����� ���� ����� ����� ����

� ��������� ����� ��� ���� ���� ����������� ����� � ����� ���� ����� ����� ������ ��������� ����� ��� �

�� ���� �����

��� ����� � �� ����� ���
✠

✆
�� ���� ��� ��� �������� ����� � ����� ���� ������������ ���� ������� �

��� ��������� ����� ��� ���� ���� �����

� ���� ����������� �� ��������������������� ����� ���� ��� ��� ����� � �������������������� ����� ���� � ��

� ����� �������� ��� ���� ���� ��������� ��������� ����� ������� �������� ������ �� �������� ��� � ������
������� ����� ������� ����➊���������� ����➊������� � �����������

�� ����� �������� ���� �������
✠

✆
�� ����

✠

✆
������� ��� � ����������������� �� ����������� ����� ��

� �����
✠

✆
� ����� � ���� ���� ��������������� ��� ���� ���� ������������� ���������� ��� ���� ��

��� �� �� ��� �



�����✶✾✹

� ��������� ������ ������� ����������������� ���� �� ������������ ���������� ������� ��� ���������

��������� �� ���
✠

✆
�� ������ ����➊��� ��� �������������� ��� ���� ���� �����

�� �� ����������� �
✸

✷
�� ���� ���������������� � ���� ���� ��� ���� ���� ���������� ����� �������

� ������� ������� ������ �� ���� �������������� ��� ���� ���� ��������� ����� ��� ��������������
✸

✷

� ���� ��� ��� ����������� ��������� ��������������������� ��� ���������� ������������ ����
✸

✷
�� ��

��� ����

����������� � �� ���
✠ ✆
✱ ✭ ✠✮

✆ ✆

- -
= - ✱

✸ ✹
✱ ✭ ✷✮

✷ ✷
✱��������������������� � �������������

����������� �
✸

✷
� ����� ���✥ ✶ � ���✥ ✷ � ������ �� ���� ������������������������ ��� ���������

�� ����� ���
✁

✆
� ���

✳

✆
� ���� ��������������� ��� ��� ��� ��

�� ����� ���
✠

✸
� ����������������� ��������� ����������� �������������������������� ������

✠

✸
�������� �� ������ �������

� ���� �� ���� �� ����� ����������
✠

✸
� ���� ����������������� ������ ���� ��� � ���������

������� ���
✠

✸
�� ���� ����������������� ����� ����� ��� ����������

✆ ✹ ✁
✱ ➊ ✱ ➊

✸ ✸ ✸
✱ ✳ ✳ ✳ ������

� ���� ����������������� ����� ��� � ���������� ������������� �� ��� ������� ���� ����� ����� ��������� �
��� ���� ����������������� ������ ���� ��� � ������

9.6��� ��� �� � �� ���� ��� �� �� ��� �� �

������ ��������� ���� ����� ���� � �����������

✸ ✁ ✆ ✳
✱ ✱ ✱

✁ ☛ ✳ ✠✠

✸

✆

✆
➊✠

✆

✠

✆

✵
✵

✆

✠

✆

✆
✠

✆

✸

✆

✹
✆

✆

✹
➊✆

✆



���� ��� � ��� ��� ✶✾✺
������������ ���� ����� ����� ������������ � �������� ����������� ����� ����������������� �� ���� ��� � ��

� �� ����������� �✥❝♦♠♠♦✎ ❢�❝✘♦✗✮������ ��������� ����� � ��� ���������� � �� ����� ���������������
��� ������ ���� ����� ����� ���� ��� �� � �(standard form)�� ��������� ���������� ���� ������

� ���� �������

�� ����� ���� ������ ��� � � ��� ��������� �������� ���� �������� ������ � ����������� �
������� ������������ � ���� ����� �������� ������ ���� �������� ������ �� ����������� �������

����� ��������� ���� ������ ��� �� ��� ������������������ ���� � ���� ��� �� ��� ���������� ��
� ��� � ������

�� ����� ��� ���� ����������� ������ ��������� �� ������ ��������� ����� ����� ����� ������ ���� ������
� ����������� ����� �������������������� �� ������������������� ��� ���� ����� ������������� ���� ����� ���
� ������ ���� ��� �� ������ ��������� ����� ���� ������

� � �� ���� 1
➊ ✹✁

✸✵
�� ���� ��� �� ��� ��������� ��� ��

� � �� �������������
➊ ✹✁ ➊ ✹✁ ✸ ➊✠✁ ➊✠✁ ✁ ➊ ✸

✸✵ ✸✵ ✸ ✠✵ ✠✵ ✁ ✆

�� ����������������������� ������� ��������� ��� ������������ ����� �������� �������� ���� �����
�� ���� ��� � ��������

➊ ✹✁ ➊ ✹✁ ✠✁ ➊✸

✸✵ ✸✵ ✠✁ ✆

�� ���������� ������������ ������ ����� �������� �������� ��� �� �����

�� ���� ������ ����� ���� ������ ���� ��� �� ��� ��������� ����� ����� ����� ��� � ���� ����� ���
���� ������ ���� �� ��� ���� ����� ����������� �������������������� ���������������������������� ��
�� ������������������� ��� ������� �� �� ��� ���� ����� �����������

�������� ���� ����� � ��� ������������� �� ���� ����������� ��

� � �� ���� 2 � ��� �� ��� ������� ���

✭✐✮
✸✷

➊✆✹
✭✐✐✮

➊✸

➊✠✁

� �
✭✐✮ ���� �������� ��� �� ��������

� ����� ��� �� ��� ����� �������� ��� ➊✠✆ � ���������������������������

�� ���� ����
✸✷ ✸✷ ✭➊✠✆✮ ✸

➊✆✹ ➊✆✹ ✭➊✠✆✮ ✆

✭✐✐✮ ��� �������� ��� �� �������

�� ���� ���
➊✸ ➊✸ ✭➊✸✮ ✠

➊✠✁ ➊✠✁ ✭➊✸✮ ✁



�����✶✾✻

��� �� �� ��� �

� ��� �� ��� ���� ��� ���✥✐✮
✥✶✽

✹✶
✥✐✐✮

✥✶✷

✶✽

9.7��� ��� �� �� �� � �� ����� ��� �� � �
�� ����� ����������� ������������ ��������������������� ����� ����� � ���� ���� ��� ������������������

�� ���� ���� ������ ������� ����� ����� ������� ����� ����������� ��������� ���� ����� ����� ����� ����� �

��� ���� ��� ��� � ������

� ✆

✸
�� ����

✁

✳
� �� ������������ � ����� ���� ����� ����� ����� ������ ��� ����� ���� ��� ��� � ��

����� �� ���� ��� ����������� ���������� ����� ����� ������� �� �������

� � ������������ ����� � ����� ���� ����� ����
✠

✆
- �� ����

✠

✁
�� ����� ���� ������������ ���������� ���

����� ����� ��� ��������� ������������ ����� ���� ��������� ��� �������� ������ ���������� �� ��������� ���

����������
�������������� ��������������������� ���������� ���� ��������� �����������������✶ ❃ ✷ ����� ����

���������������� �� ��������� �� ��� ��������� �����������������✥ ✷ ❃ ✥ ✶ ���

�� ����� ��� ����� ������������� ���� ����� ����� ����� �������� ������ ������������ �� ����������

������� ���� ����� ����� ����� � ���� ���� ��� ������ ������� ���� ���������� ���
✶

✷
- � � ���

✠

✁
�� ������ ���������� ��� ���� ��� ���� ���

������ ����������������� ������ ���� ��� ��� ���� ��������� ���� �� ��� ����������
✶

✷
- �� ���

✁

✠✵

�����
✠

✁
� � ���

✆

✠✵
� � ������ ��� �� �� � ������ �� �� � ���� ���� �����

✠

✁
� ���� ��� � ����

✶

✷
- � ��������� ���������������� ���� ����

✠

✁
❃

✶

✷
- �������

✶

✷
- ❁

✠

✁
����

����� ���
✸

✹
�� ����

✆

✸
�� �������

✠

✸
�� ����

✠

✁
�� ����� ���� ��� � �������

�� ����������� ���� ����� ������ ������ �����������
✠

✁
❁
✠

✆
����� ��������� ������

✶

✷
- � ���

✠

✁

� ����� �������������� ������������� � ����� ��� ��������������

✠ ✁

✆ ✠✵

✠ ✆

✁ ✠✵



���� ��� � ��� ��� ✶✾✼

� ���������������� �
✠

✆
❃
✠

✁
���������

✠

✆
- ❁

✠

✁
���

����� ��
✸

✹
�� ���

✆

✸
����

✠

✆
� ���

✠

✁
�� ����� �������� ����� ���� ��������� ������������

� ����� �������� ��������� ��� ���������� ����� �������������� ✹ ❃ ✸ ���������✥ ✹ ❁ ✥✸ ����✶❃ ✷

���������✥✶ ❁ ✥✷ �������

� � ����� � � ���� ���� ����� ���� � ��� ���� ����� �� ������� ������� � �� �� ��� ������� ���� � ����� �

���� ���� ����� ����� ����� ��� � ����� ����� ����� ���� ����� ������ ��� �� ������ ���� ��� �������

� ��������� ��������� ���� � �� � ��(inequality)�� ����� ��� ��������� ������ �����������

������������
✳

✁
� ���

✁

✸
✱ � ����� ���� ����� ����� ������ ����

✳

✁
� ���

✁

✸
� ����� ���� ��������

�� ��
✳

✁
❁ ✶

✸
���������������� ������ � ���� ����� ������� �� ���������

➊✳ ➊✁
❃

✁ ✸
���

��� ������ ����� �� ����� ��� ��� ������������ ����� ���� ��� ��

� ������ ��������
✸

☛
��

✆

✳
❄✥ ✹

✸ ��
✸

✆
�

� �� � � ����� � �� ���� ������ � ����� ��� � ������ �� ��� ���� ������ ����� ����� ���������� ��

� ����� � ����� ���� ������������ ��������� �������������������������� ������� � ����� ���� ����
������� ��������� ��������������������� ������ �� ����� � ����� ���� ������ ��� ��� ������� �
���� ���� ����� � ��� ����� ���������

�� ���� ��
✆ ✠

➊ ❁
✳ ✆

���

� ���� ���� ����� ���
✁
✺
� ����

✷

✼
�� ����� ���� ����� ����� ����� ��������� ��� �� ��� ������� �

� ������������ ����� ���� ��� ��

� � �� ���� 3 ���
✹

✵
� ���

✠✷

✸✷
�� ���� ���� ���� ������ ������ ���� � ��������

� � ������������
✹ ✹ ✭ ✹✮ ✠✷
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� ��� � �� � ��

�� ���������

11. �� ����� ���� ������ ����� �� ���������������� ���� ������ ������������� ����� ����� ���� �

���� ��� � ����� � ��� � ��� ���� �� � � ����� � ��� ����� � � � �� ������ � ���� ����� �� � ��� ��

✼ ✂ ✼

✂ ✸ ✂
✥ �

✹

✸
� ������� � ✮

✼ ✸ ✂✁
✁

✷ ✂ ✽
���
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✭�✮ ✭��✮

✭���✮ ✭�✈✮

✭✈✮

10.1 ❍✁✇✂✄☎✁
✆✝✞ ✆✉✟✠ ✞✡✠✝❥ ♦✟◗ ✆✝✠✝❥✝✟❛ ❧✟ ✞☛❥☛♣☞ ❣❙❛❆ ✆✝✞ ☛✞◆②❤ ✠④✝✝✆✝✟❛ ✌✟❛ ❜✉✌✟❛ ❧✟ ♦q◗◆ ✆✝✠✝❥✝✟ ❛ ✠❤
❥♣✉✝ ✠❥✉✝ ❧❤❬✝ ♣q♦✟◗ ❣❙❛❆ ♠♥✝❣❥✳✝☞✪ ✆❝ ✆✝✞ ✱✠ ♥❤ ❣q❜❩ ②❛❝✝❜❩ ✠✝ ❥✟❬✝✝❬✝❛▼❪ ✱✠ ❥✟❬✝✝❬✝❛▼
✞❥ ✱✠ ②❛❝ ❥✟❬✝✝❪ ✱✠ ✠✝✟✳✝❪ ✠✝✟✳✝ ✠✝ ❧✌☛⑥✍✝✝t✠❪ ✱✠ ♦❵Ù✝❪ ❜❘✎✝☛♥ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❥ ❧✠☞✟ ❣❙❛❆
✆❝ ✆✝✞ ❧✌✝❛☞❥ ❥✟❬✝✝✱→ ☞❋✝✝ ✠q◆ ✞✡✠✝❥ ♦✟◗ ☛❂✝✍✝qt✝✟❛ ✠✝✟ ❬✝❤❛♣✉✝ ❧❤❬✝✟❛✏✟❆
10.2 ✑☎ ✒✓ ✔✕✖✗ ✘✙✚✁✁ ✛✙✜ ✢✄✁✣✤✘ ✥✢ ➥✦✒✕ ✢✙ ✔✁✙☎✘ ✘✙✚✁✁

✚✁✓✣✧★✁ ✩✁✙ ✥✢ ✘✙✚✁✁ ✫✘ ✂▲✬✁✤ ★✔✓✣ ✔✯
✆✝❜✱ ✱✠ ☛Ø✎✝✠②✝✞ ❧✟ ✞✡✝❥❛✍✝ ✠❥✟❛❆ ✰✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✶✸
✭�✮ ✱✠ ✠✝✏➈✝ ✠❤ ✹✝❤❱ ②❤☛t✱ ✆✝❙❥ ❜❧✟

✌✝✟▼✺✠❥ ✱✠ ☛✉✹✝✝✉ ❝✉✝❜✱❆ ✎❣ ✌✝✟▼✺ ✠✝
☛✉✹✝✝✉ ✱✠ ❥✟❬✝✝ l ✠✝✟ ☛✉✿☛✞☞ ✠❥☞✝ ❣❙❆

✭��✮ ✠✝✏➈✝ ✠✝✟ ❬✝✝✟② ②❤☛t✱❆ ❜❧ ✠✝✏➈✝ ✞❥ l

♦✟◗ ❝✝❣❥ ✱✠ ✻❝♥q ✼ ✆❛☛✠☞ ✠❤☛t✱❆
✭���✮ ❜❧ ✻❝♥q ✼ ❧✟ ❣✝✟✠❥ t✝☞✝ ❣q✆✝ ✆✝❙❥ ❥✟❬✝✝ l

✞❥ ②❛❝ ✱✠ ✌✝✟▼✺ ✠✝ ☛✉✹✝✝✉ ❝✉✝❜✱❆ ❜❧
②❛❝ ✠✝ ✉✝✌ ✼✽ ❥☛❬✝✱❆

✭�✈✮ ✆❝❪ ✻❝♥q ✼ ❧✟ ❣✝✟✠❥ ❜❧ ②❛❝ ♦✟◗ ②❛❝♦☞
✱✠ ✌✝✟▼✺ ✠✝ ☛✉✹✝✝✉ ❝✉✝❜✱❆ ❜❧ ✉✎❤
②❛❝♦☞ ❥✟❬✝✝ ✠✝ ✉✝✌ m ❥☛❬✝✱❆ ✆❝❪ l ⑤⑤ m
❣❙ ❉✎✝ ✆✝✞ ♥✟❬✝ ❧✠☞✟ ❣❙❛ ☛✠ ✱✟❧✝ ❉✎✝✟❛ ❣❙❭

❁è
❃❄
❃
❅❇❅❇❅❇❅❇ ❅❇❈❊●■●❏❑❖P ❯■●❑❲❑❳

❨❫❴⑦⑧ 10.1



①❢✳❦r✷✶✵✷✶✵✷✶✵✷✶✵✷✶✵
✎❣✝→ ❧✌✝❛☞❥ ❥✟❬✝✝✆✝✟❛ ✠✝ ✠✝❙✉✫❧✝ ✏q✳✝ ✎✝ ✠✝❙✉✫❧✟ ✏q✳✝ ✎❣ ✠❣✉✟ ✌❛✟❧❣✝✎☞✝ ✠❥ ❧✠☞✝ ❣❙ ✎✝ ✠❥ ❧✠☞✟ ❣❙❛ ☛✠ ❥✟❬✝✝✱→ l ✆✝❙❥ m ❧✌✝❛☞❥ ❣❙❛❭✆✝✞ ☛☞✎❩✠ ❥✟❬✝✝ ✆✝❙❥ ❧✌✝❛☞❥ ❥✟❬✝✝✆✝✟❛ ❧✟ ❧❛❝❛☛✴☞ ✏q✳✝✝✟❛ ✌✟❛ ❧✟ ☛✠❧❤ ✍✝❤ ✏q✳✝ ✠✝ ✞✡✎✝✟✏ ✠❥♦✟◗

❜❧ ❥♣✉❫ ❞❫s ♦s◗♦② ✐❙❡❫✉❫ ✭✿②❥✮ ✈❦�✁ ✂✁✄❦✁ ✄❦ ✂③❀❦☎① ✄✁✆☎✝ ❞❥ ❧❞⑧s ❣❙ ❛ ❆

♣❥✞❫ 1 ✱✠ ❥✟❬✝✝✦ l✥✆✝❙❥ ♠❧♦✟◗ ❝✝❣❥ ☛▲❋✝☞ ✠✝✟❜❩ ✻❝♥q✧ ✟✥②❤☛t✱
❬✆✝Ñ☛☞✶✠✡☛ ☞✌✍✎ ❆

♣❥✞❫ 2 ❥✟❬✝✝ l ✆✝❙❥ ✠✝✟❜❩ ✻❝♥q ❇ ②❤☛t✱ ✆✝❙❥ ✼✠✝✟ ❇ ❧✟ ☛✌②✝❜✱ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✷✭��✮❪❆

♣❥✞❫ 3 ✻❝♥q ❇ ✠✝✟ ♦✟❛◗♥✡ ✌✝✉ ✠❥ ✆✝❙❥ ✠✝✟❜❩ ❧q☛♦✴✝t✉✠ ☛❂✝❚✎✝ ②✟✠❥❪ l ✠✝✟ ❈ ✞❥ ✆✝❙❥ ❇✼✠✝✟ ❉ ✞❥ ✞✡☛☞P◆✟♥ ✠❥☞✝ ✰✠✝❱☞✝✸ ❣q✆✝ ✱✠ ♣✝✞ ❬✝❤❛☛♣✱ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✷✭���✮❪❆

♣❥✞❫ 4 ✆❝❪ ✼ ✻❝♥q ✠✝✟ ♦✟❛◗♥✡ ✌✝✉ ✠❥ ✆✝❙❥ ♣❥✳✝ ✸ ♦✝②❤ ❣❤ ☛❂✝❚✎✝ ②✟✠❥❪ ✼❇ ✠✝✟ ● ✞❥✠✝❱☞✝ ❣q✆✝ ✱✠ ♣✝✞ ❊❋ ❬✝❤❛☛♣✱ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✷ ✭�✈✮❪❆



✐③❦❀❦s❢①❞ ❚❀❦❢❡❢r ✷✶✶✷✶✶✷✶✶✷✶✶✷✶✶
♣❥✞❫ 5 ✞❥✠✝❥ ♦✟◗ ✉q✠❤②✟ ☛❧❥✟ ✠✝✟ ❈ ✞❥ ❥☛❬✝✱ ✆✝❙❥ ❜❧✟ ❬✝✝✟② ✠❥ ❜❧ ✞✡✠✝❥ ❧✌✝✎✝✟☛t☞✠❤☛t✱ ☛✠ ✞✟❛☛❧② ✠❤ ✉✝✟✠ ❉ ✞❥ ❥❣✟ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✷ ✭✈✮❪❆

♣❥✞❫ 6 ●✠✝✟ ♦✟❛◗♥✡ ✌✝✉✠❥ ✆✝❙❥ ✞❥✠✝❥ ✠✝ ❬✝q②✝♦ ✭♦♣❡♥�♥❣✮ ♣❥✳✝ ✺ ♦✝②✝ ❣❤ ❥❬✝☞✟ ❣q✱❪ ✱✠♣✝✞ ❬✝❤❛☛♣✱ t✝✟ ♣✝✞ ❊❋ ✠✝✟ ❍ ✞❥ ✠✝❱✟ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✷ ✭✈�✮❪ ❆

♣❥✞❫ 7 ✆❝✼❍ ✠✝✟ ☛✌②✝✠❥ ❥✟❬✝✝ m ❬✝❤❛☛♣✱ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✷ ✭✈��✮❪❆

è✎✝✉ ♥❤☛t✱ ☛✠✥✼❇❈✆✝❙❥ ✥❇✼❍ ✱✠✝❛☞❥ ✆❛☞✪✠✝✟✳✝ ❣❙❛❪t✝✟ ✞❥▲✞❥ ❝❥✝❝❥ ❣❙❛❆ ❜❧☛②✱ m �� l ❣❙❆
❧❦s❢✁✱❪ ✁✁❦❩ ❞❤❢t✱ ✈❦❙❥ ❢②❢❬❦✱

1. ♠✞❥✝✟❉☞ ❥♣✉✝ ✌✟❛❪ ❉✎✝ ✆✝✞ ✼ ❧✟ ❣✝✟✠❥ t✝☞❤ ❣q❜❩ ✆❯✎ ❥✟❬✝✝ ❬✝❤❛♣ ❧✠☞✟ ❣❙❛ t✝✟ l ♦✟◗❧✌✝❛☞❥ ❣✝✟❭
2. ❉✎✝ ✆✝✞ ❜❧ ❥♣✉✝ ✌❛✟ ❜❧ ✞✡✠✝❥ ✠✝ ✞☛❥♦☞❩✉ ✠❥ ❧✠☞✟ ❣❙❛ ☛✠ ❝❥✝❝❥ ✱✠✝❛☞❥ ✆❛☞✪✠✝✟✳✝❝✉✝✉✟ ♦✟◗ ▲❋✝✝✉ ✞❥ ❝❥✝❝❥ ❧❛✏☞ ✠✝✟✳✝ ❝✉✟❛❭

❨❫❴⑦⑧ 10.2 ✭�✮✲✭✈��✮



①❢✳❦r✷✶✷✷✶✷✷✶✷✷✶✷✷✶✷
✐③✬✉❦♦②❤ 10.1

1. ✱✠ ❥✟❬✝✝❪ ✰✌✝✉ ②❤☛t✱ ✼❇✸ ❬✝❤❛☛♣✱ ✆✝❙❥ ❜❧♦✟◗ ❝✝❣❥ ☛▲❋✝☞ ✠✝✟❜❩ ✻❝♥q ❈ ②❤☛t✱❆♦✟◗♦② ✞❙✌✝✉✝ ✰✿②❥✸ ✆✝❙❥ ✞❥✠✝❥ ✠✝ ✞✡✎✝✟✏ ✠❥☞✟ ❣q✱❪ ❈ ❧✟ ❣✝✟✠❥ ✼❇ ♦✟◗ ❧✌✝❛☞❥ ✱✠❥✟❬✝✝ ❬✝❤❛☛♣✱❆
2. ✱✠ ❥✟❬✝✝ l ❬✝❤❛☛♣✱ ✆✝❙❥ l ✞❥ ☛▲❋✝☞ ☛✠❧❤ ✍✝❤ ✻❝♥q ✞❥ l ✞❥ ②❛❝ ❬✝❤❛☛♣✱❆ ❜❧ ②❛❝ ❥✟❬✝✝✞❥ ✱✠ ✻❝♥q ❳ ②❤☛t✱ t✝✟ l ❧✟ ✹ ❝♠ ✠❤ ♥✇❥❤ ✞❥ ❣✝✟❆ ❳ ❧✟ ❣✝✟✠❥ l ♦✟◗ ❧✌✝❛☞❥ ✱✠ ❥✟❬✝✝

m ❬✝❤❛☛♣✱❆
3. ✌✝✉ ②❤☛t✱ l ✱✠ ❥✟❬✝✝ ❣❙ ✆✝❙❥ P ✱✠ ✻❝♥q ❣❙ t✝✟ l ✞❥ ☛▲❋✝☞ ✉❣❤❛ ❣❙❆ P ❧✟ ❣✝✟✠❥ l ♦✟◗❧✌❛✝☞❥ ✱✠ ❥✟❬✝✝ m ❬✝❤❛☛♣✱❆ ✆❝ P ✠✝✟ l ♦✟◗ ☛✠❧❤ ✻❝♥q ◗ ❧✟ t✝✟☛▼✺✱❆ m ✞❥ ✠✝✟❜❩ ✆❯✎✻❝♥q ❘ ♣q☛✉✱❆ ❘ ❧✟ ❣✝✟✠❥❪ P◗ ♦✟◗ ❧✌✝❛☞❥ ✱✠ ❥✟❬✝✝ ❬✝❤❛☛♣✱❆ ✌✝✉ ②❤☛t✱ ✎❣ ❥✟❬✝✝❪ ❥✟❬✝✝

l ❧✟ ✻❝♥q ❙ ✞❥ ☛✌②☞❤ ❣❙❆ ❧✌✝❛☞❥ ❥✟❬✝✝✆✝✟❛ ♦✟◗ ❜✉ ♥✝✟✉✝✟❛ ✎q�✌✝✟❛ ❧✟ ❉✎✝ ✆✝Ñ☛☞ ❝✉☞❤ ❣❙❭
10.3 ✂❂✁❍✁✕✩✁✙✣ ☎✓ ✘✧★✁
❜❧ ✈✁q✂◆s♥ ❞❦s ✄❁✰✁s ❧s ✄❣②s❪ ❀❣ ✈✂◆❦ ❣❦s①❦ ❢❞ ✈❦✄ ❢☎❦❍❦qt❦s❛ ❞❤ ✈✆è❦❦❥✳❦❦✈❦s❛❪ ❢✆✝❦s✧❦ ✿✄

❧s ❢☎❦❍❦qt❦s❛ ✆s✞ ①q✳❦❦s❛ ✈❦✟❥ ❢☎❦❍❦qt❦s❛ ❞❤ ❧✆❦➧①❧❡r❦ ✆❦②s ✈è❀❦❀❦s❛ ❞❦s

❀❦♥ ❞❥s❛❆

✈❦✄ ❍❦qt❦✈❦s❛ ✈❦✟❥ ❞❦s✳❦❦s❛ ✆s✞ ✈❦✴❦❥❦s❛ ✄❥ ❢☎❦❍❦qt❦s❛ ❞❦s ✆①❤❩Ñr

❞❥✁❦ r❋❦❦ ❢☎❦❍❦qt❦s❛ ❧s ❧❛✠❛❢✴r ❢✁❊✁❢②❢❬❦r ❡❣✡✆✄☛✳❦❩ ①q✳❦❦s❛ ✆s✞

✠❦❥s ❡s❛ t❦✁rs ❣✟❛ ✪

✭�✮ ✱❞ ❢☎❦❍❦qt ❞❦ ✠❦á❞❦s✳❦ ☞❧✆s✞ ♥❦s✁❦s❛ ✈❢❍❦❡q❬❦ ✈❛r✪❞❦s✳❦❦s ❛

✆s✞ ❀❦s①✄✞② ✆s✞ ✠❥❦✠❥ ❣❦sr❦ ❣✟❆

✭��✮ ❢☎❦❍❦qt ✆s✞ r❤✁❦s❛ ✈❯r✪ ❞❦s✳❦❦s❛ ❞❦ ❀❦s① ✶✶✲✌ ❣❦sr❦ ❣✟❆

✭���✮ ❢☎❦❍❦ qt ❞❤ ❢❞❯❣❤❛ ❍❦❤ ♥❦s ❍❦qt❦✈❦s❛ ❞❤ ②❛✠❦❜❀❦s❛ ❞❦ ❀❦s①

r❤❧❥❤ ❍❦ qt❦ ❞❤ ②❛✠❦❜❩ ❧s ✈❢✴❞ ❣❦sr❦ ❣✟❆

✭�✈✮ ✱❞ ❧❡❞❦s✳❦ ❢☎❦❍❦qt ❡s❛ ❞✳❦❩ ✄❥ ✠✁❦ ✆①❩ ✝❦s✧❦ ♥❦s ❍❦qt❦✈❦s❛

✆s✞ ✆①❦s➧ ✆s✞ ❀❦s①✄✞② ✆s✞ ✠❥❦✠❥ ❣❦sr❦ ❣✟❆

❫❢☎❦❍❦qt❦s❛ ❞❤ ❧✆❦➧①❧❡r❦✯ ✆❦②s ✈è❀❦❀ ❡❛s ❣❡✁s ♥s❬❦❦ ❋❦❦ ❢❞ ✱❞ ❢☎❦❍❦qt ✄✍❦■r ❢❞❀❦ t❦ ❧❞r❦

❣✟❪ ❀❢♥ ☞❧✆s✞ ❢✁❊✁❢②❢❬❦r ❡❦✄ ❧❡☛❣❦s❛ ❡s❛ ❧s ❞❦s❜❩ ✱❞ ❢♥❀❦ ❣q✈❦ ❣✟✪

✭�✮ r❤✁ ❍❦qt❦✱→

✭��✮ ♥❦s ❍❦qt❦✱→ ✈❦✟❥ ☞✁✆s✞ ✠❤♣ ❞❦ ❞❦s✳❦

✭���✮ ♥❦s ❞❦s✳❦ ✈❦✟❥ ☞✁✆s✞ ✠❤♣ ❞❤ ❍❦qt❦

✭�✈✮ ❧❡❞❦s✳❦ ❢☎❦❍❦qt ✆s✞ ❢②✱❪ ❞✳❦❩ ✈❦✟❥ ✱❞ ✄❦♥ ✭✎❡❣✮
✈✠❪ ❣❡ ❜✁ ✈✆✴❦❥✳❦❦✈❦s❛ ❞❦ ❢☎❦❍❦qt❦s❛ ❞❤ ❥♣✁❦✈❦s❛ ❡s❛ ✄✍❀❦s① ❞❥s❛①s❆

✥✸ ✏✥✶ ✑✥✷

a ✑ b ❃ c

b✷+ a✷ ✏ c✷

✥✶ ✑✥✷ ✑✥✸ ✏ ✶✶✲✌



✐③❦❀❦s❢①❞ ❚❀❦❢❡❢r ✷✶✸✷✶✸✷✶✸✷✶✸✷✶✸
10.4 ✑☎ ✂❂✁❍✁✕✩ ☎✓ ✘✧★✁ ✩✦ ✥✢☎✓ ✤✓★✁✙✣ ❍✁✕✩✁✈✁✙ ✣ ☎✓ ② ✣✦✁✖❀✁ → ✒✓ ✔✁✙✣

✭SSS ☎✢✁✯❱✓✮
❜❧ ✆✉qP◆✟♥ ✌❛✟❪ ❣✌ ☛❂✝✍✝qt✝✟❛ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❥✟❛✏✟ t❝ ♠❧✠❤ ☞❤✉✝✟❛ ✍✝qt✝✱→ ❑✝☞ ❣✝✟ ❛❆ ✞❣②✟ ❣✌ ❜❧✠❤
✱✠ ❥✞✺◗ �✁✂✄☎✆✝ ✆✝Ñ☛☞ ❬✝❤❛♣☞✟ ❣❙❛❪ ☛t❧❧✟ ♠❧✠❤ ✍✝qt✝✆✝✟❛ ✠✝ ✠q◆ ✆✉q✌✝✉ ②✏ t✝✱ ✆✝❙❥ ☛✞◗❥☞❤✉✝✟ ❛ ✍✝qt✝✆✝✟❛ ✌✟❛ ❧✟ ✱✠ ✍✝qt✝ ②✟✠❥ ❥♣✉✝ ✞✡✝❥❛✍✝ ✠❥☞✟ ❣❙❛❆ ☛✉❊✉☛②☛❬✝☞ ♠♥✝❣❥✳✝ ✠✝✟ ❧✌☛❃✱ ✪
♠♥❦❣❥✳❦ 1 ✱✠ ☛❂✝✍✝qt ✼❇❈ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ t❝☛✠ ✼❇ ✏ ✺ ❝♠❪ ❇❈ ✏ ✻ ❝♠ ✆✝❙❥

✼❈ ✏ ✼ ❝♠ ☛♥✎✝ ❣❙❆
❣✞

♣❥✞❫ 1 ✞❣②✟ ❣✌ ♥❤ ❣q❜❩ ✌✝✞✝✟❛ ✠❤ ✱✠ ❥✞◗ ✆✝Ñ☛☞ ❬✝❤❛♣☞✟ ❣❙❛ ✰❜❧❧✟ ❣✌✟❛ ✆✝✏✟
❝❁ ✺✉✟ ✌✟❛ ❧❣✝✎☞✝ ☛✌②✟✏❤✸ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✸✭�✮❪❆

♣❥✞❫ 2 ✻ ❝♠ ②❛❝✝❜❩ ✠✝ ❥✟❬✝✝ ❬✝❛▼ ❇❈ ❬✝❤❛☛♣✱
✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✸✭��✮❪❆

♣❥✞❫ 3 ✻❝♥q ❇ ❧✟❪ ✻❝♥q ✼✱ ✺ ❝♠ ✠❤ ♥✇❥❤ ✞❥ ❣❙❆ ✆☞✪❪ ❇ ✠✝✟♦✟❛◗♥✡ ✌✝✉ ✠❥ ✆✝❙❥ ✺ ❝♠ ☛❂✝❚✎✝ ②✟✠❥ ✱✠ ♣✝✞ ❬✝❤❛☛♣✱❆✰✆❝ ✼ ❜❧ ♣✝✞ ✞❥ ✠❣❤❛ ☛▲❋✝☞ ✱✠ ✻❝♥q ❣❙❆ ✎❣ ❑✝☞
✠❥✉✝ ❣✌✝❥✝ ✠✝✌ ❣❙ ☛✠ ✼ ☛❝❨♦q◗② ❇❤✠ ❜❧ ♣✝✞ ✞❥✠❣✝→ ❣❙✸ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✸✭���✮❪❆

♣❥✞❫ 4 ❈ ❧✟❪ ✻❝♥q ✼❪ ✼ ❝♠ ✠❤ ♥✇❥❤ ✞❥ ❣❙❆ ✆☞✪❪ ❈ ✠✝✟ ♦✟❛◗♥✡✌✝✉ ✠❥ ✆✝❙❥ ✼ ❝♠ ☛❂✝❚✎✝ ②✟✠❥ ✱✠ ♣✝✞ ❬✝❤❛☛♣✱❆✰✼ ❜❧ ♣✝✞ ✞❥ ✠❣❤❛ ☛▲❋✝☞ ❣✝✟✏✝❆ ❣✌✟❛ ❜❧✠✝ ✞☞✝ ②✏✝✉✝❣❙✸ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✸✭�✈✮❪❆

✭��✮
✭�✮

✭�✈✮

✭���✮



①❢✳❦r✷✶✹✷✶✹✷✶✹✷✶✹✷✶✹

❜❯❣s ❛ ❞❤❢t✱

✥ ✦ ✧� ✩

✪ ✁✂
✫ ✄☎

✬

❨❫❴⑦⑧ 10.4 ✪ ❧✝✟☛♣✱❪ ❉✎✝ ✎❣ ❧❣❤❣❙❆ ❧❣❤ ❣❙❭

♣❥✞❫ 5 ✼ ✠✝✟ ❬✝❤❛♣✟ ✏✱ ❜✉ ♥✝✟✉✝✟❛ ♣✝✞✝✟❛ ✞❥ ☛▲❋✝☞ ❣✝✟✉✝ ♣✝☛❣✱❆ ✆☞✪❪ ✎❣ ❜✉ ♥✝✟✉✝✟❛ ♣✝✞✝✟❛ ✠✝✞✡☛☞P◆✟♥ ✻❝♥q ❣❙❆ ❜✉ ♣✝✞✝✟❛ ✠✟ ✞✡☛☞P◆✟♥ ✻❝♥q ✠✝✟ ✼ ❧✟ ✆❛☛✠☞ ✠❤☛t✱❆ ✼❇ ✆✝❙❥ ✼❈✠✝✟ t✝✟☛▼✺✱❆ ✆❝ ✆✼❇❈ ☞❙✎✝❥ ❣❙ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✸✭✈✮❪❆

✆✝❜✱ ✆❝ ✱✠ ✆❯✎ ☛❂✝✍✝qt ❉❊❋ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❥✟❛❪ ☛t❧✌✟❛ ❉❊ ✏ ✺ ❝♠❪ ❊❋ ✏ ✻ ❝♠ ✆✝❙❥
❉❋ ✏ ✼ ❝♠ ❣❙❆ ✆❉❊❋ ✠✝✟ ✠✝❱ ✠❥ ♠❧✟ ✆✼❇❈ ✞❥ ❥☛❬✝✱ ❆

❣✌ ♥✟❬✝☞✟ ❣❙❛ ☛✠ ✆❉❊❋✱ ✆✼❇❈ ✠✝✟ ✞✇✳✝❩☞✎✝ ❁✠ ②✟☞✝ ❣❙❪ ✆❋✝✝❩☞ ⑦⑦ ♠❧♦✟◗ ❧✝❋✝ ❧❛✞✝☞❤ ❣✝✟ t✝☞✝❣❙❆ ✰è✎✝✉ ♥❤☛t✱ ☛✠ ❜✉ ♥✝✟✉✝✟❛ ☛❂✝✍✝qt✝✟❛ ✠❤ ❥♣✉✝ ♥❤ ❣q❜❩ ☞❤✉ ✍✝qt✝✆✝✟❛ ❧✟ ✠❤ ✏❜❩ ❣❙❆✸ ❜❧ ✞✡✠✝❥❪
✎☛♥ ✱✠ ☛❂✝✍✝qt ✠❤ ☞❤✉ ✍✝qt✝✱→ ♥✇❧❥✟ ☛❂✝✍✝qt ✠❤ ❧❛✏☞ ☞❤✉ ✍✝qt✝✆✝✟❛ ♦✟◗ ❝❥✝❝❥ ❣✝✟❛❪ ☞✝✟ ♥✝✟✉✝✟❛ ☛❂✝✍✝qt❧♦✝➧✏❧✌ ❣✝✟☞✟ ❣❙❛❆ ✎❣ ❙❙❙ ❧♦✝➧✏❧✌☞✝ ☛✉✎✌ ✰✎✝ ✠❧✝❙❱❤✸ ✠❣②✝☞✝ ❣❙❪ ☛t❧✟ ✆✝✞ ☛✞◆②✟
✆è✎✝✎ ✌❛✟ ✞❁✺ ♣q♦✟◗ ❣❙❛❆

❧❦s❢✁✱❪ ✁✁❦❩ ❞❤❢t✱ ✈❦❙❥ ❢②❢❬❦✱

✱✠ ☛♦⑤✝❋✝❤❩ ✉✟ ✱✠ ✱✟❧✝ ☛❂✝✍✝qt ❬✝❤❛♣✉✟ ✠✝ ✞✡✎❘✉ ☛✠✎✝❪ ☛t❧✠❤ ❥✞✺◗✆✝Ñ☛☞ ✎❣✝→ ♥❤ ✏❜❩ ❣❙❆ ✞❣②✟ ♠❧✉✟ ◗❘ ❬✝❤❛♣✝❆ ☛✞◗❥ ♠❧✉✟ ◗ ✠✝✟ ♦❛✟◗♥✡✌✝✉ ✠❥ ✆✝❙❥ ✸ ❝♠ ☛❂✝❚✎✝ ②✟✠❥ ✱✠ ♣✝✞ ❬✝❤❛♣❤ ☞❋✝✝ ❘✠✝✟ ♦✟❛◗♥✡ ✌✝✉✠❥ ✆✝❙❥ ✷ ❝♠ ☛❂✝❚✎✝ ②✟✠❥ ✱✠ ✆❯✎ ♣✝✞ ❬✝❤❛♣❤❆ ✞❥❛☞q ♦❣ P ✉❣❤❛ ✞✡✝■☞✠❥ ❧✠✝❆ ❜❧✠✝ ❉✎✝ ✠✝❥✳✝ ❣❙❭ ❜❧ ✞✡✹✉ ❧✟ ❧❛❝❛☛✴☞ ☛❂✝✍✝qt ♦✟◗ ☛✠❧✏q✳✝ ✠✝✟ ✆✝✞ t✝✉☞✟ ❣❙❛❭ ❉✎✝ ✱✟❧✟ ☛❂✝✍✝qt ✠✝ ✆☛▲☞❘♦ ❣❙❭ ✰☛❂✝✍✝qt✝✟❛ ♦✟◗ ❜❧
✏q✳✝ ✠✝✟ ✎✝♥ ✠❤☛t✱✪ ☛✠❧❤ ☛❂✝✍✝qt ✠❤ ♥✝✟ ✍✝qt✝✆✝✟❛ ✠✝ ✎✝✟✏❧♥❙♦ ☞❤❧❥❤ ✍✝qt✝ ❧✟ ❝▼✺✝ ❣✝✟☞✝ ❣❙✸❆

❨❫❴⑦⑧ 10.3 ✭�✮ ✲ ✭✈✮ ✭✈✮



✐③❦❀❦s❢①❞ ❚❀❦❢❡❢r ✷✶✺✷✶✺✷✶✺✷✶✺✷✶✺
✐③✬✉❦♦②❤ 10.2

1. ✥❳❳� ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ ☛t❧✌✟❛ ❳❳ ✏ ✹✴✺ ❝♠❪ ❳� ✏ ✺ ❝♠ ✆✝❙❥ �❳ ✏ ✻ ❝♠ ❣❙❆
2. ✺✴✺ ❝♠ ✍✝qt✝ ♦✝②✟ ✱✠ ❧✌❝✝❣q ☛❂✝✍✝qt ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❆
3. ✥P◗❘✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ ☛t❧✌✟❛ P◗ ✏✹ ❝♠❪◗❘ ✏ ✸✴✺ ❝♠ ✆✝❙❥ P❘ ✏✹ ❝♠ ❣❙❆ ✎❣ ☛✠❧✞✡✠✝❥ ✠✝ ☛❂✝✍✝qt ❣❙❭
4. ✼❇❈ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ ☞✝☛✠ ✼❇ ✏ ✷✴✺ ❝♠❪ ❇❈ ✏ ✻ ❝♠ ✆✝❙❥ ✼❈ ✏ ✻✴✺ ❝♠ ❣✝✟❆

✁❇✠✝✟ ✌✝☛✞✱❆
10.5 ✑☎ ✂❂✁❍✁✕✩ ☎✓ ✘✧★✁ ✩✦ ✒✁✙ ❍✁✕✩✁✈✁✙✣ ☎✓ ②✣✦✁✖❀✁→ ✈✁✯✘ ✥★✛✙✜ ✦✓✧ ✛✙✜

☎✁✙✳✁ ☎✓ ✄✁✫ ✒✓ ✔✁✙ ✭SAS ☎✢✁✯❱✓✮
✎❣✝→❪ ❣✌✟❛ ♥✝✟ ✍✝qt✝✱→ ✆✝❙❥ ♠✉♦✟◗ ❝❤♣ ✠✝ ✠✝✟✳✝ ☛♥✎✝ ❣q✆✝ ❣❙❆ ✞❣②✟ ❣✌ ✱✠ ❥✞✺◗ ✆✝Ñ☛☞ ❬✝❤❛♣☞✟❣❙❛ ✆✝❙❥ ☛✞◗❥ ☛♥✱ ❣q✱ ❥✟❬✝✝❬✝❛▼✝✟❛ ✌✟❛ ❧✟ ✱✠ ❥✟❬✝✝❬✝❛▼ ❬✝❤❛♣☞✟ ❣❙❛❆ ❜❧♦✟◗ ❝✝♥ ✆❯✎ ♣❥✳✝✝✟❛ ✠✝✆✉q❧❥✳✝ ☛✠✎✝ t✝☞✝ ❣❙❆ ♠♥✝❣❥✳✝ ✷ ♥✟☛❬✝✱❆
♠♥❦❣❥✳❦ ✷ ✱✠ ☛❂ ✝✍ ✝qt P◗❘ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ t❝

☛♥✎✝ ❣❙ ☛✠ P◗ ✏ ✸ ❝♠❪ ◗❘ ✏ ✺✴✺ ❝♠ ✆✝❙❥
✥P◗❘ ✏ ✻✲✌ ❣❙❆

❣✞

♣❥✞❫ 1 ✞❣②✟ ❣✌ ♥❤ ❣q❜❩ ✌✝✞✝✟❛ ♦✟◗ ✆✉q❧✝❥❪ ✱✠❥✞✺◗ ✆✝Ñ☛☞ ❬✝❤❛♣☞✟ ❣❙❛❆ ✰❜❧❧✟ ❣✌✟❛ ❥♣✉✝✠❤ ✞✡☛Ø✎✝ ☛✉✴✝❩☛❥☞ ✠❥✉✟ ✌✟❛ ❧❣✝✎☞✝☛✌②✟✏❤✸ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✺✭�✮❪❆
♣❥✞❫ 2 ✺✴✺ ❝♠ ②❛❝✝❜❩ ✠✝ ✱✠ ❥✟❬✝✝❬✝❛▼ ◗❘❬✝❤❛☛♣✱ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✺✭��✮❪❆
♣❥✞❫ 3 ◗ ✞❥ ☛✠❥✳✝ ◗❳ ❬✝❤❛☛♣✱❪ t✝✟ ◗❘ ♦✟◗❧✝❋✝ ✻✲✌ ✠✝ ✠✝✟✳✝ ❝✉✝✱❆ ✭✻❝♥q P✠✝✟✳✝✠❤ ❜❧❤ ☛✠❥✳✝ ✞❥ ✠❣❤❛ ☛▲❋✝☞ ❣✝✟✏✝✸

✏✆✝Ñ☛☞✶✲✴✺✭���✮❪❆
♣❥✞❫ 4 ✭P✠✝✟ ☛✉☛✹♣☞ ✠❥✉✟ ♦✟◗ ☛②✱❪ ♥✇❥❤ ◗P

♥❤ ❣q❜ ❩ ❣ ❙❆✸ ◗ ✠✝✟ ♦✟❛ ◗♥✡ ✌ ✝✉ ✠❥
✸ ❝♠ ☛❂✝❚✎✝ ♦✝②❤ ✱✠ ♣✝✞ ❬✝❤❛☛♣✱❆✎❣ ◗❳ ✠✝✟ ✻❝♥q P ✞❥ ✠✝❱☞✝ ❣❙❆
✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✺✭�✈✮❪❆

✭✂✄✰ ◗ ✈❦Ñ❢r✮

✭�✮

✭��✮

✭���✮

✭�✈✮



①❢✳❦r✷✶✻✷✶✻✷✶✻✷✶✻✷✶✻

♣❥✞❫ 5 P❘ ✠✝✟ t✝✟☛▼✺✱❆ ❜❧ ✞✡✠✝❥❪ ✆P◗❘ ✞✡✝■☞❣✝✟ t✝☞✝ ❣❙ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✺ ✭✈✮❪❆

✆✝❜❩✱ ✆❝ ✱✠ ✆❯✎ ☛❂✝✍✝qt ✼❇❈ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❥✟❛ ☞✝☛✠ ✼❇ ✏ ✸ ❝♠❪ ❇❈ ✏ ✻✴✺ ❝♠ ✆✝❙❥
✦✼❇❈ ✏ ✻✲✌ ❣✝✟❆ ❜❧ ✥✼❇❈ ✠✝✟ ✠✝❱ ✠❥ ✥P◗❘ ✞❥ ❥☛❬✝✱❆ ❣✌ ❉✎✝ ♥✟❬✝☞✟ ❣❙❛❭ ❣✌ ♥✟❬✝☞✟❣❙❛ ☛✠ ✥✼❇❈ ✞✇✳✝❩☞✎✝ ✥P◗❘ ♦✟◗ ❧✝❋✝ ❧❛✞✝☞❤ ❣✝✟ t✝☞✝ ❣❙❪ ✆❋✝✝❩☞⑦⑦ ♠❧✟ ❁✠ ②✟☞✝ ❣❙ ❆ ❜❧ ✞✡✠✝❥❪✎☛♥ ✱✠ ☛❂✝✍✝qt ✠❤ ♥✝✟ ✍✝qt✝✱→ ✆✝❙❥ ♠✉♦✟◗ ✌è✎ ☛▲❋✝☞ ✰❝❤♣ ✠✝✸ ✠✝✟✳✝ ✱✠ ✆❯✎ ☛❂✝✍✝qt ✠❤
❧❛✏☞ ✍✝qt✝✆✝✟❛ ✆✝❙❥ ♠✉♦✟◗ ✌è✎ ☛▲❋✝☞ ✠✝✟✳✝ ♦✟◗ ❝❥✝❝❥ ❣✝✟❛❪ ☞✝✟ ♥✝✟✉✝✟❛ ☛❂✝✍✝qt ❧♦✝➧✏❧✌ ❣✝✟☞✟ ❣❙❛❆ ✎❣
❙✼❙ ❧♦✝➧✏❧✌☞✝ ☛✉✎✌ ✎✝ ✠❧✝❙❱❤ ❣❙❪ ☛t❧✟ ❣✌ ☛✞◆②✟ ✆è✎✝✎ ✌✟❛ ✞❁✺ ♣q♦✟◗ ❣❙❛❆ ✰è✎✝✉♥❤☛t✱ ☛✠ ♥✝✟✉✝✟❛ ☛❂✝✍✝qt✝✟❛ ✠❤ ❥♣✉✝ ♥❤ ❣q❜ ❩ ♥✝✟ ✍✝qt✝✆✝✟❛ ✆✝❙❥ ♠✉♦✟◗ ✌è✎ ☛▲❋✝☞ ✰❝❤♣ ♦✟◗✸ ✠✝✟✳✝
⑥✝❥✝ ✠❤ ✏❜❩ ❣❙❆✸

❧❦s❢✁✱❪ ✁✁❦❩ ❞❤❢t✱ ✈❦❙❥ ❢②❢❬❦✱

♠✞❥✝✟❉☞ ❥♣✉✝ ✌✟❛❪ ♥✝✟ ✍✝qt✝✆✝✟❛ ✠❤ ②❛❝✝❜✎✝→ ✆✝❙❥ ✱✠ ✠✝✟✳✝ ✠✝ ✌✝✞ ☛♥✎✝ ❣q✆✝ ❋✝✝❆ ✆❝❪☛✉❊✉☛②☛❬✝☞ ❧✌▲✎✝ ✠✝ ✆è✎✎✉ ✠❤☛t✱ ✪
✱✠ ✥✼❇❈ ✌✟❛❪ ✎☛♥ ✼❇ ✏ ✸ ❝♠❪✼❈ ✏ ✺ ❝♠ ✆✝❙❥ ✦❈ ✏ ✸✲✌ ❣❙❪ ☞✝✟ ❉✎✝ ❣✌ ❜❧ ☛❂✝✍✝qt✠❤ ❥♣✉✝ ✠❥ ❧✠☞✟ ❣❙❛❭ ❣✌ ✼❈ ✏ ✺ ❝♠ ❬✝❤❛♣ ✠❥❪ ✦❈ ✏ ✸✲✌ ❬✝❤❛♣ ❧✠☞✟ ❣❙❛❆ ✦❈ ✠❤ ✱✠✍✝qt✝ ❈✼ ❣❙❆ ✻❝♥q ❇ ✠✝✟ ❜❧ ✠✝✟✳✝ ❈ ✠❤ ♥✇❧❥❤ ✍✝qt✝ ✞❥ ☛▲❋✝☞ ❣✝✟✉✝ ♣✝☛❣✱❆ ✞❥❛☞q❪ è✎✝✉ ♥❤☛t✱☛✠ ✻❝♥q ❇ ✠✝✟ ✱✠ ✆☛⑥☞❤✎ ✿✞ ❧✟ ☛✉✴✝❩☛❥☞ ✉❣❤❛ ☛✠✎✝ t✝ ❧✠☞✝ ❣❙❆ ✆☞✪❪ ☛❂✝✍✝qt ✼❇❈ ✠❤

❥♣✉✝ ✠❥✉✟ ♦✟◗ ☛②✱❪ ☛♥✱ ❣q✱ ✆✝→✠▼✺✟ ✞✎✝❩■☞ ✉❣❤❛ ❣❙❛❆
✆❝ ✥✼❇❈ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❥✉✟ ✠✝ ✞✡✎❘✉ ✠❤☛t✱❪ t❝ ✼❇ ✏ ✸ ❝♠❪ ✼❈ ✏ ✺ ❝♠ ✆✝❙❥

✦❇ ✏ ✸✲✌ ❣❙❆ ❣✌ ❉✎✝ ✞✡✟☛④✝☞ ✠❥☞✟ ❣❙❛❭ ✞q✉✪❪ ✥✼❇❈ ✠❤ ❥♣✉✝ ✆☛⑥☞❤✎ ✿✞ ❧✟ ✉❣❤❛ ✠❤ t✝
❧❞r❤ ❣✟❆ ❜❧ ✄✍❞❦❥❪ ❣❡ ❢✁✧❞✧❦❩ ❢✁❞❦② ❧❞rs ❣✟❛ ❢❞ ✱❞ ✈❢⑥r❤❀ ❢☎❦❍❦qt ❞❤ ❥♣✁❦ r❍❦❤ ❞❤

t❦ ❧❞r❤ ❣✟ t✠ ☞❧❞❤ ♥❦s ❍❦qt❦✈❦s❛ ❞❤ ②❛✠❦❜❀❦→ ✈❦✟❥ ☞✁✆s✞ ❡è❀ ❢▲❋❦r ✭✠❤♣ ✆s✞✮ ❞❦s✳❦ ❞❦

❡❦✄ ❢♥❀❦ ❣q✈❦ ❣❦s❆

❨❫❴⑦⑧ 10.5 ✭�✮✲✭✈✮ ✭✈✮
❜❯❣s❛ ❞❤❢t✱



✐③❦❀❦s❢①❞ ❚❀❦❢❡❢r ✷✶✼✷✶✼✷✶✼✷✶✼✷✶✼
✥✦✧★❦✩②❤ 10.3

1. ✥❉❊❋✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ ☞✝☛✠ ❉❊ ✏ ✺ ❝♠❪❉❋ ✏ ✸ ❝♠ ✆✝❙❥ ♠✦❊❉❋ ✏ ✾✲✌ ❣✝✟❆
2. ✱✠ ❧✌☛⑥❝✝❣q ☛❂✝✍✝qt ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ ☛t❧✠❤ ✞✡❘✎✟✠ ❧✌✝✉ ✍✝qt✝ ✠❤ ②❛❝✝❜❩ ✻✴✺ ❝♠ ❣✝✟✆✝❙❥ ♠✉♦✟◗ ❝❤♣ ✠✝ ✠✝✟✳✝ ✶✶✲✌ ✠✝ ❣✝✟❆
3. ❇❈ ✏ ✼✴✺ ❝♠ ✆✝❙❥ ✼❈ ✏ ✺ ❝♠ ✆✝❙❥ ♠✁❈ ✏ ✻✲✌ ♦✝②✟ �✼❇❈ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❆

10.6 ✑☎ ✂❂✁❍✁✕✩ ☎✓ ✘✧★✁ ✩✦ ✥✢☎✙ ✒✁✙ ☎✁✙✳✁✁✙✣ ✛✙✜ ✄✁✫ ✈✁✯✘ ✖★ ☎✁✙✳✁✁✙✣ ✛✙✜
✦✓✧ ☎✓ ❍✁✕✩✁ ☎✓ ②✣✦✁✖✗ ✒✓ ✔✁✙ ✭ASA ☎✢✁✯❱✓✮

t❙❧✝ ✞❣②✟ ☛✠✎✝ ❋✝✝❪ ✱✠ ❥✞✺ ◗ ✆✝Ñ☛☞ ❬✝❤❛☛❛♣✱❆ ✆❝❪ ☛♥✎✝ ❣q✆✝ ❥✟❬✝✝❬✝❛▼ ❬✝❤❛☛♣✱❆ ♥✝✟✉✝✟❛ ✆❛☞✻❝♥q✆✝✟❛ ✞❥ ✠✝✟✳✝ ❝✉✝❜✱❆ ♠♥✝❣❥✳✝ ✸ ♥✟☛❬✝✱❆
♠♥❦❣❥✳❦ 3 ✥❳❳� ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ ✎☛♥❪ ❳❳ ✏ ✻ ❝♠❪ ♠✦�❳❳ ✏ ✸✲✌ ✆✝❙❥

♠✦❳❳� ✏✶✲✲✌ ❣❙❆
❣✞

♣❥✞❫ 1 ♦✝▲☞☛♦✠ ❥♣✉✝ ❧✟ ✞❣②✟❪ ❣✌ ❜❧ ✞❥ ✆❛☛✠☞ ✌✝✞✝✟❛ ♦✟◗ ✆✉q❧✝❥ ✱✠ ❥✞✺◗✆✝Ñ☛☞ ❬✝❤❛♣☞✟ ❣❙❛❆ ✰❜❧❧✟ ♦q◗◆ ✆✉q✌✝✉ ②✏ t✝☞✝ ❣❙ ☛✠ ♦❙◗❧✟ ❥♣✉✝ ✠❤
t✝✱✸ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✻✭�✮❪❆

♣❥✞❫ 2 ✻ ❝♠ ②❛❝✝❜❩ ✠✝ ❥✟❬✝✝❬✝❛▼ ❳❳ ❬✝❤❛☛♣✱
✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✻✭��✮❪❆

♣❥✞❫ 3 ❳ ✞❥ ✱✠ ☛✠❥✳✝❳P ❬✝❤❛☛♣✱ t✝✟ ❳❳ ❧✟
✸✲✌✠✝ ✠✝✟✳✝ ❝✉✝✱❆ ☛♥✱ ❣q✱ ✞✡☛☞❝❛✴ ♦✟◗✆✉q❧✝❥ ✻❝♥q � ☛✠❥✳✝ ❳P ✞❥ ✠❣❤❛ ☛▲❋✝☞❣✝✟✉✝ ♣✝☛❣✱ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✻✭���✮❪❆

♣❥✞❫ 4 ❳ ✞❥ ✱✠ ☛✠❥✳✝❳◗ ❬✝❤❛☛♣✱❪ t✝✟ ❳❳ ❧✟✶✲✲✌ ✠✝ ✠✝✟✳✝ ❝✉✝✱❆ ☛♥✱ ❣q✱ ✞✡☛☞❝❛✴♦✟◗ ✆✉q❧✝❥ � ☛✠❥✳✝ ❳◗ ✞❥ ✍✝❤ ✆♦✹✎☛▲❋✝☞ ❣✝✟✉✝ ♣✝☛❣✱
✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✻✭�✈✮❪❆

✭❥✐✰ ◗ ❨❫❴⑦⑧✮

✭�✮
✭��✮

✭���✮

✭�✈✮



①❢✳❦r✷✶✽✷✶✽✷✶✽✷✶✽✷✶✽

❜❯❣s❛ ❞❤❢t✱

❨❫❴⑦⑧ 10.6 ✭�✮ ✲ ✭✈✮

♣❥✞❫ 5 �✠✝✟ ♥✝✟✉✝✟❛ ☛✠❥✳✝✝✟ ❛❳P✆✝❙❥ ❳◗ ✞❥ ☛▲❋✝☞❣✝✟✉✝ ♣✝☛❣✱❆ ✆☞✪❪ ❜✉ ♥✝✟✉✝✟❛ ☛✠❥✳✝✝✟❛ ✠✝✞✡☛☞P◆✟♥ ✻❝♥q ❣❤ � ❣❙❆ ✆❝ ✥❳❳� ✞✇❥✝
❝✉ t✝☞✝ ❣❙ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✻✭✈✮❪❆

✆❝ ✱✠ ✆❯✎ ☛❂✝✍✝qt ▲▼✽ ❬✝❤❛☛♣✱❪ ☛t❧✌✟❛ ♠✦✽▲▼ ✏ ✸✲✌✱ ▲▼ ✏ ✻ ❝♠ ✆✝❙❥
♠✦✽▼▲ ✏ ✶✲✲✌ ❣✝✟❆ ❜❧ ☛❂✝✍✝qt ▲▼✽ ✠✝✟ ✠✝❱✠❥ ☛❂✝✍✝qt❳❳� ✞❥ ❥☛❬✝✱❆ ❣✌ ♥✟❬✝☞✟ ❣❙❛ ☛✠☛❂✝✍✝qt ▲▼✽ ☛❂✝✍✝qt ❳❳� ♦✟◗ ❧✝❋✝ ✞✇✳✝❩☞✎✝ ❧❛✞✝☞❤ ❣✝✟ t✝☞✝ ❣❙❆ ❜❧ ✞✡✠✝❥❪ ✎☛♥ ✱✠ ☛❂✝✍✝qt ♦✟◗
♥✝✟ ✠✝✟✳✝ ✆✝❙❥ ♠✉♦✟◗ ✌è✎ ☛▲❋✝☞ ✍✝qt✝ ♥✇❧❥✟ ☛❂✝✍✝qt ♦✟◗ ❧❛✏☞ ♥✝✟ ✠✝✟✳✝✝✟❛ ✆✝❙❥ ♠✉♦✟◗ ✌è✎ ☛▲❋✝☞ ✍✝qt✝♦✟◗ ❝❥✝❝❥ ❣✝✟❪ ☞✝✟ ♥✝✟✉✝✟❛ ☛❂✝✍✝qt ❧♦✝➧✏❧✌ ❣✝✟☞✟ ❣❙❛❆ ✎❣ ✼❙✼ ❧♦✝➧✏❧✌☞✝ ☛✉✎✌ ✎✝ ✠❧✝❙❱❤ ❣❙❪ ☛t❧✟✆✝✞ ☛✞◆②✟ ✆è✎✝✎ ✌❛✟ ✞❁✺ ♣q♦✟◗ ❣❙❛❆ ✰è✎✝✉ ♥❤☛t✱ ☛✠ ✎❣✝→ ♥✝✟ ☛❂✝✍✝qt✝✟❛ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤ ✏❜❩ ❣❙❪t❝ ♥✝✟ ✠✝✟✳✝ ✆✝❙❥ ♠✉♦✟◗ ✌è✎ ☛▲❋✝☞ ✍✝qt✝ ♥❤ ✏❜❩ ❣❙❆✸

❧❦s❢✁✱❪ ✁✁❦❩ ❞❤❢t✱ ✈❦❙❥ ❢②❢❬❦✱

♠✞❥✝✟❉☞ ♠♥✝❣❥✳✝ ✌✟❛❪ ✱✠ ✍✝qt✝ ✠❤ ②❛❝✝❜❩ ✆✝❙❥ ♥✝✟ ✠✝✟✳✝✝✟❛ ♦✟◗ ✌✝✞ ☛♥✱ ✏✱ ❋✝✟❆ ✆❝ ☛✉❊✉☛②☛❬✝☞❧✌▲✎✝ ✠✝ ✆è✎✎✉ ✠❤☛t✱ ✪
✥✼❇❈✱ ✌✟❛❪ ✎☛♥✼❈ ✏ ✼ ❝♠❪ ♠✦✼ ✏ ✻✲✌ ✆✝❙❥ ♠✦❇ ✏ ✺✲✌ ❣❙❪ ☞✝✟ ❉✎✝ ✆✝✞ ☛❂✝✍✝qt ✠❤

❥♣✁❦ ❞❥ ❧❞rs ❣✟❛❭ ✭❢☎❦❍❦qt ❞❦ ❞❦s✳❦ ❀❦s① ①q✳❦ ✈❦✄❞❤ ❧❣❦❀r❦ ❞❥ ❧❞r❦ ❣✟✦✮

✐③✬✉❦♦②❤ 10.4

1. ✥✼❇❈✱ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ t❝♠✦✼ ✏ ✻✲✌✱ ♠✦❇ ✏ ✸✲✌ ✆✝❙❥ ✼❇ ✏ ✺✴✶ ❝♠ ☛♥✎✝ ❣❙❆
2. ✥P◗❘ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ ✎☛♥ P◗ ✏ ✺ ❝♠❪ ♠✦P◗❘ ✏ ✶✲✺✌ ✆✝❙❥ ♠✦◗❘P ✏ ✹✲✌☛♥✎✝ ❣❙❆

✰❧❛♦✟◗☞ ✪ ☛❂✝✍✝qt ♦✟◗ ✠✝✟✳✝ ✎✝✟✏ ✏q✳✝ ✠✝✟ ✎✝♥ ✠❤☛t✱✸❆
3. t✝→♣ ✠❤☛t✱ ☛✠ ✆✝✞ ✥❉❊❋ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❥ ❧✠☞✟ ❣❙❛ ✎✝ ✉❣❤❛❪ ✎☛♥ ❊❋ ✏ ✼✴✷ ❝♠❪

♠✦❊ ✏ ✶✶✲✌ ✆✝❙❥ ♠✦❋ ✏ ✶✲✌ ❣✟❆ ✈✄✁s ☞Ù❦❥ ❞❤ ✄q❢✧❱ ❞❤❢t✱❆

✭✈✮



✐③❦❀❦s❢①❞ ❚❀❦❢❡❢r ✷✶✾✷✶✾✷✶✾✷✶✾✷✶✾
10.7 ✑☎ ✢✄☎✁✙✳✁ ✂❂✁❍✁✕✩ ☎✓ ✘✧★✁❪ ✩✦ ✥✢✛✙✜ ✑☎ ✫✁✒ ✭❍✁✕✩✁✮ ✈✁✯✘ ☎✳✁✗

☎✓ ② ✣✦✁✖✗❀✁→ ✒✓ ✔✕✖✗ ✔✁✙✣❆ ✭RHS ☎✢✁✯❱✓✮
✎❣✝→❪ ❥✞✺ ◗ ✆✝Ñ☛☞ ❝✉✝✉✝ ❧❥② ❣❙❆ ✆❝ ♥❤ ❣q❜❩ ✍✝qt✝ ♦✟◗ ✆✉q❧✝❥❪ ✱✠ ❥✟❬✝✝❬✝❛▼ ❬✝❤❛☛♣✱❆ ❜❧♦✟◗
✱✠ ✆❛❘✎ ✻❝♥q ✞❥ ✱✠ ❧✌✠✝✟✳✝ ❝✉✝❜✱❆ ☛❂✝✍✝qt ✠❤ ♥❤ ❣q❜ ❩ ②❛❝✝❜✎✝✟❛ ✠❤ ✍✝qt✝ ✆✝❙❥ ✠✳✝❩❬✝❤❛♣✉✟ ♦✟◗ ☛②✱ ✞❥✠✝❥ ✠✝ ✞✡✎✝✟✏ ✠❤☛t✱❆ ☛❂✝✍✝qt ✠✝✟ ✞✇❥✝ ✠❤☛t✱❆ ☛✉❊✉☛②☛❬✝☞ ♠♥✝❣❥✳✝ ✞❥☛♦♣✝❥ ✠❤☛t✱ ✪
♠♥❦❣❥✳❦ 4 ✥▲▼✽ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ ☛t❧✠✝ ✦▲▼✽ ❧✌✠✝✟✳✝ ❣❙ ☞❋✝✝ ☛♥✎✝ ❣❙ ☛✠

▲✽ ✏ ✺ ❝♠ ✆✝❙❥ ▼✽ ✏ ✸ ❝♠ ❆
❣✞

♣❥✞❫ 1 ✱✠ ❥✞✺◗ ✆✝Ñ☛☞ ❬✝❤❛☛♣✱ ✆✝❙❥ ♠❧ ✞❥ ☛♥✱ ❣q✱✌✝✞ ✠✝✟ ✆❛☛✠☞ ✠❤☛t✱❆ ❧✌✠✝✟✳✝ ✆❛☛✠☞✠❥✉✝ ✎✝♥ ❥☛❬✝✱ ✭✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✼✭�✮✮❆
♣❥✞❫ 2 ✸ ❝♠ ②❛❝✝❜❩ ✠✝ ❥✟❬✝✝❬✝❛▼ ▼✽ ❬✝❤❛☛♣✱❆

✏✆✝Ñ☛☞✶✲✴✼✭��✮❪
♣❥✞❫ 3 ▼ ✞❥ ▼❳ ✥ ▼✽ ❬ ✝❤ ❛ ☛♣✱ ❆ ✭▲ ❜❧❤

② ❛❝ ✞❥ ✠❣ ❤ ❛ ☛ ▲❋ ✝☞ ❣ ✝ ✟ ✉ ✝ ♣ ✝ ☛❣✱ ✮
✏✆✝Ñ☛☞✶✲✴✼✭���✮❪❆

♣❥✞❫ 4 ✽✠✝✟ ♦✟❛◗♥✡ ✌✝✉✠❥❪ ✺ ❝♠ ☛❂✝❚✎✝ ✠✝ ✱✠ ♣✝✞
❬✝❤❛☛♣✱❆✭▲ ❜❧❤ ♣✝✞ ✞❥ ☛▲❋✝☞ ❣✝✟✉✝ ♣✝☛❣✱❪
❉✎✝✟❛☛✠ ✎❣ ✽ ❧✟ ✺ ❝♠ ✠❤ ♥✇❥❤ ✞❥ ❣❙✮
✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✼✭�✈✮❪❆

♣❥✞❫ 5 ▲✠✝✟ ②❛❝ ❥✟❬✝✝ ▼❳ ✞❥ ✆✝❙❥ ♦✟❛◗♥✡ ✽ ♦✝②✟ ♣✝✞✞❥ ☛▲❋✝☞ ❣✝✟✉✝ ♣✝☛❣✱❆ ✆☞✪❪ ▲ ❜✉ ♥✝✟✉✝✟❛ ✠✝✞✡☛☞P◆✟♥ ✻❝♥q ❣✝✟✏✝❆ ▲✽ ✠✝✟ t✝✟☛▼✺✱❆ ✆❝
✥▲▼✽ ✞✡✝■☞ ❣✝✟ t✝☞✝ ❣❙❆ ✏✆✝Ñ☛☞ ✶✲✴✼✭✈✮❪❆

✭❥✐✰ ◗ ❨❫❴⑦⑧✮

✭�✮
✭��✮

✭���✮

✭✈✮✈❦Ñ❢r 10.7 ✭�✮✲✭✈✮

✭�✈✮



①❢✳❦r✷✷✵✷✷✵✷✷✵✷✷✵✷✷✵
✐③✬✉❦♦②❤ 10.5

1. ❧✌✠✝✟✳✝ ✥P◗❘✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ t❣✝→ ♠✦◗ ✏ ✾✲✌✱◗❘ ✏ ✶ ❝♠ ✆✝❙❥ P❘ ✏ ✶✲ ❝♠ ❣❙❆
2. ✱✠ ❧✌✠✝✟✳✝ ☛❂✝✍✝qt ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ ☛t❧✠✝ ✠✳✝❩ ✻ ❝♠ ②❛❝✝ ❣❙ ✆✝❙❥ ✱✠ ✞✝♥

✹ ❝♠ ②❛❝✝ ❣❙❆
3. ✱✠ ❧✌☛⑥❝✝❣q ❧✌✠✝✟✳✝ ☛❂✝✍✝qt ✼❇❈ ✠❤ ❥♣✉✝ ✠❤☛t✱❪ t❣✝→ ♠✁✼❈❇ ✏ ✾✲✌ ❣❙ ✆✝❙❥✼❈ ✏ ✻ ❝♠ ❣❙❆

⑦♦⑦♦✴ ✐③✬✉

✉❤♣✟ ✠q◆ ☛❂✝✍✝qt✝✟❛ ✠❤ ✍✝qt✝✆✝✟❛ ✆✝❙❥ ✠✝✟✳✝✝✟❛ ♦✟◗ ✌✝✞ ☛♥✱ ✏✱ ❣❙❛❆ ❜✉✌✟❛ ❧✟ ♠✉✠❤ ✞❣♣✝✉✠❤☛t✱❪ ☛t✉✠❤ ❥♣✉✝ ✉❣❤❛ ✠❤ t✝ ❧✠☞❤ ☞❋✝✝ ✎❣ ✍✝❤ ❝☞✝❜✱ ☛✠ ✆✝✞ ❜✉✠❤ ❥♣✉✝ ❉✎✝✟❛ ✉❣❤❛
❞❥ ❧❞rs❆ ✝❦s✧❦ ❢☎❦❍❦qt❦s❛ ❞❤ ❥♣✁❦ ❞❤❢t✱❆

❢❂❦❍❦qt ❢♥✱ ❣q✱ ❡❦✐✶✴ �✼❇❈ ♠✁✼✏ ✶✺✌✱ ♠✁❇ ✏ ✶✶✺✌✱ ✼❇ ✏ ✺ ❝♠
✷✴ �P◗❘ ♠✁◗ ✏ ✸✲✌✱ ♠✁❘✏ ✻✲✌✱ ◗❘ ✏ ✹✴✼ ❝♠
✸✴ �✼❇❈ ♠✁✼✏ ✼✲✌✱ ♠✁❇ ✏ ✺✲✌✱ ✼❈ ✏ ✸ ❝♠
✹✴ �▲▼✽ ♠✁▲✏ ✻✲✌✱ ♠✁✽ ✏ ✶✷✲✌❪ ▲▼ ✏ ✺ ❝♠
✺✴ �✼❇❈ ❇❈ ✏ ✷ ❝♠❪ ✼❇ ✏ ✹ ❝♠❪ ✼❈ ✏ ✷ ❝♠

✻✴ �P◗❘ P◗ ✏ ✸✴✺ ❝♠❪ ◗❘ ✏ ✹ ❝♠❪ P❘ ✏ ✸✴✺ ❝♠
✼✴ �❳❳� ❳❳✏ ✸ ❝♠❪ ❳�✏ ✹ ❝♠❪ ❳�✏ ✺ ❝♠
✶✴ �❉❊❋ ❉❊✏ ✹✴✺ ❝♠❪ ❊❋ ✏ ✺✴✺ ❝♠❪ ❉❋ ✏ ✹ ❝♠

❣�✉s ❉❀❦ ✁✁❦❩ ❞❤❭

❜❧ ✈è❀❦❀ ❡s❛ ❣❡✁s ✄✟❡❦✁❦ ✭✿②❥✮ ✈❦✟❥ ✄❥❞❦❥ ❞❤ ✆q✞◆ ❥♣✁❦✈❦s❛ ❞❤ ❢✆❢✴❀❦s❛ ❞❦ ✈è❀❀✁
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��������� ����� �� �✶✶✶ ❝♠✷ ❈ �✶✶✶
�✶✶✶✶ �♠✷ ❈ ✶✸�♠✷

11.7 �� � ���

� ����������������������� ����� ����� ����������� ����� ������ ���� ������� ���������� �� ���� ���� ��� �����

� ��� ������������ ���� ��� ���� ��� �������� ���������� ������ ��� �������� ������������������� ������� ���

� ��� �������� ����������� �������

�� ������ ��������������� ������� ����������� ����� ���� ���� ����� ��� �� ��� �������������� ���� ���� ��

������� ������� ���� ����� ���������

� � �� ��� 20 �� �� ����� ������ ��✁✺♠�� ����� ����✥✶♠�� ��� ���������� ������������� ������� ���

�� ��✸✺♠�� ��� ����� ������������������������ ���������� �� ���� ��� ��

� � � ����❆❇❈❉ � ����� ������ ���� ���� ����� ������ �

������✸✺ ♠�� ��� �������� ��������������

����� ����������� �� ���� ���� ����� ����� ���� ����� �����P◗❘✂ � �

�������� ���� ����❆❇❈❉ � ���������� ��� ���� ����� ��� �� ��� ������

�� ����������� P◗ ❈ ✥✁✺ ✰ �✸✺ ✰ �✸✺✮ ♠ ❈ ✺✶ ♠

P✂ ❈ ✥✥✶ ✰ �✸✺ ✰ �✸✺✮ ♠ ❈ ✥✺ ♠

� ���❆❇❈❉ � ���������� ❈ l ⑧ b ❈ ✁✺ ⑧ ✥✶ ♠✷ ❈ �✥✺✶ ♠✷

� ��� P◗❘✂ � ���������� ❈ l ⑧ b ❈ ✺✶ ⑧ ✥✺ ♠✷ ❈ �✼✺✶ ♠✷

� �� �� 11.38

������� ��� �
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✥�✮ ✺✶ ❝♠✷ � ���♠♠✷ � ��

✭✐✐✮ ✄ ☎✆�� ���♠✷ � ��

✥���✮ �✶ ♠✷ � ���✂♠✷ � ��

✥�✈✮ �✶✶✶ ❝♠✷ � ���♠♠✷

✝ ◗

❙ ✞

❆ ❇✁✺♠

✥✶♠

❉ ❈

�✸✺♠

✟
✠✡
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�����✷✹✷

����� ���������� ❈ � ��� P◗❘✂ � ���������� �� �� ���❆❇❈❉ � ����������

❈ ✥�✼✺✶ �✥✺✶✮ ♠✷ ❈ ✁✶✶♠✷

� � �� ���21 �✶✶ ♠����� ��� �� ���� �� ���� ������ ���� ������ �� ��� ���� ����� ������ �

������� ��� ������ �✺♠�� ��� �������������� �������� ������ ���������� �� ��

� ��� ���✷✶✶���������✶ ♠✷�� ������ ���� ��� �� ����� ������ ����������� ��

� ��� ��

�� � ���❆❇❈❉✁ �✶✶♠����� ����� ������� ������ �������� ������ �������✺♠�� ��� ������

� ��������������

P◗ ❈ �✶✶ � ✥✺ ✰ ✺✮ ❈ ✥✶ ♠

� ��❆❇❈❉ � ���������� ❈ ✥���� �✮✷ ❈ ✥�✶✶✮✷♠✷ ❈ �✶✁✶✶✶♠✷
� ��P◗❘✂ � ���������� ❈ ✥���� �✮✷❈ ✥✥✶✮✷ ♠✷ ❈ ✽�✶✶♠✷
� ��������� ���������� ❈ ✥�✶✶✶✶ ✽�✶✶✮ ♠✷ ❈ �✥✶✶♠✷

�✶ ♠✷ ���� �� ����� ������ ����� ❈ �✺✶ �

�� �� ���� ♠✷����� �� ����� ������ ����� ❈ �✺✶
�✶ �

� ��� �✥✶✶ ♠✷����� �� ����� ������ ����� ❈ �✺✶ �✥✶✶�✶ ❈ ✁✼✺✶✶ �

� � �� ���� 22 ✼✶ ♠ � ������� ����✁✺ ♠ � ��� ������ �� ���� �� ����� ������ ���� ���� ���� ��� ��� �

✺♠ � ��� ������ �������������� ���� ������� ������ ���������������� ������� �� ����� ���� � ����

������������� ���������� �� ���� ��� �������✶✶✶ �������♠✷ � ������ ���������� ��������

� ����������� ���� ��� ��

�� �������� ���������� ��� ������ �������� ���������� ��������� ��������� ����P◗❘✂� �

�������� �� ����� ��� ❊❋●❍ � ���������� ����������� ��� ����� � ���� ���✥▲▼◆

� ����������� �� ������������� ���� ���������� � ���������������

� �

P◗ ❈ ✺ ♠�� ���P✂❈ ✁✺ ♠
❊❍ ❈ ✺ ♠�� ��� ❊❋ ❈ ✼✶ ♠

✦�❂ ✺ ✁�� ���✦✂ ❂ ✺ ✁

�������� ���������� ❈ � ��� P◗❘✂ � ����������

✰�� ��� ❊❋●❍ � ����������

➊ � ��✦�✄✂ � ����������

☎ P❙ ✆ P◗ ✝ ❊❋ ✆ ❊✞ ✟ ✧✠✆ ✧✡

☎ ✭☛☞ ⑧ ☞ ✝ ✌✍ ⑧ ☞ ☞ ⑧ ☞✎ ✏✷

☎ ✭✑✑☞ ✝ ✸☞✍ ✑☞✎ � �✷ ❈ ✺✺✶ ♠✷

�������� ���������� ����� ❈ �✶✺ ⑧ ✺✺✶ ❈ ✺✼✼✺ �

❆ ❇

❉ ✂

✝ ◗

❙ ✞

✶✶✶
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������ � � 11.4

1. �� ����� �✥✶ ♠�� ����� ����✼✺♠�� ��� ��������� � ���������� ������� ������ �✺♠�� ��� ������

��������������� ���������� �� ���� ��� ������� ��� ���������� ���������� �������� ���� ��� ��

2. ✶✷✶ ♠�� �� ����� ����✄✺♠�� ��� ������ �� ���� � � ����� ������ ���� ���� ������� ������� ����

✥♠�� ��� ����� ������������ ����������� ���������� �� ���� ��� ��

3. ✽ ❝♠�� ����� ����✺ ❝♠�� ��� ����� ����������� ��� ���� ����������� ���� ������������������

�� � �������� ����� �� ����� ���� ��������✸✺ ❝♠�� ��� �����������✭♠✭r�✐♥✮�� ��� ������������������

� ��� ��� ��������� �� ���� ��� ��

4. ✺✸✺ ♠�� ����� ����✁ ♠�� ��� ���� � ���� ���� ������� ����������✸�✺ ♠�� ��� ����� ����� ��������

��������� ���� ��� ���

✭✐✮ ���� ���� ����������

✥��✮ �✶✶ �������♠✷�� ������ ������ ���� ������������� �� ����� ������ ������

5. ✥✶ ♠����� ��� �� ���� �� ���� ������� ��� ������ �� ��� ��� ���������� ��� �����♠�� ��� ������

������� ������� ���� ��� ���

✭✐✮ ����� ����������

✥��✮ ✁✶ ��������♠✷�� ������ ������ ��� ��������������������� �� �� ����� ������

6. ✼✶✶ ♠�� ����� ����✥✶✶♠�� ��� ����� �� ����� ������ ���� ���� ���� ������ ��� �����✶♠�� ��� ��

��������������������� ����� ���� ������������� ���� ����� ���� ��� ���� �� ���� ����������� ���� �

������ ������ ���������� �� ���� ��� ���������� ���� ������ �� ����� ������� �� ����� ���� �������������

� �������������� �� ���� ��� ��������� ������������ ������� ��

7. ✥✶ ♠�� ������� ����✄✶ ♠�� ��� ������ �� ���� �� ����� ���� ������ ������������������������� ��

���� �� ���� � ���� � ����� ����� �� ���� ���� ��� � ��� ���� ����� ���� � ����� ����� � ��� � ���� �� ���� �

��� � ������������������ ������ ��� ��� �����✥♠����������� ���� ��� ���

✭✐✮ ������������� ��� �������������

✥��✮ ��✶ �������♠✷�� ������ ������������� �����

8. ��� ��✁ ❝♠��������� �� �� �� �� ����� ��������� ��� � ������� ������ ���� �� � ����������� �� �

����������������� ������� ��� ��� �� ��� �� ������� ���� ���� ���������� � �������� ���� �

✁ ❝♠����� ��� �� ���� �� ���� �������� �� ���� ������� ����� ������������������������������

�� � ������ �� ��� �� ������� ���� �����✥ ❈ ✥✸�✁✮
9. � �� ���� �� ������ �� ����� ������ ���� ���� ���� ����� �� ����� ������� ����� ��������� ����������

����� ���� ��� ���

✭✐✮ �������� ���� ����������

✭✐✐✮ ���� ����� ��������� ����������

✭✐✐✐✮ ���� ����� ��������� ���� ��� �� ������ ���� ��������������� ����������

✭✐✈✮ ������ � �� �����
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10. �������� �� ���� ����� ������ �������� ���������� �� ���� ��� ���

11. � � ������ ❆❇❈❉ � �� ������ �� � � �� � � ��� � �� � � ��

❆❈ ❈ �� ❝♠✁ ❇� ❈ ✥ ❝♠✁ ❉◆ ❈ ✥ ❝♠ � ���

❇� ❆❈✁ ❉◆ ❆❈

�� ��� �� ��� � ��� � ��

1. ���� ����� ������ �� ���� ���� ������� ����� ����������� ��� ��������� ��� ������ �� �������

����������� �� ������������������ ��������������

2. �� ���� � ��� ����� ���� ���� �� ��������� ��� �� ���� ����� ����� ������ ���������������� �� �� �

��� �� ��������� �� ���

✭✭✮ �� �� ���� ������ �� ❂ ✹✥ ���� �

✭✁✮ �� �� ����� ������ �� ❂ ✷ ✥ �� �����✰ � ��� ����✮

✭✂✮ �� �� ���� ���������� ❈ ���� �✥ ���� �

✭✄✮ �� �� ����� ���������� ❈ � �����✥ � ��� ����

3. �� �� � ������ ������� �� ���������� ❈ � �� ��✥ � �� ���

4. �� �������� �� ���������� ❈ ✶

✷
✥�� � ��������� � ������ ������� �� ���������� ✮

❈ ✶

✷
✥ � �� ��✥ � �� ���

5. �� ������� ���������� ���� ������� ����� ��������� � ������� �� �� ���������� �� ����� ������� ❈ d✁
� ����d � ����� ������ �� ����

��
✥

✼
��✥✸�✁ ✥� ����✮ ���

6. �� �� ����� ���������� ❈ r✷✁ � ����r � ����� ������������

7. � �� ���� �� ���� ����������� ��� � ���� ���� ���������� ���� �������� ��� ��������� ���������� �

��� ����������� ����� ����� �������� �������� ���������� ���� ��� � ������

� ❝♠✷ ❈ �✶✶ ♠♠✷✁ � ♠✷ ❈ �✶✶✶✶ ❝♠✷✁ � ��������❈ �✶✶✶✶ ♠✷
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12.1������� � �

�� x ✰ ✥✁ y � ✺✁ ✁x ✰ ✺✁ �✶y � ✺���������� �� ��� �� ���� ������� � ����� ������� ������� �� �������

� ����✥✦ � ���� �� ��� ������ ���� �� � ��� ���� � � �� � � ��� ��� ����� ����� � ���� � � ���� ���� � ��� ��

� ���� ��������� ���� ���������� ����� ���� ���� �������������� �� �� �� � �� �������� �� ��� ������ ������

���� � ����� ���� ��� ������������� ��������� �� �������

��� ������� ������� � ����✥✝�♣✆✝ss�r♦s✮ � ����� �� ��������� � � ������� ����� ������������ ����

��� ������� � ����� ��� ��� ������ ��� ��� ����� �� ������ �������� ����������� ��� ���� �������� ����

�� ���� ������� � ��� � ���� ��������������������� � ���� ���� ������ ���� ������ � ������ �������

��� ���� ����� �� ��� ��� ���� ��� � ��������������� ���� � ���� ������������ ���� ��� � ������

12.2 ��� �� � ��� � �� �� ���� � � ��� ���

� ���� ���� ���������� ����������� ��� �� ��✥✈✁✆�✁✭❧✝✮ ���������������� �� ������ ��������� ���

� ����� ���� �������x✱ y✱ l✱ m✁ ✸✸✸ �������� ���������� ����������� �� ��� ����� ������� �������� � ��

������� � ��� �������� ������������������� � ���������� ����� � ��✥❝r♦st✁♦t✮ � ���� ������ ��� ��

����������� � ������ ���������������������������������

�� � � ����� � ���� � � ����� � ��� � ������ �� � �� ��� ��� ��� ���� � ���� � ��� ������ ����� �� � ��� �� �

�� � � ����� �� � � � ��� ������ � ���� �� ���� �� � �� � ��� ��� ���� � �� ������� � ���� ����� �� �

✆x ✰ ✺✁ �✶y � �✶ � �� ������ � ����� ������ ����������� �� ������������ � �✆x ✰ ✁✂ ✄x✧ �� ��� ���������

� ������������ � � ������ ��� ��x � ���� � ����� ��������� �� ���� ����������� ��������� �� ���� � ���

� ��� ��� ���������� ���� ���������� ����� ����✶✶y � �✶ ��� ��� ��y � ���� � ������ ��������� �� ��

� ����������� ��������� �� ���� ����������� ���������� ���� �������

������������ � �� ������ ����� � ������ ���� ������ ��� �� ����������� ������������ ����� � ����� ���

� ������ ����� ������� ������ ��� ��� ��� ���� ������ ��� ������ ��� �� �������������� ��� � �������

�
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��

✶

☎
� �� �� ��� �� �
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��������� ������� ��������� � ��� � ���� ����������� ��� ��������

x✷✁ �y✷✁ ✥x✷ � ✺✁ xy✁ ✁xy ✰ ✼
✥�✮ ���� � �x✷ � ��x � ����� ���x � ��������� �� ����������� ���� �������

� ������ x ✥ x ❂ x✷ ���

�� � ���� ��� ✹ ✥ ✹ ❂ ✹✷ �� ���� � �������� �� �� ��� ����� � x ✥ x ❂ x✷✳ �� ����� ����� �� �

� �� ������x � ��� ���✭x s✦�✁r✂❞✄ ������ �������

������ ����� ��� ����������� �� ����������� �� ��� ������ ��� ������ ����������� ���� �����

� �������� �x✷ � ���x � ������������������������� ��� � �������

�� ����� ���� �� ��� ���� � ������� ��x ✥ x ✥ x ❂ x✸
� �� ������� x☎ � ���x � ������ ✥x ✥✆✝✞✟✠ ������ ������������� ����� ������� ����� �� �����

�� �x☎ � ���x � ������������������������� ��� � ������

x✱ x✷✱ x☎✁ ✸✸✸ � ���� �� ������ �x � �� �������� � ��� ������� � � ���

✭✐✐✮ ���� � �✷y✷ � ���y � ���� ���� ����������� ���� ������� �y✷ ❂ ✷ ✥ y✥ y
�������� � y � ���y � ��������� �� ���y✷ ������� ��������� ����������� ��������� �y2 � ������ �

������� ��������

✭✐✐✐✮ ✭✁x✷ � ✺✮ � ������ ���� ��x✷ ������� ��������� ����������� ����� ��������� �� ���✁x✷ ������� ���

������ ���� ����✁x✷ � ✺ �������� ���� ����� ����� �3x2 � ���� ����� ��������������

✭✐✈✮ xy � ������ �� ��x � ����� �� ���� ��y � ��������� ����������� ���� ���

x ✥ y ❂ xy�
✭✈✮ ✆xy ✰ ✼ � ������ ���� �xy ������� ����������� ����� ��������� �� ���✆xy

������� ���� ����� �������������� ��� ������ � �������� ���� � ����� ��

✆xy � ������ ��� ��������

12.3��� � ��� �� � �� ���� �

� ���� �� � ����� �� ��� ����� ��� �� � ���� � � �� � � ��� ��� ����� � ���� ����� � �� �� � �� �� ��

� ���� ������� ��� �������������� �� ����� ����� ����� ������� ������ ��� �� ��� �������� ��� ����� �

� ������✥t✝✆♠s✮ � ������� ������������ �✥❢✁❝tr✆s✮ ���������������� ���������� ���� ������������

���� � ✥✁x ✰ ✺✮ ����� � ���� ��� � ���� ����� � �� ���������� ����� ������ ���� ���� � ��� �

��� ����x � ��������� �� ���✆x ����������� ����������� � ������ ��� ���������� ���� ����� �������� �

✭✁x✷ ✰ ✼y✮ ����� � ���� ��� � ���������� ������ ��� � ��� ��✁✱ x � ����x � ��������� �� ���✁x✷ �����
������������ ���� � ��� ����� ����y � ��������� �� ���✼y ��������� ��✁x✷ � ����✼y ������� �������

�� ����������� ������ � �������� ����� ����� ������ ���� ��� ���������� �

� ������������ ��� ��� ������������ � �������� ����� ��������� ��� ������ ��� ��� ���������� ��� � ��

�������� ������������������� ���� � ��� �������� ��������� ���������� ��� ������� ������������� � ����� �����

��� ���� ���������� ������ ��� � ��� �������� ��������� ���������� ��� ������� ����������� ����� � �� ��

� � �� �� ������������� � ✁x✷ � ✥xy � ��������� ���� �� ���������� ��� � ���������� ✁x✷ � ����➊✁xy
��������✆x✷ ☛ ☞✱ x � ���  x � ���������� ������������➊✁xy ; ➊✁✱ x � ����y � ���������� ����

������ �� � ������ ����

���� � ��� � ���� ��������

�� ��� ���������

✼xy ✰ ✺✁ x✷y, ✁x✷ � ✺x

��� �� �� ��� �



��� ��� ���� � ✷✹✼
�� �� � ����� ���� ������ ����� � � � � ����� ���� ��� ���� ������� �� � ���� ������� � �✭✆x ✰ ✺✮ � ��

������� ����� � ✁x � ����✶ � ���� ��� ���� ���������� ����� ������� � �✭✆x2➊✁xy✮ � ���������� ����� �

✆x✷ � ���� ✥� ✥xy✮ � ���� ��� ���� ���������� � ��� �����✆x✷ ✰ ✥�✥xy✮ ❈ ✁x✷ � ✥xy ���������

��������� ���� ����� ���� ���(minus) �� ��� ��� �� ���������������� � �✆x✷ ➊✁xy
� ���� �� ��� ��� � ��✥xy �� � �� �� ✭➊✁xy✮ �� ��� ��� �� �� �� ��� �� ��� ��� � ���� ��

� �� ��� ������������� ��� ����� � �� ���������� ����� ���������� ���� ����������������� ���

������ � ����� ��� ��� � ����� ������������������� �������� ���� ��� ���� �������

� � � � � �� ��� � ��������

�� �������������������� ����� � �✭✆x✷ � ✥xy✮ � ��� ���

���✆x✷ � ��� ➊✁xy �������✁x✷☛ ☞✱ x � ����x � ����������

������ �� ���������� �✆✱ x � ��� x ���✆x✷ � ������������
✥❢✁❝tr✆s✮ ����� �� � ��� � ���� ��������� ���� � �� ��

�������� ��������������➊✁xy✱ ��������� ���➊✁✱ x � ���y
� ���� ��������� ����

�� ��� ����� � �� ��������������������� ������������ ���

� ��� �� � � ��� � �� �� � � ����� �� ���� � ��� ��� � �� ��

���� � ���� ��� ������✥t✆✝✝❞�✁❣✆✁♠✮ �������� ����� �

� � ������������ � �✭✆x✷ � ✥xy✮ � ����� ����� ���� �� ��

� ������������������

��������� ���� ���� ��� ������� ������ ������������ �� ��

�� �������� �������� ����� ����������� ��������������� ��

�� ��� ��� ������ ����� ��������� �� ������� ������ ��

�� �� ����������� ����� ���� ����������

� �������� � ✺xy ✰ �✶ � ����� ��� ����������� ������������� ���� ���� ����� ������ ��� �� ���� ���

��������� �������� � �� ���� ���� ������ �✶xy � ���✺ ✥ xy � ���� ��� ���������� ����������������� xy � ��
� ����� ����������������� ������ � ���������� ����� ��������x☎ �� ����������������� ��x✥ x� ���� ��

� � x× x✥ x �� ����� �� ��� ��������������������� ���� � ��� ����������� �������� ���� �������

1. ������ ��������� � ����� ���� ����� ����� �������������������� �������� � �� ��� �������� ��������

������ ����� � �� ����� ���� ���� ��� ���������������� � �

✽y ✰ ✥x✷✁ ✼mn � ✁✁ �x✷ y
2. ��� ���������� � ��� �������� �� ���� �������� �� ���� �����������

��� �� �� ��� �



�����✷✹✽
� ������

�� ��� ����� ����� � ������������ ����� ����� ��������� �� ���� ��� ����� ������ ����� �� ����������� ��

� ���� ���������� �� ������ � �✭�✥✁❡r✂❝❛❧✮ ����� � ������������ ������ ���✥✁❧❣✝✭✆✁�❝✮ ����� � ��

���� �� �������� ��� ��� � �� ������ ���� �� �� � � ������ � � ��������� � � ��� � � � � �� � ��� ��� � � � ������

(numerical coefficient) ���� ��� � �� ������ �� ���� ������� �������� ����� ��� ���������� ��

��������� ����� ���������� ������ ��������� ������ ��������������� ������� ✺xy � ���xy � ��������� �✶����

�� ����� �������✶✶xyz✱ � ���xyz � ��������� �✶✶ �����������➊✼x✷y✷ � ���x✷y✷ � ��������� �➊✼ ���

� �� �� � �� ��� � �� ������� � ✰✶� ������ ���� ������ �� �� �� ����� � � �� � ��� �� ����� � ���� ���

�������������✶x � ���x �� ����� ��������✶x✷y✷ � ���x✷y✷ �� ����� �������������� ��� ���������������

✭➊✶✮ � ���� ��� � �� ����� ������� ����������� ���������� ���� ��������x � ���–x �� ����� �������

✭➊✶✮x✷y✷ � ���–x✷y✷ �� ����� �������������� �

� ����� ���������������� �� ����������� �� �� � ������ �� ��� ������������ ���� ����������

� ��� ������ �� ���������� ����✶xy�� ����xy�� ��������� �✶�����✶y�� ��������� �x���������✶x�� �

������� �y�����✶✶xy✷ � ����xy✷�� ��������� �✶✶ ���

✶✶y✷ � ��������� �x ��������✶✶x � ��������� �y✷ ���
�� ���� ������ ��� �� � ������ �� ��� �����������

�� �� ������ � ���������� ������ � �����������

��� ������������ ������ � ����������������� �� �

��������� ����� ���������� ���������� � ��������� �

��������������� ���� � ����������� � � ��������� � � ��

� �������

� � �� ����1 ������ ��������� � ����� ����� ������ ������� ���� � ��������������� ���� ������ �

������� ������� ������

xy ✰ ✁✁ �✥ � y✷✁ �✥ � y ✰ ✺y✷✁ ✁p✷q � ✥pq✷ ✰ ✺

� �

� � �� �� � � �� �� � �� �� � ���� � ��� ����� �� � �� � ��� � �� �� ����

✭✐✮ xy ✰ ✁ xy �
✥��✮ �✥ � y✷ � y✷ ��
✥���✮ �✥ � y ✰ ✺y✷ �y ��

✺y✷ ✺

✥�✈✮ ✁p✷q � ✥pq✷ ✰ ✺ ✁p✷q ✁
� ✥pq✷ �✥

������ ��������� � ����� ������������

������� ����� ����� ���� ��� ���

✆x � ✥y✁ a ✰ b ✰ ✺✁

�y ✰ ✺✁ �xy

��� �� �� ��� �



��� ��� ���� � ✷✹✾
� � �� ���� 2

✥✁✮ ������ ��������� � ����� ���x � �������������� �����

✆x � ✥y✁ ✽ � x ✰ y✁ y✷x � y✁ �z � ✺xz
✥✭✮ ������ ��������� � ����� ���y � �������������� �����

✆x � ✥y✁ ✽ ✰ yz✁ yz✷ ✰ ✺✁ my✰ m
� �

✥✁✮ ������ ����� � �� ������ ���������� �x � �� ������ ����������������� ����� �������������x � �

� ���� ��������� ������ �

� � �� �� � � �� �� � � �� �� � ��� �x � �� ��� � x � ��� �� ����

✭✐✮ ✆x � ✥y ✁x ✁
✥��✮ ✽ � x ✰ y �x ��
✥���✮ y✷x � y y✷x y✷
✥�✈✮ �z � ✺xz � ✺xz � ✺z

✥✭✮ �� � ���� �� �������� ✥✁✮ � ���� �� �� �� �� ������

� � �� �� � � �� �� � � �� �� � ��� �y � �� ��� � y � ��� �� ����

✭✐✮ ✆x � ✥y � ✥y �✥
✥��✮ ✽ ✰ yz yz z
✥���✮ yz✷✰ ✺ yz✷ z✷
✥�✈✮ my ✰ m my m

12.4��� � ���� ����� � � ���� �

� ��������� ������ ������������ ��� �� �� ���������������� ������ � ��

� � � (like terms) � �� ���� ����� � �� ������ � ��� ��� ��� ���������

����������������������� ��� � � ���� � �✭✥♥❧✐✦❡ t❡r♠s✮ � �� ��������

���������������� � � �xy � ✥x✰ ✺xy� ✁✁ � ���������✷xy � ��� ✺xy � ��

������ ��✷xy � ������������ �✁ x � ����y �����✶xy � ������������ ✺✁ x
� ����y ������� � ��� ������� ��� ��� ����� ������� � ���� �� ��� � ������

��������� � �� � ��� ���� � ���� �� ��� �� ��� � � ��� � � � ���� �� �� � ��

�� ������������✷xy � ����–✁x � ������������������ ������������ �����

���� � � ���� � � ����� �� ����� ���� �� �xy � ����✆ � � � ��� �������� � �������� ➊✁x � ����✆ ���

� � � ����������

12.5��� � � � ����� � � ������ � �� ����� � �� �

� ����� ������� � ��� � � ���� ��� � ��� ���������� � � � ��✥♠r♦r♠�✁❧✮ � �� �������

� �� �✼xy✁ � ✺m✁ ✥z✷✁ ✁ ������ �

������ ������ ����� � ���������� ��

� � �������� �

✶✷x✁ ��✁ � �✺x✁ � �✺✁ � �✺y✁
�✁ x✁ ��y✁ y

��� �� �� ��� �



�����✷✺✵
�� ����� � ��� � � ���� ��� � �������������� ����� ��� � � ������������ �

��� � �✭✁✐♥♥♠�✁❧✮ � �� �������������������x ✰ y✱m � ✺✁ mn✰ ✁m✁

a✷ � b✷ �������������� � �✶✶pq �� ������������������� ��� ���

�������� � �✭a ✰ b ✰ ✺✮ �� ����������������� � ��������������

�� ����� � ��� � � ����������������� � ����� � �✥t✆�♦r♠�✁❧✮ � �� �������

�����������x✰ y✰ ✼✁ ab✰ a✰b✁ ✥x✷ � ✺x✰ �✁m ✰ n✰ �✶ �����

��������������� � �ab ✰ a ✰ b ✰ ✺ �� ����������������� � ���������

������ ��� ��������������� � �x✰ y✰ ✺x �� ����������������������

���x � ����✶x� � ������ ����
����� �� ��� ������ ������ �� � �������� �� ������ � �� � ����� � �✭✝♥❧②♥♥♠✐✭❧✮�� �� ����������

��� ������ ������������ �������������������������

� � �� ����3 � ������ ������������ �������� ��������� ��������� ����� ���� ����� ����� ������

� � ���������� ������������� ����� ����� ������ �� � � ���������� �������

✭✐✮ ✼x✁ ��y ✥��✮ �✺x✁ ���x ✥���✮ � ✁ab✁ ✼ba ✥�✈✮ ✥xy✁ ✥x
✥✈✮ ✄xy✷✁ ✥x✷y ✥✈�✮ pq✷✁ � ✁pq✷ ✥✈��✮ mn✷✁ �✶mn

� �

� � � ��� � �� �� � ��� � �� �� ���� �� � ��� � � �� � �� �� � ��

� �� � � � � �� �� � ���� � � � � ��

����� � ����� �� �� � �

✭✐✮ ✼x ✼✱ x ����������� � � � �� ������� ���� �����������������

✶✷y ✶✷✱ y
✭✐✐✮ ✶✶x ✶✶✱ x �� ������� � � ��

➊✷✶x ➊✷✶✱ x
✥���✮ � ✁ab � ✁✁ a✁ b �� ������� � � �� ���� �����

✼ ba ✼✱ b, a �ab ❈ ba
✥�✈✮ ✥xy ✥✁ x✁ y ����������� � � � �� � ��y � ��� � ���� �

✁x ✁✱ x ���� �����

✭✈✮ ✶xy✷ ✶✱ x✱ y✱ y ����������� � � � �� ��������������� ���� ��������

✾x✷y ✾✱ x✱ x✱ y � �� ���������������� �

�������� � ��� � �����

✭✈✐✮ pq✷ ✶✱ p✱ q✱ q �� ������� � � �� ��������� �� � ������ �

� ✁pq✷ � ✁✁ p✁ q✁ q ������� ����������������� ������

��� �� �� ��� �

������ ����� ���� � ���� � ��

�� ����������� ����������� ��

� ��� ���� ���� ��� ��� � � a✱
a + b✱ ab + a + b✱ ab +
a + b � ✺, xy✁  xy ✰ ✺✁

✺x2 – x ✰ �✁ ✁pq� ✥q✰ ✺p,
✼✁ ✁m � ✼n✰ �✶✁ ✁mn ✰ ✼✸



��� ��� ���� � ✷✺✶
������ ������ �� �� ����� ��� �������������� ����� ���� ���� ���������� ������������� � �����

�������� � � �����������

✭✐✮ � ������ � � ������� ������� ������� ���� � �� ������� ��� ��� ��� �������� � ��������� � �������

� ��� � �

✭✐✐✮ ������� ���� ������ ��� ��� �� ��� � ������� ����������� ���� �

✭✐✐✐✮ � ���������� ��������� �� ��� ����������� ��� ��� �� ��� � ������� ����������� ���� �

��������� ���� �� � ���������� ��������� ���������� ����� � ������������������ ��� ����������� �����

�� ������������������� ���� ������ � �������� ����������������� ���� ������ ���������� ����� ��� � �

������ � ��12.1

1. ������ ����������������� ����� ������� � ������ ����� �� ���������� ��� ��� ����� ���������� ��������

��� ������� � �������� ��� � �

✭✐✮ � ����y � ���� � z � ����������

✭✐✐✮ � ����� ����x � ����y � ��������� ��� �� � �

✭✐✐✐✮ � �����z �� ����� ����� � ���������� ���� �������

✭✐✈✮ � ����� ���� p � ���� q � ����������� �� ���� �� ��������

✭✈✮ ��������� ����� ����x � ���� y � ���� ������ ���� ��� ���� �������

✭✈✐✮ � ����� ���m � ��� n � ����������� �� ������������� ���� �������� ��� ��� �

✭✈✐✐✮ ���� ���� ��� ����� ���� y � ���z �������� �� ��������� �

✭✈✐✐✐✮ � ����� ����a � ����b � ����������� �� ���� ����� ��������� ��������� �

2. ✥�✮ ������ ����� ���� � ���� � ��� ������ � ���� ��� ��� ��������� ���� � ��� � ����� �� ������ � ���� ��� ��

��������� ����� ������ ��� ������������������������� �

✭✭✮ x � ✥ ✥✭✮ � ✰ x ✰ x✷ ✥❝✮ y � y✸
✥❞✮ ✺xy✷ ✰ ✼x✷y ✥✝✮ � ab ✰ �b✷ � ✥a✷

✥��✮ ��� ���������� � ����� ����������� ������� ������������ ����� ���� ����� �

✥✁✮ � ✁x ✰ ✺ ✥✭✮ � ✁x ✰ ✺y ✥❝✮ ✺y ✰ ✥y✷
✥❞✮ xy ✰ �x✷y✷ ✥✝✮ pq ✰ q ✥❢✮ �✸� ab � �✸✁ b ✰ ✥✸✄ a
✥❣✮ ✥

✁ x ✰ �
✁ ✭✦� ✵✁✂ p✷ ✥ ✵✁✄ q✷

3. ������ ��������� � ����� ���������� ���� ������ � �������� ������ ���� � ����������� ����� ���� ��� ��

✥�✮ ✺ � ✥t✷ ✥��✮ � ✰ t ✰ t✷ ✰ t✸ ✥���✮ x ✰ �xy ✰ ✥y
✥�✈✮ �✶✶m ✰ �✶✶✶n ✥✈✮ � p✷q✷ ✰ ✼pq ✥✈�✮ �✸� a ✰ ✶✸✽ b
✥✈��✮ ✥✸�✁ r✷ ✥✈���✮ � ✥l ✰ b✮ ✥��✮ ✶✸� y ✰ ✶✸✶� y✷

4. ✭✭✮ � �������� ������� �� ���x ���� ������������ ���x � ��������� ��� ���� �

✭✐✮ y✷x ✰ y ✥��✮ �✥y✷ � ✽yx ✥���✮ x ✰ y ✰ �
✥�✈✮ ✺ ✰ z ✰ zx ✥✈✮ � ✰ x ✰ xy ✥✈�✮ ��xy✷ ✰ �✺
✥✈��✮ ✼ ✰ xy✷



�����✷✺✷
✭✁✮ � �������� ������� �� ���y2 ���� ������������ ���y2 � ��������� ��� ���� �

✥�✮ ✽ � xy✷ ✥��✮ ✺y✷ ✰ ✼x ✥���✮ �x✷y � �✺xy✷ ✰ ✼y✷
5. ������ ��������� � ����� ����� ����������� ����������� ���� ��� ���� ���� ����� ��� � �

✭✐✮ ✆y � ✼z ✥��✮ y✷ ✥���✮ x ✰ y � xy ✥�✈✮ �✶✶
✥✈✮ ab � a � b ✥✈�✮ ✺ � ✥t ✥✈��✮ ✁p✷q � ✁pq✷ ✥✈���✮ ✼mn
✥��✮ z✷ � ✥z✰ ✽ ✥�✮ a✷✰ b✷ ✥��✮ z✷ ✰ z ✥���✮ � ✰ x ✰ x✷

6. �������� ���������������� ������� �� � ���������� ����������� � � ���������� �������

✥�✮ �✁ �✶✶ ✥��✮ �✼x✁ ✺

� x ✥���✮ � �✥x✁ � �✥y
✥�✈✮ �✁xy✁ ✁�yx ✥✈✮ ✁m✷p✁ ✁mp✷ ✥✈�✮ ��xz✁ ��x✷z✷

7. ������ ������ ���� � ���������� ���� ����� �

✭✭✮ ➊ xy✷✁ � ✁yx✷✁ ✽x✷✁ �xy✷✁ ✼y✁ � ��x✷✁ � �✶✶x✁ � ��yx✁ �✶x✷y✁
� ✄x✷✁ y✁ �xy✁ ✥x

✥✭✮ �✶pq✁ ✼p✁ ✽q✁ � p✷q✷✁ � ✼qp✁ � �✶✶q✁ � �✥✁ ��q✷p✷✁ � ✺p✷✁ ✁�✁ �✁✶✺p✁ ✼✽qp✁
�✥p✷q✁ qp✷✁ ✼✶�p✷

12.6��� �� �� ��� �� � ����� ���� ��� �� ������ � � � �

������ ������ � ���� ��������� � ���� ��� � �

✶� � ������ ������ �� ��� �� ��� �������� � ����� ������ ��� � ������ ��� ��� �� � ������� ����� ���

����� ��� � ������ �� ������ ����� � ����� ������ �� ��� ��� ����� ��� �������� � ����� �� � �� ��� �

������ ���� ����� ���� ��� ����� ��� ������ ��� ��� ���� ������

� ���� ����������������������� �� ������ ������ ��� ����� ��� �������� �� ���� �������x � ��
� ���������� � ����� ������ ���� ������ �� � ��� �������x +�✶ � ��� �������� ����� ���������

�� � ������ �� ������ ����� � ����� ���� ��� �� ��� ����� ����� �� � �� ��� �������� ����� �� ����

� ����� � ����� ���� ��� ����� �������� ���� ��������� ������ ������� ������ ��� ���������� ��������� �x,
x + �✶ � ������� ���� ��� ��������

✷� ��� ��� ��������� ��� ��� ���� ������� ��� ��� ����� ������������������ ��� �������� ��� ��� ���

��� ��� ������� ��� ��������� ��� ����� ��������� ������ ����� �� � ������ ������ ��� �������� ��� �

� ������ � ���� ���� ���� ������

� ���� ���� ��� ��� ����������������������� �� ��� ������ ��y � ����� ���� ���������� � �������

� ��� ����3y � ����������� ��� �������� ��� ��� ����� ���� ����� ����� ����� ������ ��� ��� ����✭y✮
� ������ � ��������� ��� ����(3y) � �������� ���� �� ����� ������� ������� ��� ������������ �������

�� ���y, 3y � ����✶✁ � �������� ���� ������ ���� �

✁� �� ������ ������� ���� ����������� ������� ��� ���� �������������� ���� ����� ����������� � �� ���� ��

������� ���������� ������� �� ����� ���������� � ������ ��� ��� �������� �� ���� ���������� ������ �

� ��� ������� ����� ����� �� � ������� � � ������ ��� � ������� ��� ������������������� �������

��� ���� ��������� ���������� � � ����� ������ ������



��� ��� ���� � ✷✺✸
� ������� ���� ��������� ������ ��� ��� l � ����� ���� ������������������� ��������� ������ �

✭l ✰ ✥✮ � ��������� ����� ����������� ��� ���� ����� ����� � ����l✷ � ����✭l + ✁✮✷ ������������������
� ��� ������������������� �������� ������� ����� �� ����������� ������� �� ��������� ����������

� ����� ���� �� ������

��������������������������� ������ ������ ������� � ����� ���� ��� ���������������� ������ ������� �� �� �

� ������ ����� ���� ��� ��� ���� �������������� ����� �� ����� ���������� ������ ������ ������� � ����� ��������

� ������ ������������������� �� ��������� ��� ������ ������ ����������� �� ���� ���� ������ ���

����������� ���� ������� � ����� ����� � ���� ���� ��� ���� ������������ �������

� � �� ��� � ���� ������������������ ��������� ��� ���� ���� �� ���� �������� �� ���� ��� ���������� ������� � ���

� ���������� ��� �� ��� ����� ���� ����������� ��� ���������������� ���

� � ��� � � ���� � ��� ��� ���� � ���� ��� ���

� �� �� ����� � ��� ������������������ ���� ��� � ��� �������������������������� ����� ����� �����

���� ���������� �� � ���������� ����� � ���� ���� ��� �������������� �������

✥ � ��� ✥x � ����✆x� � ���� ��� ������� �� ����������� �x �� �� �������

������� ��� ��✁x � ����✆x ����� ������� �����

� � ✱ ✁x ✰ ✁x ❂ ✭� ✁ x✮ ✂ ✭✹ ✁ x✮
❂ ✭� ✂ ✹✮ ✁ x �� �������� ����������� ��� �������� �

❂ ✼ ✁ x ❂ ✼x
�� ✁x ✰ ✁x ❈ ✼x

✥ � ����� ��� ���✽xy✁ ✁xy � ����✷xy � ���� ��� ����

✽xy ✰ ✁xy ✰ �xy ❂ ✭✄ ✁ xy✮ ✂ ✭✹ ✁ xy✮ ✂ ✭☎ ✁ xy✮
❂ ✭✄ ✂ ✹ ✂ ☎✮ ✁ xy
❂ ✶✹ ✁ xy ❂ ✶✹xy

�� ✽xy ✰ ✁xy ✰ �xy ❈ �✁ xy
✥ � ��� ✼n � ���� ��✆n � �����������

✼n � ✁n ❂ ✭✼ ✁ n✮ ➊ ✭✹ ✁ n✮
❂ ✭✼ ➊ ✹✮ ✁ n ❂ � ✁ n❂ �n

�� ✼n � ✁n ❈ ✥n
✥ �� ����� �����ab � ���� �✺ab � �����������

✶✶ab � ✺ab❈ ✥�� � ✺✮ ab❈ ✄ab
�� ����� ������������ �� � �� � ���������� ��������� �� � ������������������ � � ��� ������ �

������� �� ����� � ���������� ���������� ����� ��������� ������������������

��� �� �� ��� �

� ���� �� ���� ����������������� �� ���� ��� ����

������ ���������� ��� � �������



�����✷✺✹
�� ����� ��������� � ���������� ��� ������ �� � ������������������ � � ��� ������ � �������� ��������

� � ���������� ���� ������ � �������� ����� ���� ����� ������������������

��������� ���� �� � � ���� ������ ����� �� �� ���� ��� ��� � ����� �� �������� ��� � ������ �

� �� ����� �� � ���� ������ ���� ��� ��� ����� ���� � ��� ���������� � ������������� ���� ���������

� �� ��������� ��x � ������ ���� ��� ���� �������������� ��� �������� �� ���✭x✰ ✺✮ �� ������������������� �

�� �✭x ✰ ✺✮ � ��✺ � ��� x������������������ ��� �� ������������ ����� ���������� �� � � ���������✁xy
� ����✼ � ���� ��� �������������✁xy ✰ ✼ ���

������ �✁xy � ���� ��✼ ������������������� �✁xy � ✼ ���

�� �� � � � �� �� ��� �� � ���� � �� � ��� ����� ���� ��� ���

� ����� ��� ���������� ���

✥ ✁x ✰ �� � ����✼x � ✺ � ���� ���� �� �

� ���� ������� ❈ ✥x ✰ �� ✰ ✼x � ✺

� ����� �� ����������� ��� ✥x � ����✼x � � ���������������� � ����� ✺ ����� � ����������

� �������✥x ✰ ✼x ❈ �✶ x � ������ ✰ ✥� ✺✮ ❈ ✄ ������ ������ ��������������� ������ �����

� ��� ���� �� � � ��� � ��� ����

���� ❈ ✥x ✰ �� ✰ ✼x � ✺

❈ ✥x ✰ ✼x ✰ �� � ✺ �������� ���������� ������� �������

❈ �✶x ✰ ✄

� ����✁x ✰ �� ✰ ✼x � ✺ ❈ �✶x ✰ ✄

✥ ✥x ✰ �� ✰ ✽z � ����✼x � ✺ � ���� ���� �� �

���� ❈ ✥x ✰ �� ✰ ✽z ✰ ✼x � ✺

❈ ✥x ✰ ✼x ✰ �� � ✺ ✰ ✽z �������� ���������� ������� �������

��������� ���� ��� ���� � ���������� ����� �� ������������������ � ��� ��� � � ������✽z �� �
��� �����������

� �������� ❈ �✶x ✰ ✄ ✰ ✽z
✥ ✥a � b ✰ ✁ � ���� ��a ➊ b � ��������� �

� ���❈ ✥a � b ✰ ✁ � ✥a� b✮
❈ ✥a � b ✰ ✁ � a ✰ b

��������� ���� ��� � ���� ����� ��a ➊ b � ���� ����� ����� ��

������������� � ���� ���� ����� ����� �������� ���� � ���� ����

� ���������������� � ���������� ����� �� ����������� ����� ��

������� ���������� ������� �������

� ���❈ ✥a � a � b ✰ b ✰ ✁
❈ ✥✥ � �✮ a � ✥� � �✮ b✰ ✁

� ���❈ �a ✰ ✥✶✮ b ✰ ✁ ❈ �a✰ ✁
��� ✁a ➊ b ✰ ✁ � ✥a � b✮ ❈ �a ✰ ✁

�� ��� � ��� � �

� �� �� � ✥✺ � ✥✮❈ �✺ ✰ ✥� ���

������� ���� ✥a � b✮ ❈ � a ✰ b
���� ��� ��� ������ � ��� �� ����� ��

�� �� ��� ��� � ���� �� ��� � ���

����� �� ��� �� ����� ����� ����� ����

� ���� ������ ���� �������



��� ��� ���� � ✷✺✺
� ����� �� ���� � � ����� ������� � ����� �������� � ������� � � ������ ��� � � ��������������

� ������

� � �� ���� 4 � � ���������� ����� ������ �� �������� �

✶✷m✷ � ✥m ✰ ✺m � ✁m✷ � ✼m ✰ �✶ � ���� �� �� ��� � �

� � ������� ���������� ������� ���������� ������������������

✶✷m✷ � ✁m✷ ✰ ✺m � ✥m � ✼m✰ �✶
❈ ✥�� � ✁✮ m✷ ✰ ✥✺ � ✥ � ✼✮ m ✰ �✶
❈ ✽m✷ ✰ ✥� ✁ � ✼✮ m✰ �✶
❈ ✽m✷ ✰ ✥���✮ m ✰ �✶
❈ ✽m✷ � ��m✰ �✶

� � �� ����5 ✁✶ab ✰ ��b ✰ �✁a � ���� ��✁ab � �✶b � �✽a � ��������� �

� � ✁✶ab ✰ ��b ✰ �✁a � ✥�✁ab � �✶b� �✽a✮
❈ ✥✶ab ✰ ��b ✰ �✁a � �✁ab ✰ �✶b✰ �✽a
❈ ✥✶ab � �✁ab ✰ ��b ✰ �✶b ✰ �✁a✰ �✽a
❈ ✄ab ✰ ��b ✰ ✥�a

� �� ���� �� ��� ����� ����� � ����� ����� �� ������ ���� �� �� ����� ���� ��������

������ �� � �������� ����� �� ��� ����������������� ���������� �� ����� �����������������

✁✶ab ✰ ��b ✰ �✁a
�✁ab � �✶b � �✽a
� ✰ ✰
✄ab ✰ ��b ✰ ✥�a

� � �� ����6 ✷y✷ ✰ ✥yz✁ � y✷ � yz � z✷ � ���  yz✰ �z✷�� ��������� ���� ��✁y✷ ➊ z✷
� ����➊ y2 ✰ yz ✰ z✷ � ��������� ��������� �

� � ��� ���� �✷y✷ ✰ ✥yz✁ � y✷ � yz � z✷ � ����yz ✰ �z✷ � ���� ��� ��������

�y✷ ✰ ✥yz
� y✷ � yz � z✷

✰ yz ✰ �z✷
y✷ ✰ ✥yz ✰ z✷ ✥�✮

������� �✥y✷ � z✷ � ���➊y✷ ✰ yz✰ z✷ � ���� ��� ��������

✁y✷ ➊ z✷
➊ y✷ ✰ yz ✰ z✷

✷y✷ ✰ yz ✭✷✮

��� �� �� ��� �

� ���� ���� �����������

✭✐✮ m ➊ n✱ m ✰ n
✭✐✐✮ mn ✰ ✺ � �✁ mn✰ ✥

����� ���� �� �� � �� � ��

�������� ��� ��������� ��� � ��

����������� ��� � � ���� ��� ����

� ��� ➊✶✶b �������� ��� ���

����� �✰✶✶b � ��� �����➊✶✽a
�������� ��� ��������� ✰�✽a
� ��� �������� �✁ab �������� �

� ���� ��� �� � � �✁ab� � ��

� ��� ����� ������ � ���� � �� �

���� � �� ������ �� ���������

�� ����������� ������ ���� ��

��� �� � �� � �� � ���� � ��

� ���� � ������ ����



�����✷✺✻
� ���� ����������� ���� ������������ ��������������

y✷ ✰ ✁yz ✰ z✷
✷y✷ ✰ yz

➊ ➊

➊ y✷ ✰ ✷yz ✰ z✷

������ � ��12.2

1. � � ���������� ���� ������ ����� � ���� �� ���� �� �� ��� ���

✭✐✮ ✷✶b � ✥� ✰ ✼b � �✶b
✥��✮ � z✷ ✰ �✥z✷ � ✺z ✰ ✼z✸ � �✺z
✥���✮ p � ✥p � q✮ � q � ✥q � p✮
✥�✈✮ ✥a � �b � ab � ✥a � b ✰ ab✮ ✰ ✥ab ✰ b� a
✥✈✮ ✺x✷y � ✺x✷✰ ✥yx✷ � ✥y✷ ✰ x✷ � y✷ ✰ ✽xy✷ � ✥y✷
✥✈�✮ ✥✥y✷ ✰ ✺y � ✁✮ � ✥✽y � y✷ � ✁✮

2. � ���� ����

✭✐✮ ✁mn✁ � ✺mn✁ ✽mn✁ � ✁mn
✥��✮ t � ✽tz✁ ✥tz � z✁ z � t
✥���✮ � ✼mn ✰ ✺✁ ��mn ✰ �✁ ✥mn � ✽✁ � �mn � ✥
✥�✈✮ a ✰ b � ✥✁ b � a ✰ ✥✁ a � b✰ ✥
✥✈✮ �✁x ✰ �✶y � ��xy � �✥✁ �✽ � ✼x � �✶y ✰ ✽xy✁ ✁xy
✥✈�✮ ✺m � ✼n✁ ✥n � ✁m ✰ �✁ �m � ✥mn � ✺

✥✈��✮ ✁x✷y✁ � ✥xy✷✁ �✺xy✷✁ ✺x✷y
✥✈���✮ ✥p✷q✷ � ✁pq ✰ ✺✁ � �✶ p✷q✷✁ �✺ ✰ ✥pq✰ ✼p✷q✷

✥��✮ ab � ✁a✁ ✁b � ab✁ ✁a � ✁b
✥�✮ x✷ � y✷ � �✁ y✷ � � � x✷✁ � � x✷ � y✷

3. ��������

✥�✮ y✷ �� ���� ��➊✶y✷
✭✐✐✮ ➊✶✷xy � ��� � �� ✶xy
✭✐✐✐✮ ✭a ✰ b✮ � ���� ��✭a ➊ b✮

✭✐✈✮ b ✥✺ � a✮ � ���� ��a ✥b � ✺✮
✥✈✮ ✁m✷ � ✥mn ✰ ✽ � ���� ��➊m✷✰ ✺mn
✥✈�✮ ✺x � �✶ � ���� �� ➊ x✷ ✰ �✶x � ✺

✥✈��✮ ✥ab � �a✷ � �b✷ � ���� ��✶a✷ � ✼ab✰ ✺b✷

✥✈���✮ ✺p✷ ✰ ✥q✷ � pq � ���� ��✆pq � ✺q✷ � ✥p✷

4. ✭✭✮ ✷x✷ ✰ ✥xy ������� ����� ����� ���x✷ ✰ xy ✰ y✷ � ������� � ��� ����� ���� �

✭✁✮ � ✥a ✰ ✼b ✰ �✄ ������� ����� ����� ���a ✰ ✽b ✰ �✶ � ���� �������������� ���� �



��� ��� ���� � ✷✺✼
5. ➊ x✷ ➊ y✷ ✰ ✄xy ✰ �✶ ������� �� ��� ����� ���✁x✷ � ✁y✷ ✰ ✺xy ✰ �✶ � ��� ������� ��

� ����� ���� �

6. ✭✭✮ ✁x ➊ y ✰ �� � ��� ➊ y � �� � ��������� ���� ��✁x ➊ y � �� � ��������� �

✥✭✮ ✁ ✰ ✥x � ���� ✺ � ✁x ✰ �x✷ � �������� � ���� �✥x✷ � ✺x � ��� ➊x✷ ✰ �x ✰ ✺ � �������� � ��

������ �

12.7���� � ���� �� � �� ��� ���� ���� ���

�� �� ����������� ��� ���� ������� � �� ��� ����� ����� � �� ���������� �� ��� ������ ���� ���������������

� ����������� ��� ��� ����������������� ������ ������� � ����� ���� ���� ���� ���������������� �� ���� ���

���� ��� �� ����� ����������� �� ��� ���� ��� ������� ����� ���������� � �� ����� ���� ������� ���

�����������

� ���� ������ ���� ������������� ��������� ���� �������� ���������� ������������������� ����� � ���

� ���� ���� ���� �������������������������� � l � �� ��� ���� ���������� �l✷ ������������� l❈ ✺ ❝♠����

������������ �✶✷ ❝♠✷ ❈��✺ ❝♠✷������������� ��❂��✶ ❝♠����������������� �✶✶✷ ❝♠✷
����✶✶ ❝♠✷

����

������ ����� ��� ��� �� ���������������� ����� �� �� ��� ���� ���� ������������

� � �� ����7 ������ ��������� � ����� ���� ���x ❈ � � ����� ��� ���� ��� ���

✭✐✮ x ✰ ✁ ✥��✮ ✁x � ✥ ✥���✮ �✥ � ✺x✷
✥�✈✮ �✶✶ � �✶x✸
� �

✭✐✮ x ✰ ✁ � ��✱�x ❈ � ������������ ���x ✰ ✁ � �������� ������ ������������������

x ✰ ✁ ❈ � ✰ ✁ ❈ ✄

✥��✮ ✁x � ✥ � ��✱�x ❈ � ������������ ��� ���������������

✆x ➊ ✸ ❂ ✭✹ ✦ ✷✮ ➊ ✸ ❂ ✽ ➊ ✸ ❂ ✺
✭✐✐✐✮ ✶� ➊ ✺x✁ � ��✱�x ❈ � ������������� ������������������

�✥ � ✺x✷ ❂ ✶� ➊ ✭✺ ✦ ✷✁✮ ❂ ✶� ➊ ✭✺ ✦ ✹✮ ❂ ✶� ➊ ✷✵ ❂ ➊ ✶
✭✈✮ ✶✵✵ ➊ ✶✵x✂ � ��✱�x ❈ � ������������ �������������������

✶✶✶ � �✶x✸ ❂ ✶✵✵ ➊ ✭✶✵ ✦ ✷✂✮ ❂ ✶✵✵ ➊ ✭✶✵ ✦ ✽✮ ❬��������� ���� �✸ ❈ ✽ ��❪

❈ �✶✶ � ✽✶ ❈ �✶

� � �� ���� 8 ������ ��������� � ����� ���� ���� ���� ��� ���� �� n ❈ � �
✥�✮ ✺n � � ✥��✮ ✺n✷ ✰ ✺n � � ✥���✮ n✸ ✰ ✺n✷ ✰ ✺n � � ����

� �

✭✐✮ ✶n � � � ���n ❈ �� ������������ ������������������

✺✥� �✮ � � ❈ � �✶ � � ❈ � ��
✥��✮ ✺n2 ✰ ✺n � � � ��� n ❈ �� � ����� ���✶n � �❈ ��� ���

� �����✶n✷ ❂ ✺ ✦ ✭➊ ✷✮✁ ❂ ✺ ✦ ✹ ❂ ✷✵ ❬� ���� �✥� �✮✷❈ ✁✮



�����✷✺✽
��������� ����� � ���������� ������������������

✶n✷ ✰ ✺n � � ❈ �✶ � �� ❈ ✽
✥���✮ � ��n ❈ � � � ��� �� �

✶n✷ ✰ ✺n� �❈ ✽ �������

n☎ ❈ ✥��✮✸ ❂ ✭➊✷✮ ✦ ✭➊✷✮ ✦ ✭➊✷✮ ❂ ➊ ✽ ���

��������� ����� � �������

n☎ ✰ ✺n✷ ✰ ✺n � �❈ � ✽ ✰ ✽ ❈ ✶
� ���� ������ ������ ������� � ������ �� �x ✰ y✱ xy������������� � ���� ������������ ������ �� ����

���� � � � �� � ������ � � � ��� � ��� � ���� � ��� �� ��� �� ��� �� � ��� �������� � ����� � ��� � ��� ������ � �

� �� ��� ��� � ����� ���� �� �� ��������� x ❈ ✥ � ��� y ❈ ✺ � ��� �� � � ✭x ✰ y✮ � �� � ��

✥ ✰ ✺❈ ✽ ���

� � �� ����9 a ❈ ✥ � ��� b ❈ � � ����� ��������� ��������� � ����� ���� ���� ���� ��� ��

✭✐✮ a ✰ b ✥��✮ ✼a � ✁b ✥���✮ a✷ ✰ �ab✰ b✷
✥�✈✮ a✸ � b✸
� � � ������������ � ����� ���a ❈ ✥ � ����b ❈ � ������������ ������������������

✭✐✮ a ✰ b ❈ ✥✰ � ❈ ✺

✥��✮ ✼a � ✁b ❂ ✼ ✦ ✸ ➊ ✹ ✦ ✷ ❂ ✷✶ ➊ ✽ ❂ ✶✸✳
✭✐✐✐✮ a✁ ✥ ✷ab ✥ b✁ ❂ ✸✁ ✥ ✷ ✦ ✸ ✦ ✷ ✥ ✷✁ ❂ � ✥ ✶✷ ✥ ✹ ❂ ✷✺
✭✐✈✮ a✂ ➊ b✂ ❂ ✸✂ ➊ ✷✂ ❂ ✸ ✦✸ ✦ ✸ ➊ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ❂ � ✦ ✸ ➊ ✹ ✦ ✷ ❂ ✷✼ ➊ ✽ ❂ ✶�

������ � ��12.3

1. ��� m ❈ � �������������� ������ ���� ���� ���� ��� � �

✭✐✮ m � � ✥��✮ ✥m � ✺ ✥���✮ ✥ � ✺m
✥�✈✮ ✥m✷ � �m � ✼ ✥✈✮ ✺ � ✁

�
m

2. ����p ❈ � � �������������� ������ ���� ���� ���� ��� � �

✭✐✮ ✆p ✰ ✼ ✥��✮ � ✥p✷ ✰ ✁p✰ ✼ ✥���✮ � �p✸ � ✥p✷ ✰ ✁p✰ ✼
3. ������ ��������� � ����� ���� ���� ���� ��� ���� � x ❈ �� ���

✭✐✮ ✷x � ✼ ✥��✮ � x ✰ � ✥���✮ x✷ ✰ �x ✰ �
✥�✈✮ �x✷ � x � �

4. ����a ❈ � � ���b ❈ � � �������������� ������ ���� ���� ���� ��� � �

✭✐✮ a✷ ✰ b✷ ✥��✮ a✷ ✰ ab✰ b✷ ✥���✮ a✷ � b✷
5. � � a ❈ ✶ � ���b ❈ � � �������������������� � ����� ���� ���� ���� ��� � �

✭✐✮ ✷a ✰ �b ✥��✮ �a✷ ✰ b✷✰ � ✥���✮ �a✷b ✰ �ab✷✰ ab
✥�✈✮ a✷ ✰ ab✰ �



��� ��� ���� � ✷✺✾
6. ������� � ����� ���� �� �� ��� ���������� ���� ���� ���� ��� ���� ��x � ��� ���✷ ���

✥�✮ x ✰ ✼ ✰ ✁ ✥x � ✺✮ ✥��✮ ✥ ✥x ✰ �✮ ✰ ✺x � ✼
✥���✮ ✄x ✰ ✺ ✥x � �✮ ✥�✈✮ ✁✥�x � �✮ ✰ ✥x ✰ ��

7. ��� ���� � ����� ��� � �� � � ��� ������� ��� ���� ��� � ��� � ��� ���� �� x ❈ ✥✁ a ❈ � �� ���

b ❈ � � ���

✭✐✮ ✁x � ✺ � x ✰ ✥ ✥��✮ � � ✽x ✰ ✁x ✰ ✁
✥���✮ ✥a ✰ ✺ � ✽a ✰ � ✥�✈✮ �✶ � ✥b � ✁ � ✺b
✥✈✮ �a � �b � ✁ � ✺ ✰ a

8. ✥�✮ ���� z ❈ �✶ ��������z☎ � ✥✥z � �✶✮ � ��� ���� ���� ��� � �

✭✐✐✮ ���  p ❈ � �✶��������p✷ � �p � �✶✶ � ��� ���� ���� ��� � �

9. ����x ❈ ✶ �� �x✷ ✰ x � a � ��� ���✶ � �����������������a�� ��� �������������� ���� �

10. ���� � �✥a✷ ✰ ab✮ ✰ ✥ � ab � ��� � �� � � ��� �� � ���� �� � �� � ��� � ��� � ��� ��� � �

a ❈ ✺ � ����b ❈ � ✥ ���

12.8��� �� �� ��� �� � ����� ���� �� ��� � � ����� ������� �

�� �� �� ������������ �� ���� ����� �� ������ ���� ������✥�♦r✁✦✂❛s✮ � �������� �✭✄☎✆❡✝✞ � ���� �������� ���

���� � � � �� � ���� ��� �� ����� � ���� � �� ������� � �� ��� �� ���� � �� � � ������� �� � ��� �� � ���

�����������������

✟ � ��� �� �� ���

✶� �� �� � ������������ �� ������ ���❂ ✸ ✦ �� � ������ ��� ��� ���������������������� �� � ����

������� �� ������ ��� ��� ������� ��� l � �������� ����������� � ��� ��� ��  = 3l � ������� �

✷� �� ����� ����� � �� � ��� ��� ��� �� �= 4l ����������� ���l � ���� ������ ��� ��� ���������

✁� �� �� � ���� ���� ��✠✡❣☛❧☞✠ ♣✡♥t☞❣✌♥✍ � ��� ��� ��  = 5l ����������� ����l �� � ������ �

� ��� ������ ���������� �

✟ ������ �� �� ���

✶� ������ ��� �� ���� ������ ��� ��� l � �������� ���������� ���� ���������� �❈ l✷ ���������
✷� ������ ��� �� ����� ��� ������� ����� ��� ������ ���� � ��� l � ����b � �������� ���������� ���

� ���������� �❈ l✦ b ❂ lb ����������
✁� �� ����� ���� ������ � ������� �� �� � �� ���b � ������� ����� h ���� ����������� � � �

�������� �❈ � �
b h bh

����������

�� ������� � ����������������� ����� ��� ������ ����������� ������� � �� �������� �������

�� �������� ��� ���� ���� ��������� ����� ���� ���������� �� ���� ���� ��� � ������

�������������� ������✥ ❝♠�� �� ���� ��� �� �� �� ����� ����� ��� � ������ ���� � ���� ��

���� ���� ������� � ��� �������✁l � ���l❈ ✥ ❝♠������������������ ���� �������

��������� ���� ������ �� ❂ ✭✹ ✦ ✸✮ ✎♠�❈ �� ❝♠



�����✷✻✵
�� ����� ������ �� ���� ���������� ��� ���� ����������� �� ������� � ��� ��������l✷� ���l❈ ✥ ❝♠������ �

�������� ���� �������

��������� ���� ���������� ❈ ✥✥✮✷ ❝♠ ❈ ✥ ❝♠✷

✟ � ��� ��� ���� � ����(Patterns)�� ��� �� � ���� �

������ ������ �������� ��� ������ ��� � �

✶� ������ � ������ ��� ������ ���n � ����� ���� ��� � ������� �� � ����� ���� ✭✭☎❝❝❡✭✭♦✄r
✭n ✰ ✦✞ ������ ���� �� � �� � �� � ��� � �� � �� �������� �� � ����� � ��� �� �� � �� � � ��� ����

��������������������� ��� ������������������ � ������ �������✰ � ❈ �� ����� ���� � ��� ���

����� ��������

✷� ������ � ������ ��� ������ ���n � ��������� ���� ��������✷n �� �� � �� ������������������

✭✷n ✰ �✮ �� ��� ��� �� ���������������� ������ � ��� ��� �� ������������� ��� ������� ���

�✺ � �� ��� ������ �� �n❂ ✷ ✦✶✺ ❂ ✸✵ ����� ���� ���� � � ���� � �� � �� ��� ��� ������

✷n ✥ ✶ ❂ ✷ ✦ ✶✺ ✥ ✶ ❂ ✸✵ ✥ ✶ ❂ ✸✶ ����� ���� ���� �� ����� ��� ��� �� ��������

� ��� � �� ������ ������������ ������ ����� ��� �� �������� �� �� ����� ���������� ������� ������ � ������ ���� ����

��������� ����� ���� ��� � ��������� �� �������� ����������� ��� �������� �����✥♣✁tt✝✆♦s✮ � ���� ���� �� �

1. � �� ��������� �������������� ��������� �

�� � ���� ��������� ����� ������� �� �� � �������� ������������

������ �� ���� �� ��������� � ��������� ��� �� �� ���� ��������

� ����� ��� ������������ ����� ��� �� ��� ������������������ �� �����

� ����� ���������� �� ������� ����� ���������������������� ����� �

� �� ��� ��� ���������� ����� �� ������ � ��� ����� n ����� ���

��� ��� �� ���� � ��� �� � � � �� ��� � ��������� ���� � �� � ����

✭✁n ✰ �✮ ����� ��� ����� � ��� ������ ��� ��� �n = �✁ �✁

✥✁✸✸✸✁�✶✁✸✸✸ ������� � �� �� � ��� � ��� ����� ���� ����

���� �� ������� ��� ���� ����������� �� ��� ���������� ���

� ��� �����✸ ✦ ✸ ✥ ✶❂ ✶✵ �������� �� ��� �� �� ���� �

����������� �� � ������

2. � ��� �� ��������������������������� � ���� ��� � �������� �� ��� �� �������� ����

������������� �� ������������✸✸✸ � ���������� ����� ��� �� ��� ���������� ����� ��� ������

� ������������������������ � �������  n��������� �� ������� ��� ������ ��������� ���

�������� �� ��� ���������� ����� ��� ��������� � �✭✷n ✰ �✮ � ������������� ������ � �� ��

������������� ��� ��� �� ���n� ����� �������� ���� ���� �� ��� ��� � ��������������������

n❈ ✁ �� ��������� ���� ����������� ����� ��� ������n ✥✶ ❂ ✭✷ ✦✹✮ ✥ ✶ ❂ �✱ �������� ��

� ������ ���✁ � ��������������� ��� �� ��� ����

��������� ��� �

� �� �� �����

� �� �� �����



��� ��� ���� � ✷✻✶

����������� �� �������� �� ������� ���� �� ������������� ���� �������������� �

�� �� ������� ���������� ����� ��� ����� ���������� ����� ��� ����������� ������ �������������� �������n
� �� ������� ��������������� ��� �� ��� ���������� ����� �������������� ������ � ������������ ������������ ������

� ����������� ������� ������ ������������� ������� �� ��� � �

� �� ���� ���������� � ��� ��������� ���� ✥❞rts✮ � ��������� ����� ������ � ����� � � �� ���

� �� ✥❞rt ♣✁♣✝✆✮ � ����������������� ���������� �� ������ �

��������� ��� � ���� �������� ����� ����� �� ���� ���� �� ���� ������ �������� ��������������

�� � ���� ������� �� ���� ����� ������������ �������� �������� ����� ��� ������ � n � ������������

� �� ���� ���� ��� ������ ����� ��� ��������� � �n ✦ n ❂ n✁ � ������������� ��������������n ❈ ✁
� ��� � ���� �� �� ���� ����� ���� � � �������� ����������������� ��������� �����������������

� ��� ������ ����� ��� ����� ✹ ✦ ✹ ❂ ✶✻ ��������� � ��� ���� �� ���� �� ���� ��������� ��� � ������

� ����� ����� ���� ��� ��� �n � ���� ���� ���� �� ������� ��� � ������������ ���������������� ���

������� ����� �����������������...... � ���� ��������� ����✭s✥✦❛r❡♥✦♠❜❡rs✮ � ����� ���� ���� ���

✟ � ��� � � ���� � ��� �� � �� ��

� ����� ����� ����� ����� �� �������������� � ���� ������� � � ����� ����� ������� ����� ��� ����

� �� �������������������� ✥✁ ✄✁ ✥✁ ��✁ ✸✸✸✁ ✥n✁ ✸✸✸

���� ���������� �������� ��✁☛❧t✐♣❧✡✂✍ ����� ������������� ����������� ��������� �������� � �� ���

��� �������� �����������n � ������������� ����� �� ������ ���✁n � ��������� ������������ � �

� ������� ���� ���� �� ����� �� ���� ������������� ����� �� ������� ���✸ ✦ ✶✵ ❂ ✸✵ ������������

� ������������� ����� �� ������� ���✸ ✦ ✶✵✵ ❂ ✸✵✵ ������������� ���� ��� � �������

������ �� �� ��� �

✄
✄
✄n✷

✄
✄
✄

��������� ��� �



�����✷✻✷
✟ �� ��� ���� ��� � �� ��

�� �� ������� �� ����� � ���������� ���� � ����� ������ � ��������� ��� ��� � ��������� ��� �� ��� ����

��� ��� ����� �� ����

�� ���� ���� �� ����� ��������� ���� � ����� ������ � ��������� �� � ��������� ��� �� ��� ���� ���� �

� ������������

�� �������� �� ����� ��������� ���� � ����� ������ � ��������� ��� ��� � ��������� ��� �� ��� ����

� ������� ���

n ���� �� � �� ���� � �� ������� �� ��� �� �������� � ���� � � ��� ✥n � ✥✮ �� � ���� ����� �� � ��� ����

�� �� ������ �������� ������ ����� ������ �������� ������ ����� ������ ��� �� ����������� �� �� ��

�� � �� � ��� � � ��� � ����� � ����� �� � ������� ���� ���� ����� � ��� �� �� �������� ����� ���� �

�� � �� � �� �� ����� � � ��� �� � �� �� � ������� � �� � ���� �� � �� �� � ���� �� �� �� ��� � ���������

✥♦r♦✲r✈✝✆❧✁♣♣ �♦❣✮ �� ����� � ��� ���� ��� ���� ��� ������������� ���� � ����� ����� �� � �������� �� ���

�� � ������� ��� ������ ��� �� � � ��� ��������������

������ � ��12.4

1. ������� ������� ������������ ����� ����������� �� ����� ���������� ��������� ��� ������������ ����� �����

������ ���� ���� ���� �� ����� ����� ��������� ����� ���������� ��� ���� ���������������� � �������

✭✭✮ ��� ���

✶ ✶✶ �✄ �� ✸✸✸ ✥✺n ✰ �✮ ✸✸✸

✥✭✮ ✸✸✸ ✸✸✸

✁ ✼ �✶ �✥ ✸✸✸ ✥✥n ✰ �✮ ✸✸✸

✥❝✮ ✸✸✸ ✸✸✸

✼ �� �✼ �� ✸✸✸ ✥✺n ✰ �✮ ✸✸✸



��� ��� ���� � ✷✻✸
������������� �� ���� � ��� �����n � ��� �������� �� � ����� ��� �� ��� ���������� ���� � ��✭n✮

� �������������� �� ����� ������� � ������� �������� ��������� ������ �����������

✱ ✁ � ������ ���� ������������� �� ����� ���������� ����� ���� ������������� ����� ��� �� ��� ��

����� �

2. � �������������� �������� ������ ������� ��������� ����� ����� �������������� ������� � ����� �

�������� ��� � �

� � �� �� � � �

� �� � � � � � � � �� �� � �� �� � ����� � ��� � ��� ... � � � �� � � ��� �� �

✭✐✮ ✷n � � � ✥ ✺ ✼ ✥ ✲ �✥ ✲ ✲ ✲

✥��✮ ✥n ✰ � � ✺ ✽ �� ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

✥���✮ ✁n ✰ � ✺ ✥ �✥ �✼ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

✥�✈✮ ✼n ✰ �✶ �✼ ✥✁ ✁� ✁✽ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ✲

✥✈✮ n✷ ✰ � � ✺ �✶ �✼ ✲ ✲ ✲ ✲ �✶✁✶✶� ✲

�� ����� �� � � ���� � �

1. � ������ ����� � ������ ��� �� �� ��� �� � ��������������� � ����� ���������� ����� ����� �� ������ ���

� � ����������������� � � ���������� ������ ���� ��� ��� ��� ������ �������������������������� �

✹xy ✰ ✼ � �����x � ����y ������ � �������� ������� ����������������� � ���������� �����x � ���

y � ���������� �� ���✹xy ���� ���� � ������ ��� ��� ��✹xy ✰ ✼ ������� �������

2. ���� � �� � ����� ���� � � ������������������� ���� ��� ��� ������ � �������� ��������������������

������ ✁xy � ��� ✼ � ���� ��� ����� ������ � �✹xy ✰ ✼ ���� �������

3. �� �� � ��� �������� ����� ���� �� ������ �� ��������������� � �✹xy ✰ ✼ � ������✹xy ��������� ���
x, y � ����✹ � ���� ��������� ������ ������ �� ����������� �� �� �� �� �������� �� �� ��������

4. ���� ��� ������ ��� � ��� ������ � ���������� ������������ ����� �������� ��� �����������

��������� ����� ��������������� ��������� �� �� �������

5. �� ����� �� � �������� ���������� � ��� �� ��� � �� �� ���������� ������� ��� ����� ���

� �� ������ � �� � � � �������������� �� ������ � ���� � ����������������� �� ������ � ����� �

� �� �������

6. � �� ����� �� ��� ��� ������������ � �� � � �� �������� � � ��� � � � � �� �������� ����� �����������

��� ������������ ����� �� ������ � � ���� � �� �� ��������� �� ���� ���✹xy � ����–✁xy � � ��

��������������✹xy �� ���� –✁x � � ������ ���������

7. � ���� � ���� � ����� ��� ��� ������ ������� �� ���� � ������������������ � � ��������� ���

� � ���������� ���� ������ ����� ������������� ������ ��������������������� ���� ���

✽xy � ✥xy = ✥✽ � ✥ ✮xy✁ � ��������✶xy�



�����✷✻✹
8. � � ��� �������� �� ��� �� � ����� ���� ��� �� ��� ���� ����� � ���� ������ ���� ������ ����������� ��

� � �� ���� ��� ���� ��������� ���� � ���������������������� �� ������ ��� �������� ���������� ���� ���

✹x✷ ✰ ✺x � ���� ✷x ✰ ✥ � �� ���� ✁x✷ ✰ ✼x ✰ ✥ ��������� � � ��� �� ✺x � ���� ✷x � ���� � �

✼x ���� �������������� � ����������✹x✷ � ����✥ � ���� �� ������ ��� �������� �������

9. �� �� � �� ����� ����� �� ����� ������ � ��� ����� ���������� ����� �� �������������� ������ �����

�� �� � �� ��� ���� ���� ����� ��� �� ��� ���������������� ������� � �� ��� ������� ����

� ��� � ������ ��� ������� � ���� ���� �� �� �� � �� ������ ���� ���� �� � ��� ���� x ❈ ✺ � ��� �� �

✼x � ✥ � ��� �� ✥�✁ ���������� �✼ ✦ ✺ ➊✸ ❂ ✸✷ ���

10. ������� ������� ������� � ����� ���������� ������������ � ����� ����� �������� ���� �������� ���������

� ��� ����� ����� �������

�� ���� ���� � ��� �� ���������� ❈ lb, ����� ���� l � ����� ��� ������� ����b � ���� � �

� ��� ��������

�� �� ���������������� ��� � ��� ������� ✥n� ��✮ ����n � ����� ����� � � ������������

��� ����� �������������✁ ��✁ ✥�✁ ✁�✁ ✸ ✸ ✸ � ��n � ����� ✥�✶n ✰ �✮ ���



������� �� ���� ���� ✷✻✺

� � �� ����� � �

����� ���� ����������� ����� ��� ������� �� ✥♠✁ss✮ ����������

✺�✁✂✄�✄✄✄�✄✄✄�✄✄✄�✄✄✄�✄✄✄�✄✄✄�✄✄✄ ☎✆����

����� ��� �� �� ������ ������� � � �������

������ ���� ✥✦✆✁♦✧s✮ � ������� ��

✽✝�✽✄✄�✄✄✄�✄✄✄�✄✄✄�✄✄✄�✄✄✄�✄✄✄�✄✄✄ ☎✆����

�� � � ������� ���� �� � ���� ���� �� ��������� �����

� ���✥❙✞♥✮ � ���������✭✟❛t✠r✡☛ � ������ �� �� ������✁✁✥✥✁✺✶✶✁✶✶✶✁✶✶✶ ♠��������� ������ ���

������ ������ ������ �� �������✁✁✥✥✁✶✶✶✁✶✶✶✁✶✶✶ ♠���������� ������� ����� ����� �������� � �������

��� ���� ����� �������� � ����

��� �� ����� �� ��� � ����� ���� � �� ������� � � � ��� � ���� ��� �� ��� ��� � ���� � ���� ������ ���� ��

� ����� ����� ���� �� ���� ���������� � � ���� ������� ����� ���� ����� ����� ����� �������� ����✭☎①♣♥♥☎♥☞s✮
� ���������� ����������� �� ������ ������ �������� ����� ��������� ���� ��������������������� ���������� ���� �

��������� � ���� ����� ���� �������

13.2 �������

�� ��� ���� ����� ����� ���������� ����� ���������� �� ���� �������� ��� ����� ���� � �������

������ ������ ��������� � �✶✁ ✶✶✶ ❈ ✶✵ ✦ ✶✵ ✦ ✶✵ ✦ ✶✵ ❂ ✶✵✹
� �������� �� ���� �✶✌ �������� � ✶✍✎✶✍✎✶✍✎✏✑ � ��� ������ ���� ���� �����

✒✶✶✓ � �� �� (base) � ��� ✒✹✓ ������� �� �� ���� ����104 � �� 10 � ��� � �� ����

(power) 4 � ��� ��� � �10 � ��� ����������� � � ���� ��������104 � ���✶✶✶✶ � �

������� �� �� � �(exponential form) � ���� �������

�
��

��

✔
✕

���� ��� �� ��������

�� �� � ��� �� �� � � �� � � � �� ����



�����✷✻✻

�� ��� ����� ���✶✶✶✶ � �������✶✶ � �������� ���� ��� ��������� ��� � ��������� ���� �✶✶✶✶ � ����

✶✶ � ���� ���� ���������������������� �� �

�✶✶✶ ❈ ✶✵ ✦ ✶✵ ✦ ✶✵ ❂ ✶✵✂ ����
���������� ✶✶

☎ � �����✶✶✶ � ��������� ���� �����

�� �� ��� ��� �✁✶✶✁✶✶✶ ❈ ✶✵ ✦ ✶✵ ✦ ✶✵ ✦ ✶✵ ✦ ✶✵ ❂ ✶✵✺ ����
� �������� ✶✶

� � �����✁✶✶✁✶✶✶ � ��������� ���� �����

����������������������� ����� �� ���✶ ����✶✶☎�� ���������� �✁ ��������✶� � ���������� �✶ ���

�� � � ����� ���� � ��� �� ������� ��� ��� ����� � �� ✥✝�♣✁♦❞✝❞ ❢r✆♠✮ � ��� �� ����� � ��� �� �

�✶✁ �✶✶✁ �✶✶✶ �������� �� ��� ����� ����� ���������� ��� �� �������

������������ ✹✼✺✻✶ ❂ ✹ ✦ ✶✵✵✵✵ ✥ ✼ ✦ ✶✵✵✵ ✥ ✺ ✦ ✶✵✵ ✥ ✻ ✦ ✶✵ ✥ ✶ ���

�� � ✹ ✦ ✶✵✹ ✥ ✼ ✦✶✵✂ ✥ ✺ ✦ ✶✵✁ ✥✻ ✦ ✶✵ ✥ ✶ � ���� ��� ����� ����� ��� � ������

������ ������ ����� ����� ����� ����� ����� ������ ��������� ��� ���

�✼�✁ ✺✄✁�✁ ✄✥✼✁
��������� ���������������� ������ ���� ��� ������������������� �� ���� �� ���✶✶ ������������ ������� ����

����� ���������� � �������������������

✽✶ ❂ ✸ ✦ ✸✦ ✸ ✦ ✸ ❂✸✹ � ���� ��� ����� ����� ��� � ������ ������ ����

✁ ���� ����������� ✁ ���

� ��� ���������� ����� ��������� �������������������

✶✶✷✱ � ���✶ � ���� ������� � ������ ��✶ � ��� ���✥�✶ s✦✁✂r✄❞☎ ��������
� �������

✶✶☎✱ � ���✶ � ���� ������� ✥ ��������✶� ����� ✥✶✆ ✝✞✞✟✠✮ ���������� �������

����� �������� � ��������� ✺✸ ✥✺ � ������✮ � ������� �������

✶☎ � �� � ����✶ � �� �� ��� � �� ���� ���� ������ �� ��� � ���� ���� � �������

✶✸ ❂ ✺ ✦ ✺ ✦ ✺ ❂ ✶✷✺
� ����� �� ��� � ��������� ��✺ � �����✶ � ����� ��������✭✡✥☛☞✌♣♦✧❡☞✍ ���

✶☎ � ���� �� ��������������� ���������

�� ����� �� �� ❈ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ❂ ✸✷ ��✱ � ��� � ������ � �����������

✷✎ � ���� � �� ������������������ �✶ ���

�� ���� �� � � ���� ��� ��� ✷✹✸ ❂ ✸ ✦ ✸ ✦ ✸ ✦ ✸ ✦ ✸ ❂ ✸✺✱
✻✹ ❂ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ❂ ✷✻

✻✷✺ ❂ ✺ ✦ ✺ ✦ ✺ ✦ ✺ ❂ ✺✹
� ���� �������� ��� ����� ������ ���� ��� �� �� ����������� ����� �

� � ��������� ��� �� ����� �� ����� � �������� �����

✏➊✷✮☎ � ������� �������

��� �� �� ��� �

��� ������ �� ���������������� ��

� ������ �� ������ ���������� ���� �

� ��� ����� �� ��� � ���� ���� � �����

������ �� ���� ���� ��� �� � � �� ��� � �

��� �������� ��� ��



������� �� ���� ���� ✷✻✼
� � ✏➊✷✮☎ ❂ ✭➊✷✮ ✦ ✭➊✷✮ ✦ ✭➊✷✮ ❂ ➊ ✽ ���

��� ✏➊✷✮✌❈ �✄ �������� � ��� ��� �� ��� ��

� ���������� ��� ������ ����� �������������� ������ � ������� �����a � ���� �� ���� ��������� ����� ���

� ��������� ������ ��� ����� ������

a ✦ a ❂ a✁ ✭�� �✒a � ��� ��✥ ��✒a � ���� ������� �✁ ������ ������✮

a ✦ a ✦ a❂ a✂ ✭�� �✒a � �����✥ ��✒a � ���� ������� ✸✁ ������ ������✮

a ✦ a ✦ a ✦ a❂ a✹ ✭�� �a � ���� ������� ✁ ��✒a � ��� ����������✥ ������ ������✮
a ✦ a ✦ a ✦ a ✦ a ✦ a ✦ a❂ a✼ ✭�� �‘a � ���� ������� ✼✦ ��✒a � ��� ����������✥ ������ ������✮
�������

a ✦ a ✦ a✦ b ✦ b � ��a☎b✷ � ���� ��� ���������� ���� ��� � ��

��✥�� ��a � �����������b � ��� ��������� ������✮�

a ✦ a ✦ b ✦ b ✦ b ✦ b � ��a✷b✹ � ���� �� � �������� �� ���� �

� � ���� �✥�� ��a � ��� ��� �����b ���✹ ������� ���� ������✮�

� � �� ���1 ✷✶✶ � ��� � �������� ���� ��� ��������� ��� ��

� � � �� ������������✺✄ ❈ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷
� ����� �� ��� � ��������� �✺✄ ❈ �✽

� � �� ���2 ✷☎ � ��� ✥✷ � ���� ������ ������

� � �� �������������� �✸ ❂ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ❂ ✽ �������✥✷ ❂ ✸ ✦ ✸ ❂ � ���

� ���� ✥ ✂ ✽ ������ �� � ✥✷ � �����✸�� �� �� ������
� � �� ��� 3 ✽✷ � ��� �✽ � ���� ������ ������

� � ✽✷ ❂ ✽ ✦ ✽ ❂ ✻✹ ���

✷✄ ❈ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ✦ ✷ ❂ ✷✺✻ ���

�������� �✽ ✂ ✽✷

� � �� ��� 4 a✸ b✷✁ a✷ b✸✁ b✷ a✸✁ � ����b✸ a✷ � ������ ������ ��� ����� �����

���� ���� ���� ������ ����

� � a✸ b✷ ❈ a✸ ✦ b✁
❂ ✭a ✦ a ✦ a✮ ✦ ✭b ✦ b✮
❂ a ✦ a ✦ a ✦ b ✦ b

a✁ b✂ ❂ a✁ ✦ b✂
❂ a ✦ a ✦ b ✦ b ✦ b

b✁ a✂ ❂ b✁ ✦ a✂
❂ b ✦ b ✦ a ✦ a ✦ a

b✂ a✁ ❂ b✂ ✦ a✁
❂ b ✦ b ✦ b ✦ a ✦ a

��� �� �� ��� �

������ ��� ���

✥�✮ ✼�✥ � ��✥ � �������� ���� ��� ��

✥��✮ ��✽ � ��� � �������� ���� ��� ��

✥���✮ ✥✁✥ � ��✼ � �������� ���� ��� ��



�����✷✻✽
��������� ���� ��� a☎ b✷ � ��� a✷ b☎ � ���������� ���  a � ��� b � ����������������������������

��� ���a☎ b✷ � ��� a✷ b☎ ����������������

�� � ����� �����a☎ b✷ � ��� b✷ a☎ ��������� ����������� ���� ���� ��a � ��� b � ����������� ���

�������������� ����� ���� � �� ��� ����������� �������� �������

�� ���� ���a☎ b✷❈ a✸ ✦ b✁ ❂ b✁ ✦ a✂ ❂ b✁ a✂���
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❣✡s✆❤ ❣☛ ✆❋✡✡ ☎Ø❀✡✟❨✡✡✐ ♦s◗ ✌①✍✡① ✂✍✡❤ ④✡s❂✡✡s❛ ✄s❛ ❜✂✟✡ ✐③❀✡s① ❣✡s✆✡ ❣☛ ❆ ✟✌✡✟✡❥❪ ❖❀♦✂✡❀❤❪✟✐▼✰s ❀✡ ❚♦☛✌❥❤ ☎▼➈✡✡❜✉ ✟❥✉s ♦✡✌s❪ ✟✡❥ ☎✉✄✡❩✆✡❪ ✈✡↔✟❱s❉❱ ✆❋✡✡ ✈✉s✟ ✈❯❀ ✂✄☎✄☎✆ ✟❤
✂❛✟❨✐✉✡ ✟✡ ✐③❀✡s① ✟❥✆s ❣☛❛ ❆ ✄è✡q✄☎❉❬✡❀✡s❛ ♦s◗ ◆Ù✡✡s❛❪ ✐◗ ✠✌✡s❛❪ ✐s▼✰ ✟❤ ✐☎Ù✡❀✡s❛❪ è✡✡↔✄✟ ☎♣➱✡s❛❪ ✟❛❝✌✡s❛
✈✡☛❥ ✿✄✡✌✡s❛❪ ❜✉ ✂✍✡❤ ▲❋✡✡✉✡s❛ ✐❥ ✈✡✐✟✡s ✂✄☎✄✆ ☎▼➈✡✡❜✉ ☎♥❬✡✡❜❩ ♥s❛①s❆

✈✡✐ ☎✐◆✌❤ ✟④✡✡ ✄s❛❪ ✎✏✑✒✓✔ ✕✖✑✖✑✗ ✟✡ ✟q◆ ❫✈✉q✍✡♦✯ ✟❥ ♣q♦s◗ ❣☛❛ ❆
✱✟ ✈✡Ñ☎✆ ✄s ❥☛☎❬✡✟ ✂✄☎✄☎✆ ❣✡s✆❤ ❣☛❪ ❀☎♥ ✘✂✄s❛ ✱✟ ❥s❬✡✡ ✱s✂❤ ❣✡s ☎☞✂♦s◗ ✈✉q☎♥✬✡ ✘✂✈✡Ñ☎✆ ✟✡s ✄✡s▼✰✉s ✐❥❪ ✈✡Ñ☎✆ ♦s◗ ♥✡s✉✡s❛ ✍✡✡① ✐❥▲✐❥ ✂❛✐✡✆❤ ❣✡s ☞✡✆s ❣✡s❛ ❆❜✉ ✈♦è✡✡❥✳✡✡✈✡s❛ ✟✡s ✈✡✐ ❀✡♥ ✟❥ ✂✟✆s ❣☛❛ ❆ ✈✡✐✟❤ ✂❣✡❀✆✡ ♦s◗ ☎✌✱ ❀❣✡→ ✟q◆ ☎Ø❀✡✟✌✡✐

☎♥✱ ☞✡ ❥❣s ❣☛❛ ❆

✙
✚✛
✜✛
✢✹✢✹✢✹✢✹ ✢✹✣✤✦✤✦✧

★✩✫✲✴✵✸✺✻✼✾❁❃❄ ❅❇❈❊✲●■➥❄❇❏

❑P✲P✲✴ ❲❳✸✸❭●✾ ❴✸❵❊ ⑤✻✲★❁❃❄ ⑤❵⑥P ⑥●✸❅⑤
⑦⑧⑨ ⑩❶❷❸❹ ❺❻⑦❼❻❽⑦

❾❶⑦❿➀❻➁ ➀➂➃➄➅➆ ➇❹❻❾➉
⑦❻❷➊❻ ➄➂➋ ⑦➁➂ ➌⑧➉ ⑦⑧⑨
➆➍➃➍➃➎ ➃➀➊❻❻❾❹ ➇❹❻❾➉



①❢✳❦r✷✽✷✷✽✷✷✽✷✷✽✷✷✽✷
✈✡✐♦s◗ ⑥✡❥✡ ✱✟☎❂✡✆ ☎✟✱ ①✱ ☎▼➈✡✡❜✉ ✄s❛ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✈✡s❛ ✭❀✡ ✈④✡✡s❛✮ ✟✡s ✐❣♣✡✉✉s ✟✡

✈✡✉❛♥ ✌❤☎☞✱ ❆
✈✡❜✱ ✈❝ ✂✄☎✄☎✆ ✐❥ ✈✐✉❤ ✈♦è✡✡❥✳✡✡✈✡s❛ ✟✡s ✈✡☛❥ ✈☎è✡✟ ✐③❝✌ ❝✉✡✱→ ❆ ☎✉❊✉☎✌☎❬✡✆

✈✡Ñ☎✆❀✡s❛ ✟✡ ✈è❀❀✉ ✟❤☎☞✱❪ ☎☞✉✄s❛ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✈✡s❛ ✟✡s ➥❝♥q☎✟✆ ❥s❬✡✡✈✡s❛ ✂s ✈❛☎✟✆ ☎✟❀✡ ①❀✡
❣☛ ✥✭✈✡Ñ☎✆✥✶✹�✶✥✭✐✮✲✭✐✈✮✮ ❆

❧✁ ❝❣q❍❦ qt❦s❛ ♦s◗ �②✱ ❧✁�✁r ❥s❬❦❦✱→
✈✡✐ ☞✡✉✆s ❣☛❛ ☎✟ ❝❣q✍✡q☞ ✭♣✁✂②✄✁♥✮✥✱✟ ✱s✂❤ ❝❛♥ ✈✡Ñ☎✆ ❣☛❪ ☞✡s ✈✉s✟ ❥s❬✡✡❬✡❛▼✡s❛ ✂s ❝✉❤ ❣✡s✆❤
❣☛❆ ✂❝✂s ✟✄ ❥s❬✡✡❬✡❛▼✡s❛ ✂s ❝✉✡ ❝❣q✍✡q☞ ✱✟ ☎❂✡✍✡q☞ ❣☛ ❆ ✭❉❀✡ ✈✡✐ ❜✉ ❥s❬✡✡❬✡❛▼✡s❛ ✂s ✟✄
❥s❬✡✡❬✡❛▼✡s❛ ♦✡✌✡ ✟✡s❜❩ ✈❯❀ ❝❣q✍✡q☞ ❝✉✡ ✂✟✆s ❣☛❛ ❭ ❜✂♦s◗ ❝✡❥s ✄s❛ ✂✡s☎♣✱ ❆✮

✱✟ ❝❣q✍✡q☞❪ ✂✄ ❝❣q✍✡q☞ ✭✞✝✄✉✂☎✞✥♣✁✂②✄✁♥✮✥✟❣✌✡✆✡ ❣☛❪ ❀☎♥ ❜✂✟❤ ✂✍✡❤ ✍✡q☞✡✈✡s❛ ✟❤
✌❛❝✡❜❀✡→ ❝❥✡❝❥ ❣✡s❛ ✆❋✡✡ ✂✍✡❤ ✟✡s✳✡✡s❛ ♦s◗ ✄✡✐ ❝❥✡❝❥ ❣✡s❛ ❆ ❜✂ ✐③✟✡❥❪ ✱✟ ✂✄❝✡❣q ☎❂✡q✍✡☞❪ ✆❤✉
✍✡q☞✡✈✡s❛ ♦✡✌✡ ✱✟ ✂✄ ❝❣q✍✡q☞ ❣✡s✆✡ ❣☛ ❆ ❉❀✡ ♣✡❥ ✍✡q☞✡✈✡s❛ ♦✡✌✡ ✱✟ ✂✄ ❝❣q✍✡q☞ ❣✡s✆✡ ❣☛ ❭ ❉❀✡
✈✡✐ ♣✡❥ ✍✡q☞✡✈✡s❛ ♦✡✌s ✱✟ ✂✄ ❝❣q✍✡q☞ ✟✡ ✉✡✄ ❝✆✡ ✂✟✆s ❣☛❛ ❭

✱✟ ✂✄❝✡❣q ☎❂✡✍✡q☞ ✱✟ ✂✄ ❝❣q✍✡q☞ ❣☛❪ ❉❀✡s❛☎✟ ❜✂✟❤ ✐③❘❀s✟ ✍✡q☞✡ ✟❤ ✌❛❝✡❜❩ ✂✄✡✉ ❣✡s✆❤
❣☛ ✆❋✡✡ ❜✂♦s◗ ✐③❘❀s✟ ✟✡s✳✡ ✟❤ ✄✡✐✥✻✵✧✥❣✡s✆❤ ❣☛ ✭✈✡Ñ☎✆✥✶✹�✷✮ ❆

✆✝Ñ❢✞✥✟✠✡✟
✭✐✮ ✭✐✐✮ ✭✐✐✐✮ ✭✐✈✮

✆✝Ñ❢✞✥✟✠✡✸ ✆✝Ñ❢✞✥✟✠✡✠✆✝Ñ❢✞✥✟✠✡☛

☞✌✍

☞✌✍

☞✌✍

✎ ✎

✎

♦①❩ ✍✡❤ ✱✟ ✂✄ ❝❣q✍✡q☞ ❣☛❪ ❉❀✡s❛☎✟ ❜✂✟❤ ✂✍✡❤ ✍✡q☞✡✱→ ✂✄✡✉ ✌❛❝✡❜❀✡s❛ ✟❤ ❣✡s✆❤ ❣☛❛ ✆❋✡✡
❜✂✟✡ ✐③❘❀s✟ ✟✡s✳✡ ✱✟ ✂✄✟✡s✳✡ ✭✈❋✡✡❩✆ ⑦⑦ ✾✵✧✮ ❣✡s✆✡ ❣☛ ❆ ❜✂♦s◗ ☎♦✟✳✡❩ ✐❥▲✐❥ ✂✄✟✡s✳✡ ✐❥
✂✄☎⑥✍✡✡☎☞✆ ❣✡s✆s ❣☛❛ ✭✈✡Ñ☎✆✥✶✹�✏✮❆

❀☎♥ ✱✟ ✐❛♣✍✡q☞ ✭♣✝♥t☎✄✁♥✮✥✱✟ ✂✄ ❝❣q✍✡q☞ ❣☛❪ ✆✡s ▲♦✡✍✡✡☎♦✟ ❣☛ ☎✟ ❜✂✟❤ ✍✡q☞✡✱→ ❝❥✡❝❥
✌❛❝✡❜❀✡s❛ ✟❤ ❣✡s✉❤ ♣✡☎❣✱ ✆❋✡✡ ❜✂♦s◗ ✟✡s✳✡✡s❛ ♦s◗ ✄✡✐ ❝❥✡❝❥ ❣✡s✉s ♣✡☎❣✱ ❆ ❝✡♥ ✄s❛ ✈✡✐ ✐❁✰ s❛① s ☎✟
❜✂♦s◗ ✐③❘❀s✟ ✟✡s✳✡ ✟❤ ✄✡✐ ✶✵✽✧✥❣✡s✆❤ ❣☛ ✭✈✡Ñ☎✆✥✶✹�✹✮ ❆



❧❡❢❡❢r ✷✽✸✷✽✸✷✽✸✷✽✸✷✽✸
✱❞ ❧❡ ✧❦▼⑦❍❦qt ✭✞✝✄✉✂☎✞✥❤✝①☎✄✁♥✮✥❞� ❧❍❦� ❍❦qt❦✱→ ❝❥❦❝❥ ❣❦sr� ❣❙❛ r❋❦❦ ❜❧♦s◗ ✐③❘❀s❞

❞❦s✳❦ ❞� ❡❦✐ ✶✷✵✧✥❣❦sr� ❣❙ ❆ ❜❧ ✈❦Ñ❢r ♦s◗ ❝❦❥s ❡s❛ ✈❦✐ ✈❦❙❥ ✈❢è❦❞ ❝❦♥ ❡s❛ ✐❁✰❛s✁s

✭✈❦Ñ❢r✥✶✹�✺✮ ❆
❧❡ ❝❣q❍❦qt ❧❡❢❡r ✈❦Ñ❢r❀❦→ ❣❦sr� ❣❙ ❛ ✈❦❙❥ ❜❧�❢②✱ ❜✉❞� ❧❡❢❡r ❥s❬❦❦✱→ ❝❣qr ❥❦s♣❞

❣❙❛ ❆ ✐③❘❀s❞ ❧❡❝❣q❍❦qt ❞� ♠r✉� ❣� ❧❡❢❡r ❥s❬❦❦✱→ ❣❦sr� ❣❙❛❪ ❢tr✉� ♠❧❞� ❍❦qt❦✱→ ❣❙❛

✂✈❦Ñ❢r✥✶✹�✻✥✭✐✮✥❧s✥✭✐✈✮✄❆
✆✝Ñ❢✞✥✟✠✡☎

❧❛❍❦♦r✪❪ ✈❦✐ ❞❦✁➈❦ ❡❦s▼✰✉s ♦s◗ ❢Ø❀❦❞②❦✐❦s❛ ⑥❦❥❦ ❜❧❞� ❬❦❦st ❞❥✉❦ ♣❦❣s❛✁s ❆ ❞❦s❜❩ ❝❦r ✉❣�❛❪

✈❦✁s ❝❢❁✰✱ ✦

❥❙❢❬❦❞ ❧❡❢❡❢r ❞� ✈♦è❦❦❥✳❦ ❞❦ ♥✐❩✳❦ ✐❥❦♦r❩✉ ✭♠✐✞✞✁✞✥✞✝✆✂✝✝t✐✁♥✮✥❧s ❢✉❞❱ ❞❦ ❧❛❝❛è❦ ❣❙ ❆

✱❞ ✈❦❞❦❥ ✭✞❤☎♣✝✮✥❡s❛ ❥❙❢❬❦❞ ❧❡❢❡❢r r❝ ❣❦sr� ❣❙❪ t❝ ♠❧❞❦ ✱❞ ✈❦è❦❦ ❍❦❦✁ ♥✇❧❥s ✈❦è❦s ❍❦❦✁

❞❦ ♥✐❩✳❦ ✐③❢r❢❝❛❝ ✭♠✐✞✞✁✞✥✐♠☎✄✝✮✥❣❦s✭✈❦Ñ❢r ✶✹✲✼✮ ❆ ❜❧ ✐③❞❦❥ ✱❞ ♥✐❩✳❦ ❥s❬❦❦ ❣❡s❛ ✱❞

❧❡❢❡r ❥s❬❦❦ ♥s❬❦✉s ❀❦ ❑❦r ❞❥✉s ❡s❛ ❧❣❦❀r❦ ❞❥r� ❣❙ ✭✈❦Ñ❢r ✶✹✲✽✮ ❆

✆✝Ñ❢✞✥✥✟✠✡✟

✆✝Ñ❢✞✥✟✠✡✻

♥✐❩✳❦ ✐❥❦♦r❩✉ ♦s◗ ❧❦❋❦ ❞❦❀❩ ❞❥rs ❧❡❀❪ ❀❣ è❀❦✉ ❥❬❦✉❦ ♣❦❢❣✱ ❢❞ ✱❞ ✈❦Ñ❢r ♦s◗ ✈❢❍❦❡q❬❦❦s❛ ✭✁✞✐✝♥t☎t✐✁♥✞✮
❡s❛ ♥❦✱→✫❝❦✱→ ✭✂✝✆t✲✞✐✄❤t✮✥✐❢❥♦r❩✉ ❣❦s t❦r❦ ❣❙ ✥✭✈❦Ñ❢r ✶✹�✾✮✠

❉✡❻ ➥➇☛ ⑧➃⑦➎ ⑩➂☞❻❻
☛✌❽✍❻ ⑩ ➂☞❻❻ ➌✎ ❭ ➌❻ ✏ ✑

✆✝Ñ❢✞✥✥✥✟✠✡✒

❉✡❻ ➥➇☛ ⑧➃⑦➎ ⑩➂☞❻❻
☛✌❽✍❻ ⑩➂☞❻❻ ➌✎ ❭ ❹➌❸❶ ✑

✆✝Ñ❢✞✥✥✥✟✠✡✾

✭✐✐✮✭✐✮
✡➌❻✏ ❺❻⑦❻⑩ ➎❻➂ ➆➍❻❹ ➌✎ ❶★ ✌⑩❶➎⑧ ➃☛✬❻❻➉✏ ➃➄✌⑩❸➎ ➌✎ ❶ ✑



①❢✳❦r✷✽✹✷✽✹✷✽✹✷✽✹✷✽✹

◆s♥ ❞❥✉s ♦❦②❦ ❀❣ ❬❦s② ❬❦s❢②✱ ✦

⑤✻ ✻✸❏➈✸ ✻✸✾ ✷ ✵✸è✸✸✾ ❇ P✾ ❇ P✸✾✲▼✰⑤ ⑤✻ �✾❲ ✻✲❄⑤ P✸✾▼✰ ❴✾◗ ✲●❳✸✸● ❴✾◗ ✵● q✲❲❳✸ ❲✸✾ �✾❲
✈✁Ñ✂r✥✟✠✡✟✵

✄✡s▼✰ ✟✡ ☎✉✬✡✡✉ ✱✟ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡ ✭❀✡ ✈④✡✮ ❣☛ ❆ ✄✡s▼✰s ❣q✱ ✟✡①➈✡ ✐❥ ☎♦☎✍✡❯✉ ▲❋✡✡✉✡s❛ ✐❥
❝✉✡✱ ①✱ ◆s♥✡s❛ ✆❋✡✡ ✂❛①✆ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✈✡s❛ ✟✡ ✈è❀❀✉ ✟❤☎☞✱ ✭✈✡Ñ☎✆✥✶✹�✶✵✮❆

✐③✬✄☎✆✝❤

✶✳ ☎✉❊✉☎✌☎❬✡✆ ◆s♥ ✟❤ ❣q❜❩ ✈✡Ñ☎✆❀✡s❛ ✟❤ ✐③☎✆☎✌☎✐❀✡→ ❝✉✡✟❥ ✭❬✡❤❛♣ ✟❥✮ ✘✉✄s❛ ✂s ✐③❘❀s✟
✟❤ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✱→ ❑✡✆ ✟❤☎☞✱ ✪

✞✳ ✉❤♣s ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡ ✭❥s❬✡✡✱→✮ ♥❤ ❣q❜❩ ❣❛☛ ❆ ✈❯❀ ◆s♥ ❑✡✆ ✟❤☎☞✱ ❆



❧❡❢❡❢r ✷✽✺✷✽✺✷✽✺✷✽✺✷✽✺

✸✳ ☎✉❊✉☎✌☎❬✡✆ ✈✡Ñ☎✆❀✡s❛ ✄s❛❪ ♥✐❩✳✡ ❥s❬✡✡ ✭✈❋✡✡❩✆⑦⑦ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✮ ➥❝♥q☎✟✆ ❥s❬✡✡ ♦s◗ ✿✐ ✄❛s ♥❤ ①❜❩ ❣☛ ❆
➥❝♥q☎✟✆ ✭♥✐❩✳✡✮ ❥s❬✡✡ ✄s❛ ✐③❘❀s✟ ✈✡Ñ☎✆ ✟✡ ✐❥✡♦✆❩✉ ✟❥♦s◗❪ ✐③❘❀s✟ ✈✡Ñ☎✆ ✟✡s ✐✠❥✡ ✟❤☎☞✱ ❆
✭✈✡✐ ➥❝♥q☎✟✆ ❥s❬✡✡ ♦s◗ ✈✉q☎♥✬✡ ✱✟ ♥✐❩✳✡ ❥❬✡ ✂✟✆s ❣☛❛ ✈✡☛❥ ☎✐◗❥ ✐③☎✆☎❝❛❝ ✭✐♠☎✄✝✮✥♦s◗ ☎✌✱
♥✐❩✳✡ ✄s❛ ♥s❬✡ ✂✟✆s ❣☛❛ ✮❆ ❉❀✡ ✈✡✐✟✡s ✐✠❥❤ ✟❤ ①❜❩ ✈✡Ñ☎✆ ✟✡ ✉✡✄ ❀✡♥ ❣☛ ❭

✥✹✳ ☎✉❊✉☎✌☎❬✡✆ ✈✡Ñ☎✆❀✡s❛ ✟❤ ✱✟ ✂s ✈☎è✡✟ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✱→ ❣☛❛ ❆ ✱s✂❤ ✈✡Ñ☎✆❀✡s❛ ♦s◗ ☎✌✱ ❀❣
✟❣✡ ☞✡✆✡ ❣☛ ☎✟ ❜✉✟❤ ✈✉s✟ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✱→ ❣☛❛ ❆

❢✉❊✉❢②❢❬❦r ✈❦Ñ❢r❀❦s❛ ❡s❛ ❧s ✐③❘❀s❞ ❡s❛ ❢♦❢♦è❦ ❧❡❢❡r ❥s❬❦❦✈❦s❛ ✭❀❢♥ ❣❦s❛ r❦s✮❪ ❞❤ ✐❣♣❦✉

❞❤❢t✱ ✪

�✳ ❀❣✡→ ♥❤ ❣q❜❩ ✈✡Ñ☎✆ ✟❤ ✐③☎✆☎✌☎✐ ❝✉✡❜✱ ❆
☎✟✂❤ ✱✟ ☎♦✟✳✡❩ ✟❤ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡ ✌❤☎☞✱ ✆❋✡✡ ✟q◆ ✈✡☛❥ ♦①✡s➧ ✟✡s ❜✂ ✆❥❣ ◆✡❀✡❛☎✟✆
✟❤☎☞✱❪ ☎✟ ❀❣ ✈✡Ñ☎✆ ❜✂ ☎♦✟✳✡❩ ♦s◗ ✈✉q☎♥✬✡ ✂✄☎✄✆ ❣✡s ☞✡✱ ❆ ❉❀✡ ✱s✂✡ ✟❥✉s ✟❤
✱✟ ✂s ✈☎è✡✟ ☎♦☎è✡❀✡→ ❣☛❛ ❭ ❉❀✡ ❀❣ ✈✡Ñ☎✆ ♥✡s✉✡s❛ ☎♦✟✳✡✡s➧ ♦s◗ ✈✉q☎♥✬✡ ✂✄☎✄✆ ❣✡s①❤ ❄

✭☎✮ ✭❜✮ ✭✝✮ ✭✁✮ ✭✝✮ ✭✆✮

✭☎✮ ✭❜✮ ✭✝✮



①❢✳❦r✷✽✻✷✽✻✷✽✻✷✽✻✷✽✻

�✳ ☎✉❊✉☎✌☎❬✡✆ ✈✡❥s❬✡✡s❛ ✟❤ ✐③☎✆☎✌☎✐❀✡→ ❝✉✡❜✱ ✆❋✡✡ ✐③❘❀s✟ ✈✡✟✡❥ ✟✡s ❜✂ ✆❥❣ ✐✠❥✡ ✟❤☎☞✱
✆✡☎✟ ♦❣ ✈✡✟✡❥ ♥✐❩✳✡ ❥s❬✡✡ ✭❀✡ ❥s❬✡✡✈✡s❛✮ ♦s◗ ✈✉q☎♥✬✡ ✂✄☎✄✆ ❣✡s ✪

✼✳ ☎✉❊✉☎✌☎❬✡✆ ✈✡Ñ☎✆❀✡s❛ ♦s◗ ☎✌✱ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✈✡s❛ ✟❤ ✂❛❬❀✡✱→ ❝✆✡❜✱ ✪
✭☎✮ ✱✟ ✂✄❝✡❣q ☎❂✡✍✡q☞ ✭❜✮ ✱✟ ✂✄☎⑥❝✡❣q ☎❂✡✍✡q☞ ✭✝✮ ✱❞ ❢♦✧❦❡❝❦❣q ❢❂❦❍❦qt

✭✁✮ ✱❞ ♦✁❩ ✭✝✮ ✱❞ ✈❦❀r ✭✆✮ ✱❞ ❧❡♣rq❍❦q❩t

✭✄✮ ✱❞ ❧❡❦❛r❥ ♣rq❍❦❩ qt ✭❤✮ ✱❞ ♣rq❍❦q❩t ✭✐✮ ✱❞ ❧❡ ✧❦▼⑦❍❦qt

✭❥✮ ✱❞ ♦❵Ù❦

✽✳ ✈❛✁③st� ♦✳❦❩❡❦②❦ ♦s◗ ❢❞✉ ✈④❦❥❦s❛ ❡s❛ ❢✉❊✉❢②❢❬❦r ♦s◗ ✈✉q❢♥✬❦ ✐❥❦♦r❩✉ ❧❡❢❡❢r ✭♥✐❩✳❦

✐❥❦♦r❩✉ ❧s ❧❛❝❛❢è❦r ❧❡❢❡❢r✮ ❣❙ ✪

✭☎✮ ✱❞ ♠◗è♦❦❩è❦❥ ♥✐❩✳❦ ✭❜✮ ✱❞ ④❦❙❢rt ♥✐❩✳❦

✭✝✮ ♠◗è♦❦❩è❦❥ ✈❦❙❥ ④❦❙❢rt ♥✐❩✳❦ ♥❦s✉❦s❛

✾✳ ✱s❧s ✈❦❞❦❥❦s❛ ♦s◗ r�✉ ♠♥❦❣❥✳❦ ♥�❢t✱❪ ❢t✉❡s❛ ❞❦s❜❩ ❧❡❢❡r ❥s❬❦❦ ✉ ❣❦s ❆

✶✵✳ ✈❦✐ ❢✉❊✉❢②❢❬❦r ✈❦Ñ❢r❀❦s❛ ❞� ❧❡❢❡r ❥s❬❦❦ ♦s◗ ❢②✱ ✈❯❀ ❉❀❦ ✉❦❡ ♥s ❧❞rs ❣❙❛ ❭

✭☎✮ ✱❞ ❧❡❢⑥❝❦❣q ❢❂❦❍❦qt ✭❜✮ ✱❞ ♦❵Ù❦

❄❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r

t❝ ✁❦▼✰� ❞� ❧q❜❀❦→ ✁❦✇❡r� ❣❙❛❪ r❦s ✈❦✐ ❉❀❦ ❞❣rs ❣❙❛❭ ✈❦✐ ❞❣rs

❣❙❛ ❢❞ ❀s ✁❦✇✳❦❩✉ ✭❘✁t☎t✝✮✥❞❥ ❥❣� ❣❙❛ ❆

✁❦▼✰� ❞� ❧q❜❀❦→ ♦s◗♦② ✱❞ ❣� ❢♥✬❦❦ ❡s❛ ✁❦✇❡r� ❣❙❛ ❆ ❀❣ ✁❦✇❡✉❦ ✱❞

➥❝♥q ♦s◗ ♣❦❥❦s❛ ✈❦s❥ ❣❦sr❦ ❣❙❪ t❦s ✁❦▼✰� ♦s◗ ✐❱② ✭✆☎✝✝✮✥❞❦ ♦s❛◗♥③ ❣❙ ❆

✁❦❢▼✰❀❦s❛ ❞� ❧q❜❀❦→ ❢t❧ ❢♥✬❦❦ ❡s❛ ✁❦✇❡r� ❣❙❛❪ ♦❣ ✁❦✇✳❦❩✉ ✭✞✁t☎t✐✁♥✮✥♥❢④❦✳❦❦♦r❩ ✭✝✂✁✝✂✄✐✞✝✮✥✁❦✇✳❦❩✉
❞❣②❦r❦ ❣❙❪ ✈❯❀❋❦❦ ✁❦✇✳❦❩✉ ♦❦❡❦♦r❩ ✭☎♥t✐✝✂✁✝✂✄✐✞✝✥✞✁t☎t✐✁♥✮✥❞❣②❦r❦ ❣❙❆

◆r ♦s◗ ✐❛❬❦s ❞� ✐→❬❦q❢▼✰❀❦s❛ ♦s◗ ✁❦✇✳❦❩✉ ♦s◗ ❝❦❥s ❡s❛ ✈❦✐ ❉❀❦ ❞❣ ❧❞rs ❣❙❛ ❭ ❉❀❦ ❀s ♥❢④❦✳❦❦♦r❩ ❢♥✬❦❦

❡s❛ ✁❦✇❡r� ❣❙❛ ❀❦ ♦❦❡❦♦r❩ ❢♥✬❦❦ ❡s❛ ✁❦✇❡r� ❣❙❛ ❭ ✈❋❦♦❦ ❉❀❦ ❀s ♥❦s✉❦s❛ ❢♥✬❦❦✈❦s❛ ❡s❛ ✁❦✇❡r� ❣❙❛ ❭

❀❢♥ ✈❦✐ ❧❦❜❢❞② ♦s◗ ✱❞ ✐❢❣✱ ❞❦s ✁❦q❡❦rs ❣❙❛❪ r❦s ♦❣ ✁❦✇✳❦❩✉ ❞❥r❦ ❣❙ ❆ ❀❣ ♥❦s✉❦s❛ ❣�

❢♥✬❦❦✈❦s❛❪ ✈❋❦❦❩r⑦ ⑦ ♥❢④❦✳❦❦♦r❩ ✈❦❙❥ ♦❦❡❦♦r❩ ❢♥✬❦❦✈❦s❛ ❡s❛ ✁❦✇✳❦❩✉ ❞❥ ❧❞r❦ ❣❙ ❆✥✭✐✮✥♥❢④❦✳❦❦♦r❩ ✁❦✇✳❦❩✉ ✈❦❙❥

✭✐✐✮✥♦❦❡❦♦r❩ ✁❦✇✳❦❩✉ ❡s❛ ❧s ✐③❘❀s❞ ♦s◗ ❢②✱ r�✉ ♠♥❦❣❥✳❦ ♥�❢t✱ ❆

t❝ ❞❦s❜❩ ♦▲rq ✁❦✇✳❦❩✉ ❞❥r� ❣❙❪ r❦s ♠❧♦s◗ ✈❦❞❦❥ ✈❦❙❥ ❡❦✐ ❡s❛ ❞❦s❜❩ ✐❢❥♦r❩✉ ✉❣�❛ ❣❦sr❦ ❣❙ ❆

✁❦✇✳❦❩✉ ♠❧ ♦▲rq ❞❦s ✱❞ ❢✉❢✬♣r ➥❝♥q ♦s◗ ♣❦❥❦s ❛ r❥✐◗ ✁❦q❡❦r❦ ❣❙ ❆ ❀❣ ❢✉❢✬♣r ➥❝♥q ☎❦ ✆✝❦ ✞✉ ❞❦

✭☎✮ ✭❜✮ ✭✝✮ ✭✁✮
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♦s❛◗♥ ③ ✭❝❡♥tr❡✥♦❢✥r♦t�t✐♦♥✮✥✟❣✌✡✆✡ ❣☛ ❆ ❄✡▼✰❤ ✟❤ ✂q❜❩❀✡s❛ ♦s◗ ❄✡✠✳✡❩✉ ✟✡ ♦s❛◗♥③ ❉❀✡ ❣☛ ❭ ❜✂♦s◗ ❝✡❥s
✄s❛ ✂✡s☎♣✱ ❆

❄✡✠✳✡❩✉ ♦s◗ ♥✡☛❥✡✉ ❄✡✠✄s ①✱ ✟✡s✳✡ ✟✡s ☎❦ ✆✝❦ ✞✉ ❞❦s✝❦ ✭�♥❣❧❡✥♦❢✥r♦t�t✐♦♥✮✥✟❣✆s ❣☛❛ ❆ ✈✡✐ ☞✡✉✆s
❣☛❛ ☎✟ ✱✟ ✐✠❥s ♣❉✟❥ ✄s❛ ✏✻✵✧✥✥✟✡ ❄✡✠✳✡❩✉ ❣✡s✆✡ ❣☛ ❆ ✭✐✮✥✱✟ ✈✡è✡s ❀✡ ✈è✡❩ ♣❉✟❥ ✈✡☛❥ ✥✭✐✐✮✥✱✟
♣✡☛❋✡✡❜❩ ♣❉✟❥ ♦s◗ ❄✡✠✳✡❩✉ ✟✡s✳✡✡s❛ ♦s◗ Ø✄✬✡✪ ❉❀✡ ✄✡✐ ❣☛❛ ❭ ✱✟ ✈è✡❩ ♣Ø ✟✡ ✈❋✡❩ ✶✽✵✧✥✟✡ ❄✡✠✳✡❩✉
❣☛ ✆❋✡✡ ✱✟✫♣✡☛❋✡✡❜❩ ♣❉✟❥ ✟✡ ✈❋✡❩ ✾✵✧✥✟✡ ❄✡✠✳✡❩✉ ❣☛ ❆

☞❝ ✶✷ ❝☞✆s ❣☛❛❪ ✆✡s ❄✡▼✰❤ ✟❤ ♥✡s✉✡s❛ ✂q❜❀✡→ ✱✟ ✂✡❋✡ ❣✡s✆❤ ❣☛❛ ❆ ✸ ❝☞✉s ✆✟ ☎✄✉❱
✟❤ ✂q❜❩ ✆✡s ✆❤✉ ✐✠❥s ♣❉✟❥ ✌①✡ ✌s✆❤ ❣☛❪ ✐❥❛✆q ❄✡❛❱s ✟❤ ✂q❜❩ ♦s◗♦✌ ✱✟✫♣✡☛❋✡✡❜❩ ♣❉✟❥
❣❤ ✌①✡ ✐✡✆❤ ❣☛ ❆ ✻ ❝☞s ✟❤ ✘✉✟❤ ☎▲❋✡☎✆❀✡s❛ ♦s◗ ❝✡❥s ✄s❛ ✈✡✐ ❉❀✡ ✟❣ ✂✟✆s ❣☛❛ ❭

❉❀✡ ✈✡✐✉s ✟✍✡❤ ✟✡①➈✡ ✟❤ ❣♦✡❜❩ ♣✟❥❤ ✭❀✡ ☎✐◗❥✟❤✮ ✭♣☎♣✝✞✥✄✐♥✁♠✐✂✂✮
❝✉✡❜❩ ❣☛ ❭ ✈✡Ñ☎✆ ✄s❛ ☎♥❬✡✡❜❩ ①❜❩ ✟✡①➈✡ ✟❤ ❣♦✡❜❩ ♣✟❥❤ ✂✄☎✄✆ ☎♥❬✡✡❜❩ ♥ s✆❤ ❣☛
✭✈✡Ñ☎✆✥✶✹�✶✶✮✱✥✐❥❛✆q ✈✡✐✟✡s ❜✂✟❤ ✟✡s❜❩ ✂✄☎✄☎✆ ❥s❬✡✡ ✐③✡■✆ ✉❣❤❛ ❣✡s✆❤ ❣☛ ❆ ❜✂✟✡s
☎✟✂❤ ✐③✟✡❥ ✂s ✄✡s▼✰✉s ✐❥ ✍✡❤ ♥✡s✉✡s❛ ✈✡è✡s ✍✡✡① ✂❛✐✡✆❤ ✉❣❤❛ ❣✡s❛①s ❆ ❀☎♥ ✈✡✐ ❜✂♦s◗ ♦s❛◗♥③
✭❝❤♣✮ ♦✡✌s ☎▲❋✡❥ ✭❀✡ ☎✉✬♣✆✮ ➥❝♥q ♦s◗ ✐☎❥✆ ✾✵✧✥♦s◗ ✟✡s✳✡ ✐❥ ❄✡q✄✡✱→❪ ✆✡s ✈✡✐ ♥s❬✡s❛①s
✟❤ ❣♦✡❜❩ ♣✟❥❤ ✟✡ ✈✡✟✡❥❪ ✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✶ ✟❤ ☎▲❋✡☎✆ ♦s◗ ✈✉q✂✡❥❪ ✐❣✌s ☞☛✂✡ ❣❤ ❣☛ ❆
❣✄ ✟❣✆s ❣☛❛ ☎✟ ♣✟❥❤ ✄s❛ ✱✟ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ✭✞✁t☎t✐✁♥☎✂✥✞②♠♠✝t✞②✮✥❣☛ ❆

✈✁Ñ✂r ✟✠✡✟☛

✱✟ ✐✠❥s ♣❉✟❥ ✄s❛❪ ✱s✂❤ ♣❦❥ ❢▲❋❦❢✁❀❦ → ❣☛❛ ✭✾✵✧✱✥✶✽✵✧✱✥✷✂✵✧✥✈✡☛❥✥✏✻✵✧ ♦s◗ ✟✡s✳✡✡s❛ ✐❥ ❄✡q✄✡✉s
❀✡ ❄✡✠✳✡❩✉ ✟❥✉s ✐❥✮❪ ☞❝ ♣✟❥❤ ✐❣✌❤ ☞☛✂❤ ❣❤ ☎♥❬✡✆❤ ❣☛❆ ✭✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✷✮❆ ❜✂❤ ✟✡❥✳✡❪ ❣✄
✟❣✆s ❣☛❛ ☎✟ ♣✟❥❤ ✄s❛ Ø✄ ☎ ✭♦r❞❡r✥✹✮ ✟❤ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ❣☛ ❆

❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ✟✡ ✱✟ ✈✡☛❥ ✘♥✡❣❥✳✡ ♥s☎❬✡✱ ❆ ✱✟ ♦①❩ ✐❥ ☎♦♣✡❥ ✟❤☎☞✱❪ ☎☞✂✟✡ ✱✟
❞❦s✉❦ ✭❀❦ ✬❦�✧❦❩✮ P ❣❙ ✭✈❦Ñ❢r ✶✹✲✶✆✮ ❆

✈❦❜✱ ❜❧ ♦✁❩ ♦s◗ ♦s❛◗♥③ ❞❦s ❧s ✈❛❢❞r ❞❥♦s◗ ❜❧♦s◗ ✐❢❥r ❜❧ ♦✁❩ ❞❦s ✱❞✫♣❦❙❋❦❦❜❩ ♣❉❞❥

✐❥ ✁❦q❡❦✱→ ❆

✈✁Ñ✂r✥✡✟✠✡✟✸

✈✁Ñ✂r✥✟✠✡✟✟

✥

✦

✧

★

★

✥

✦

✧

✧

★

✥

✦

✦ ✥

✧ ✦

★ ✧

✥ ★

✩✝✞ ✩✝✞ ✩✝✞ ✩✝✞

✬

✟✠✡
✬

✬

✬
✟✠✡

✬
✟✠✡✟✠✡

☛☞✌ ☛☞☞✌ ☛☞☞☞✌ ☛☞✍✌ ☛✍✌



①❢✳❦r✷✽✽✷✽✽✷✽✽✷✽✽✷✽✽
✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✸✥✭✐✮✥ ❜✂✟❤ ✐③✡❥❛☎✍✡✟ ☎▲❋✡☎✆ ❣☛ ❆ ♦s❛◗♥ ③ ♦s◗ ♣✡❥✡s❛ ✈✡s❥ ✾✵✧✥ ❄✡✠✄✡✉s ✐❥

✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✸✥✭✐✐✮✥✐③✡■✆ ❣✡s✆❤ ❣☛ ❆ ✈❝ ➥❝♥q P✥✟❤ ☎▲❋✡☎✆ ✟✡s ♥s☎❬✡✱ ❆ ♦①❩ ✟✡s ✐q✉✪ ✾✵✧✥✥♦s◗ ✟✡s✳✡
✐❥ ❄✡q✄✡❜✱ ✭❄✡✠✳✡❩✉ ♥❤☎☞✱✮ ❆ ✈✡✐✟✡s ✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✸✭✐✐✐✮ ✐③✡■✆ ❣✡s✆❤ ❣☛ ❆ ❜✂ ✐③✟✡❥❪ ☞❝ ✈✡✐
♦①❩ ✟✡s ♣✡❥ ✱✟✫♣✡☛❋✡✡❜❩ ♣❉✟❥ ❄✡q✄✡ ♥s✆s ❣☛❛❪ ✆✡s ♦❣ ✈✐✉❤ ✐③✡❥❛☎✍✡✟ ☎▲❋✡☎✆ ✐❥ ✈✡ ☞✡✆❤ ❣☛ ❆
✈❝ ❀❣ ✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✸✥✭✐✮ ☞☛✂❤ ❣❤ ☎♥❬✡✆❤ ❣☛ ❆ ❜✂s P✥⑥✡❥✡ ✌❤ ①❜❩ ☎♦☎✍✡❯✉ ☎▲❋✡☎✆❀✡s❛ ✂s ♥s❬✡✡
☞✡ ✂✟✆✡ ❣☛ ❆

❜✂ ✐③✟✡❥❪ ✱✟ ♦①❩ ✄s❛ ✘✂♦s◗ ♦s❛◗♥③ ♦s◗ ♣✡❥✡s❛ ✈✡s❥ Ø✄ ☎ ❞❤ ☎❦✆✝❦ ✞✉ ❧✄❢✄❢✁ ❣✡s✆❤ ❣☛ ❆ è❀✡✉
♥❤☎☞✱ ☎✟ ❜✂ ☎▲❋✡☎✆ ✄s❛❪

✭✐✮ ❄✡✠✳✡❩✉ ✟✡ ♦s❛◗♥③ ♦①❩ ✟✡ ♦s❛◗♥③ ❣☛ ❆ ✭✐✐✮ ❄✡✠✳✡❩✉ ✟✡ ✟✡s✳✡ ✾✵✧✥❣☛ ❆
✭✐✐✐✮ ❄✡✠✳✡❩✉ ✟❤ ☎♥✬✡✡ ♥☎④✡✳✡✡♦✆❩ ❣☛ ❆ ✭✐✈✮ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ✟✡ Ø✄ ✹ ❣☛ ❆

✶✳ ✭☎✮ ❉❀✡ ✈❝ ✈✡✐ ✱✟ ✂✄❝✡❣q ☎❂✡✍✡q☞ ♦s◗ ☎✌✱❪ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ♦s◗ Ø✄ ✟✡s ❝✆✡ ✂✟✆s
❣☛❛ ✭✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✹✮ ❭

✈✁Ñ✂r✥✟✠✡✟✠

✭❜✮ ☞❝ ✘✐❥✡s❉✆ ☎❂✡✍✡q☞ ✟✡s ✘✂♦s◗ ♦s❛◗♥③ ♦s◗ ✐☎❥✆ ✭♣✡❥✡s❛ ✈✡s❥✮✥✶✷✵✧ ♦s◗ ✟✡s✳✡ ✐❥ ❄✡q✄✡❀✡
☞✡✆✡ ❣☛❪ ✆✡s ☎✟✆✉❤ ☎▲❋✡☎✆❀✡s❛ ✄s❛ ☎❂✡✍✡q☞ ✭☎▲❋✡☎✆ ♦s◗ ✈✉q✂✡❥✮ ✐❣✌s ☞☛✂✡ ❣❤ ✌①✆✡ ❣☛❭

✷� ☎✉❊✉☎✌☎❬✡✆ ✄s❛ ✂s ✟✡☛✉✫✂s ✈✡✟✡❥✡s❛ ✭✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✺✮ ✄s❛ ✈❛☎✟✆ ➥❝♥q ♦s◗ ✐☎❥✆ ✭♣✡❥✡s❛
✈✡s❥✮ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ❣☛ ❭

✭✐✮ ✭✐✐✮ ✭✐✐✐✮ ✭✐✈✮
✈✁Ñ✂r✥✟✠✡✟☎

♥✡s ✱✟ ☞☛✂s ✭✂♦✡❩✂✄ ✂✄✡❛✆❥ ♣✆q✍✡q ❩☞ ❬✡❤❛☎♣✱❪ ✱✟ ✂✄✡❛✆❥ ♣✆q✍✡q ❩☞ ❆❇❈❉✥✱✟
✟✡①➈✡ ✐❥ ✆❋✡✡ ♥ ✠✂❥✡ ✂✄✡❛✆❥ ♣✆q✍✡q ❩☞ ❆➞❇➞❈➞❉➞✥✱✟ ✐✡❥♥✬✡❩✟ ✬✡❤❱ ✭t✞☎♥✞♣☎✞✝♥t✥✞❤✝✝t✮✐❥ ❆ ✘✉♦s◗ ☎♦✟✳✡✡s➧ ♦s◗ ✐③☎✆P◆s♥ ➥❝♥q✈✡s❛ ✟✡s Ø✄✬✡✪ ❖✥✈✡☛❥✥❖➞✥✂s ✈❛☎✟✆ ✭❀✡ ❖❀❉✆✮✟❤☎☞✱ ✭✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✻✮ ❆

✥�✁✂
✄☎✆✝

✞✟
✠✡

✩

✩ ✩

✩

✪☛☞ ✪☛☛☞ ✪☛☛☛☞ ✪☛✌☞

✐③❀☎✍ ❞❤❢t✱

❜❯❣s❛ ❞❤❢t✱



❧❡❢❡❢r ✷✽✾✷✽✾✷✽✾✷✽✾✷✽✾

✂✄✡❛✆❥ ♣✆q✍✡q❩☞✡s❛ ✟✡s ❜✂ ✐③✟✡❥ ❥☎❬✡✱ ☎✟✥❆➞✥✬❦�✧❦❩ ❆✥✐❥ ❥❣s❪✥❇➞✥✬❦�✧❦❩ ❇✥✐❥
❥❣s❪ ❜❘❀❦❢♥ ❆

❜✉ ✈❦❞❦❥❦s❛ ❡s❛❪ ✈❝ ➥❝♥q ❖✥✐❥ ✱❞ ❢✐✉ ❞❦s ②✁❦❜✱ ❆ ✈❝ ✐❦❥♥✬❦❩❞ ✬❦�❱

❞❦s ♥❢④❦✳❦❦♦r❩ ❢♥✬❦❦ ❡s❛ ✁❦q❡❦❜✱ ❆ ✱❞ ✐✇❥s ♣❉❞❥ ❡s❛ ✐❦❥♥✬❦❩❞ ✬❦�❱ ✐❥ ❝✉❦

✈❦❞❦❥ ❞❦✁➈❦ ✐❥ ❝✉s ✈❦❞❦❥ ❧s ❢❞r✉� ❝❦❥ ❧❛✐❦r� ❣❦sr❦ ❣❙ ❭ ❜❧❡s❛ ✁❦✇✳❦❩✉

❧❡❢❡❢r ❞❦ ❉❀❦ Ø❡ ❣❙ ❭

♦❣ ➥❝♥q❪ t❣❦→ ❣❡✉s ❢✐✉ ②✁❦❜❩ ❣❙❪ ✁❦✇✳❦❩✉ ❞❦ ♦s❛◗♥③ ❣❙ ❆ ❜❧ ❢▲❋❦❢r ❡s❛❪ ❀❣

❢♦❞✳❦❦s➧ ❞❦ ✐③❢rP◆ s♥ ➥❝♥q ❣❙ ❆

✐③❘❀s❞ ♦▲rq ✭❀❦ ✈❦Ñ❢r✮ ❡s❛❪ Ø❡ ✶ ❞� ✁❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r ❣❦sr� ❣❙❪ ❉❀❦s❛❢❞

✏✻✵✧✥✥♦s◗ ✁❦✇✳❦❩✉ ♦s◗ ❝❦♥ ✭✈❋❦❦❩r⑦ ✐✇❥s ✱❞ ♣❉❞❥ ♦s◗ ❝❦♥✮ ♦❣ ✈✐✉� ✐③❦❥❛❢❍❦❞

❢▲❋❦❢r ❡s❛ ✈❦ t❦r❦ ❣❙ ❆ ✱s❧� ❢▲❋❦❢r❀❦s❛ ❡s❛ ❣❡❦❥� ❞❦s❜❩ ✿❢♣ ✉❣�❛ ❣❦s✁� ❆

✈❦✐♦s◗ ✐❢❥♦s✬❦ ❡s❛ ✈✉s❞ ✱s❧s ✈❦❞❦❥ ❣❙❛ ❢t✉❡s❛ ✁❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r ❣❦sr� ❣❙ ✭✈❦Ñ❢r ✶✹✲✶✼✮❆

♠♥❦❣❥✳❦❦❋❦❩❪ t❝ ❞q◆ ✐◗②❦s❛ ❞❦s ❞❦❱rs ❣❙❛❪ r❦s ♠✉♦s◗ ✈✉q✐③▲❋❦ ❞❦❱ ✭❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✮✥✱s❧s
✈❦❞❦❥❦s❛ ♦s◗ ❣❦srs ❣❙ ❛❪ ❢t✉❡s❛ ✁❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r ❣❦sr� ❣❙ ❆ t❝ ✈❦✐ ❜❯❣s❛ ♥s❬❦s ❛✁s r❦s ✈❦✐ ✈❦✬♣❀❩♣❢❞r

❣✡s ✂✟✆s ❣☛❛ ✦✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✼✭✐✮★ ❆

★◗❵ ❑▼✰✻ ❑❇❴✾◗✴ ★✲❣■✸✭✐✮ ✭✐✐✮ ✭✐✐✐✮
✈✁Ñ✂r✥✟✠✡✟✟

✱s✂s ✟❜❩ ✂▼✰✟ ✂❛♦s◗✆✥✭✞✁☎✁✥✞✐✄♥✞✮✥✍✡❤ ❣☛❛❪ ☞✡s ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ✐③♥☎✬✡❩✆ ✟❥✆s ❣ ☛❛ ❆ ✈①✌❤ ❝✡❥
☞❝ ✈✡✐ ☎✟✂❤ ❖❀▲✆ ✂▼✰✟ ✐❥ ❄✡✠✄✉s ☎✉✟✌s❛❪ ✆✡s ✱s✂s ✂▼✰✟ ✂❛♦s◗✆✡s❛ ✟✡s ✐❣♣✡☎✉✱ ✈✡☛❥ ✘✉✟❤
❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ♦s◗ Ø✄✡s❛ ✟✡s ❑✡✆ ✟❤☎☞✱ ✂✈✡Ñ☎✆✥✶✹�✶✂✭✐✐✮✄ ❆

❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ♦s◗ ✟q◆ ✈❯❀ ✘♥✡❣❥✳✡✡s❛ ♦s◗ ❝✡❥s ✄s❛ ✂✡s☎♣✱ ❆ ✐③❘❀s✟ ☎▲❋✡☎✆ ✄s❛❪ ☎✉❊✉☎✌☎❬✡✆
✟❤ ♣♣✡❩ ✟❤☎☞✱ ✪

✭✐✮ ❄✡✠✳✡❩✉ ✟✡ ♦s❛◗♥③ ✭✐✐✮ ❄✡✠✳✡❩✉ ✟✡ ✟✡s✳✡
✭✐✐✐✮ ❄✡✠✳✡❩✉ ☎✟✂ ☎♥✬✡✡ ✄s❛ ☎✟❀✡ ①❀✡ ❣☛ ✭✐✈✮ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ✟✡ Ø✄

♥❤ ❣q❜❩ ✈✡Ñ☎✆❀✡s❛ ♦s◗ ☎✌✱ ✥✂s
✈❛☎✟✆ ➥❝♥q ♦s◗ ✐☎❥✆ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆
✟✡ Ø✄ ❝✆✡❜✱ ✭✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✽✮❆

✈✁Ñ✂r✥✟✠✡✟✻

✈✁Ñ✂r✥✟✠✡✟✒

✐③❀☎✍ ❞❤❢t✱

✭✐✮ ✭✐✐✮ ✭✐✐✐✮



①❢✳❦r✷✾✵✷✾✵✷✾✵✷✾✵✷✾✵

✈✁Ñ✂r✥✟✠✡✟✾

✐③✬✄☎✆✝❤ ✶✹✳✷

✶✳ ☎✉❊✉☎✌☎❬✡✆ ✈✡Ñ☎✆❀✡s❛ ✄s❛ ✂s ☎✟✉ ✈✡Ñ☎✆❀✡s❛ ✄s❛ ✶ ✂s ✈☎✴✟ Ø✄ ✟❤ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ❣☛❭

✭☎✮ ✭❜✮ ✭✝✮ ✭✁✮ ✭✝✮ ✭✆✮
✞✳ ✐③❘❀s✟ ✈✡Ñ☎✆ ♦s◗ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ✟✡ Ø✄ ❝✆✡❜✱ ❆

✭☎✮ ✭❜✮ ✭✝✮ ✭✁✮

✭✝✮ ✭✆✮ ✭✄✮ ✭❤✮
❥❙❢❬❦❞ ❧❡❢❡❢r ✈❦ ❙❥ ❄❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r

✈✡✐ ✈✍✡❤ ✆✟ ✈✉s✟ ✈✡✟✡❥✡s❛ ✈✡☛❥ ✘✉✟❤ ✂✄☎✄☎✆❀✡s❛ ✟✡s ♥s❬✡✆s ✈✡ ❥❣s ❣☛❛ ❆ ✈❝ ✆✟ ✈✡✐✉s❀❣ ✂✄❃ ☎✌❀✡ ❣✡s①✡ ☎✟ ✟q◆ ✈✡✟✡❥✡s❛ ✄s❛ ♦s◗♦✌ ❥☛☎❬✡✟ ✂✄☎✄☎✆ ❣✡s✆❤ ❣☛❪ ✟q◆ ✄s❛ ♦s◗♦✌ ❄✡✠✳✡❩✉
✂✄☎✄☎✆ ❣✡s✆❤ ❣☛ ✆❋✡✡ ✟q◆ ✈✡✟✡❥✡s❛ ✄s❛ ❥☛☎❬✡✟ ✆❋✡✡ ❄✡✠✳✡❩✉ ♥✡s✉✡s❛ ✐③✟✡❥ ✟❤
✂✄☎✄☎✆❀✡→ ❣✡s✆❤ ❣☛❛ ❆
✘♥✡❣❥✳✡✡❋✡❩❪ ✱✟ ♦①❩ ♦s◗ ✈✡✟✡❥ ✟✡s ♥s☎❬✡✱ ✭✈✡Ñ☎✆ ✶✹✲✶✾✮ ❆
❜✂✟❤ ☎✟✆✉❤ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✱→ ❣☛❛ ❭
❉❀✡ ❜✂✄s❛ ✟✡s❜❩ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ❣☛ ❭❀☎♥ ✘Ù✡❥ ❫❣✡→✯ ❣☛❪ ✆✡s ❜✂ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ✟✡ Ø✄ ❉❀✡ ❣☛ ❭
❜✂♦s◗ ❝✡❥s ✄s❛ ✂✡s☎♣✱ ❆✱✟ ♦ ❵Ù✡ ✂❝✂s ✈☎è✡✟ ✐✠✳✡❩ ✂✄☎✄✆ ✈✡Ñ☎✆ ❣☛❪ ❉❀✡s❛☎✟ ❜✂✟✡s
❜✂♦s◗ ♦s❛◗♥③ ♦s◗ ✐☎❥✆ ☎✟✂❤ ✍✡❤ ✟✡s✳✡ ✐❥ ❄✡q✄✡ ✟❥ ♦❣❤ ✈✡Ñ☎✆ ✐③✡■✆ ✟❤ ☞✡ ✂✟✆❤ ❣☛❪ ✈❋✡✡❩✆ ⑦⑦
❜✂✄s❛ ✈✐☎❥☎✄✆ ✿✐ ✂s ✈✉s✟ Ø✄ ✟❤ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ❣☛ ✆❋✡✡ ✂✡❋✡ ❣❤ ❜✂✟❤ ✈✐☎❥☎✄✆ ✂✄☎✄✆
❥s❬✡✡✱→ ❣☛❛ ❆ ♦ ❵Ù✡ ♦s◗ ☎✟✂❤ ✍✡❤ ✐③☎✆✿✐ ✟✡s ♥s☎❬✡✱ ❆ ♦s❛◗♥③ ✂s ❣✡s✟❥ ☞✡✉s ♦✡✌❤ ✐③❘❀s✟ ❥s❬✡✡ ✭✈❋✡✡❩✆ ⑦⑦
✐③❘❀s✟ ❖❀✡✂✮ ✐❥✡♦✆❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ✟❤ ✱✟ ✂✄☎✄☎✆ ❥s❬✡✡ ❣☛ ✆❋✡✡ ♦s❛◗♥③ ♦s◗ ✐☎❥✆ ✐③❘❀s✟ ✟✡s✳✡ ♦s◗
☎✌✱ ❜✂✟❤ ✱✟ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ❣☛ ❆



❧❡❢❡❢r ✷✾✶✷✾✶✷✾✶✷✾✶✷✾✶

✈❛✁③s➈❦� ♦✳❦❩❡❦②❦ ♦s◗ ❞q◆ ✈④❦❥❦s❛ ❡s❛ ✈♥⑦❍❦qr ✱♦❛ ✈❦❞✧❦❩❞ ❧❡❢❡r�❀ ❧❛❥♣✉❦✱→ ✭✞t✞✉✝t✉✞✝✞✮✥❣❙❛ ❆
❢❞✉ ❝▼✰s ✈④❦❥❦s❛ ❡s❛ ♦s◗♦② ✱❞ ❣� ❧❡❢❡r ❥s❬❦❦ ❣❙ ✭t❙❧s✥❊✮❭✥❢❞✉ ❝▼✰s ✈④❦❥❦s❛ ❡s❛ Ø❡ ✷ ❞�

❄❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r ❣❙✥✭t❙❧s ■✮❭
♠✐❥❦s❉r ✐③❞❦❥ ❧s ❧❦s♣rs ❣q✱❪ ✈❦✐ ❢✉❊✉❢②❢❬❦r ❧❦❥✳❦� ❞❦s ❍❦❥✉s ❡s❛ ❧❡❋❦❩ ❣❦s ✐❦✱→✁s✪

♦✳✁❩❡✁②✁ ❥❙✂❬✁❞ ❧❡✂❡r ❥s❬✁✁✈✁s❛ �✁✇✳✁❩✉ ❧❡✂❡r �✁ ✇✳✁ ❩✉ ❧❡ ✂❡ ✂r
❞✁ ✈④✁❥ ❧❡✂❡✂r ❞❤ ❧❛❬❀✁ ❞✁ Ø❡

✁ ✉❣�❛ ✵ ❣❦→ ✷

✂

❣❦→ ❣❦→

❣❦→ ❣❦→

❣❦→

❣❦→

✐③✬✄☎✆✝❤ ✶✹✳✸

✶✳ ❢❞❯❣�❛ ♥❦s ✈❦Ñ❢r❀❦s❛ ♦s◗ ✉❦❡ ❝r❦❜✱❪ ❢t✉❡s❛ ❥❙❢❬❦❞ ❧❡❢❡❢r ✈❦❙❥ Ø❡ ✶ ❧s ✈❢✴❞ ❞� ❄❦✇✳❦❩✉

❧❡❢❡❢r ♥❦s✉❦s❛ ❣� ❣❦s❛ ❆

✞✳ t❣❦→ ❧❛❍❦♦ ❣❦s❪ ❢✉❊✉❢②❢❬❦r ❞� ✱❞ ❥✐✰◗ ✈❦Ñ❢r ❬❦�❛❢♣✱ ✪

✭✐✮ ✱❞ ❢❂❦❍❦qt❪ ❢t❧❡s❛ ❥❙❢❬❦❞ ❧❡❢❡❢r ✈❦❙❥ Ø❡ ✶ ❧s ✈❢✴❞ ❞� ❄❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r ♥❦s✉❦s❛ ❣� ❣❦s❛❆

✭✐✐✮ ✱❞ ❢❂❦❍❦qt❪ ❢t❧❡s❛ ♦s◗♦② ❥❙❢❬❦❞ ❧❡❢❡❢r ✈❦❙❥ Ø❡ ✶ ❧s ✈❢✴❞ ❞� ❄❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r ✉ ❣❦s❆

✭✐✐✐✮ ✱❞ ♣rq❍❦q❩t ❢t❧❡s❛ Ø❡ ✶ ❧s ✈❢✴❞ ❞� ❄❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r ❣❦s❪ ✐❛❥rq ❥❙❢❬❦❞ ❧❡❢❡❢r ✉ ❣❦s❆

✭✐✈✮ ✱❞ ♣rq❍❦q ❩t ❢t❧❡s❛ ♦s◗♦② ❥❙❢❬❦❞ ❧❡❢❡❢r ❣❦s ✈❦❙❥ Ø❡ ✶ ❧s ✈❢✴❞ ❞� ❄❦✇✳❦❩✉

❧❡❢❡❢r ✉ ❣❦s ❆

✸✳ ❀❢♥ ❢❞❧� ✈❦Ñ❢r ❞� ♥❦s ❀❦ ✈❢è❦❞ ❧❡❢❡r ❥s❬❦❦✱→ ❣❦s❛❪ r❦s ❉❀❦ ❀❣ ✈❦♦✬❀❞ ❣❙ ❢❞

♠❧❡s❛ Ø❡ ✶ ❧s ✈❢✴❞ ❞� ❄❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r ❣❦s✁� ❭

✹✳ ❢❥❉r ▲❋❦❦✉❦s❛ ❞❦s ❍❦❢❥✱ ✪

✥✈✁❞✁❥ ♦✁❩ ✈❦❀r ❧❡♣rq❍❦q ❩t ❧❡❝❦❣q ❧❡✧❦▼⑦❍❦qt ♦❵Ù❦ ✈è❦❩♦❵Ù❦

❢❂❦❍❦qt

�✁✇✳✁❩✉ ❞✁ ♦s❛◗♥③

�✁✇✳✁❩✉ ❧❡✂❡✂r
❞✁ Ø❡

�✁✇✳✁❩✉ ❞✁ ❞✁s✳✁

❜❯❣s❛ ❞❤❢t✱
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�✳ ✱s✂s ♣✆q✍✡❩q☞✡s❛ ♦s◗ ✉✡✄ ❝✆✡❜✱❪ ☎☞✉✄s❛ ❥☛☎❬✡✟ ✂✄☎✄☎✆ ✈✡☛❥ Ø✄ ✶ ✂s ✈☎✴✟ ✟❤ ❄✡✠✳✡❩✉

✂✄☎✄☎✆ ♥✡s✉✡s❛ ❣❤ ❣✡s❛ ❆
�✳ ☎✟✂❤ ✈✡Ñ☎✆ ✟✡s ✘✂♦s◗ ♦s❛◗♥③ ♦s◗ ✐☎❥✆ ✻✵✧✥♦s◗ ✟✡s✳✡ ✐❥ ❄✡q✄✡✉s ✐❥❪ ♦❣ ✘✂✟❤ ✐③✡❥❛☎✍✡✟

☎▲❋✡☎✆ ☞☛✂❤ ❣❤ ☎♥❬✡✡❜❩ ♥s✆❤ ❣☛ ❆ ❜✂ ✈✡Ñ☎✆ ♦s◗ ☎✌✱ ✱s✂s ✟✡☛✉✫✂s ✈❯❀ ✟✡s✳✡✡s❛ ♦s◗ ☎✌✱
✍✡❤ ❣✡s ✂✟✆✡ ❣☛ ❭

✼✳ ❉❀✡ ❣✄s❛ ✟✡s❜❩ ✱s✂❤ Ø✄ ✶ ✂s ✈☎✴✟ ✟❤ ❄✡✠✳✡❩✉ ✂✄☎✄☎✆ ✐③✡■✆ ❣✡s ✂✟✆❤ ❣☛❪ ☎☞✂♦s◗ ❄✡✠✳✡❩✉
♦s◗ ✟✡s✳✡ ☎✉❊✉☎✌☎❬✡✆ ❣✡s❛ ❭✭✐✮ ✹✺✧ ✭✐✐✮ ✶ ✂ ✧

❣❡✄s ❉❀☎ ♣♣☎❩ ❞❤ ❭

✶✳ ✱✟ ✈✡Ñ☎✆ ✄s ❥❙❢❬❦❞ ❧✄❢✄❢✁ ✆❝ ❣✡s✆❤ ❣☛❪ ☞❝ ✟✡s❜❩ ✱s✂❤ ❥s❬✡✡ ✐③✡■✆ ✟❤ ☞✡ ✂♦s◗
☎☞✂♦s◗ ✈✉q☎♥✬✡ ✘✂ ✈✡Ñ☎✆ ✟✡s ✄✡s▼✰✉s ✐❥❪ ✘✂♦s◗ ♥✡s✉✡s❛ ✍✡✡① ✐❥▲✐❥ ✂❛✐✡✆❤ ❣✡s ☞✡✱→ ❆

☛✡ ✂✄ ❝❣q✍✡q☞✡s❛ ✄s❛ ❝❥✡❝❥ ✍✡q☞✡✱→ ✈✡☛❥ ❝❥✡❝❥ ✟✡s✳✡ ❣✡s✆s ❣☛❛ ❆ ✘✉✟❤ ✈✉s✟ ✈❋✡✡❩✆⑦ ⑦ ✱✟ ✂s
✈☎è✡✟❪ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✱→ ❣✡s✆❤ ❣☛❛ ❆

✸✡ ✐③❘❀s✟ ✂✄ ❝❣q✍✡q☞ ✟❤ ✘✆✉❤ ❣❤ ✂✄☎✄✆ ❥s❬✡✡✱→ ❣✡s✆❤ ❣☛❛❪ ☎☞✆✉❤ ✘✂✟❤ ✍✡q☞✡✱→ ❣✡s✆❤ ❣☛❛ ❆
✂✄❝❣q✍✡q☞ ❧❡✧❦▼⑦❍❦qt ❧❡✐❛♣❍❦qt ♦✁❩ ❧❡❝❦❣q ❢❂❦❍❦qt

❧❡❢❡r ❥s❬❦❦✈❦s❛ ❞� ❧❛❬❀❦ ✻ ✺ ✹ ✏

✹✳ ♥✐❩✳❦ ✐❥❦♦r❩✉ ❧s ✱s❧� ❧❡❢❡❢r ✐③❦■r ❣❦sr� ❣❙❪ ❢t❧❡s❛ ❝❦✱→✫♥❦✱→ ✈❢❍❦❡q❬❦❦s❛ ❞❦ è❀❦✉ ❥❬❦✉❦

❣❦sr❦ ❣❙ ❆

☎✡ ❄❦✇✳❦❩✉ ❡s❛ ✱❞ ♦▲rq ❞❦s ✱❞ ❢✉❢✬♣r ➥❝♥q ♦s◗ ✐❢❥r ❄❦q❡❦❀❦ t❦r❦ ❣❙ ❆ ❀❣ ❢✉❢✬♣r ➥❝♥q ☎❦✆✝❦ ✞✉

❞❦ ♦s❛◗♥③ ❞❣②❦r❦ ❣❙ ❆ ❢t❧ ❞❦s✳❦ ✐❥ ♦▲rq ❄❦✇❡r� ❣❙❪ ♠❧s ☎❦ ✆✝❦ ✞✉ ❞❦ ❞❦s✝❦ ❞❣rs ❣❙❛ ❆

✈❦è❦s ❀❦ ✈è❦❩ ♣❉❞❥ ❞❦ ✈❋❦❩ ✶✽✵✧ ❞❦ ❄❦✇✳❦❩✉ ❣❙ r❋❦❦ ✱❞✫♣❦❙❋❦❦❜❩ ♣❉❞❥ ❞❦ ✈❋❦❩ ✾✵✧
❞❦ ❄❦✇✳❦❩✉ ❣❙ ❆ ❄❦✇✳❦❩✉ ♥❢④❦✳❦❦♦r❩ ✈❦❙❥ ♦❦❡❦♦r❩ ♥❦s✉❦s ❛ ❣� ❢♥✬❦❦✈❦s❛ ❡s❛ ❣❦s ❧❞r❦ ❣❙ ❆

✻✡ ❀❢♥ ❄❦✇✳❦❩✉ ♦s◗ ❝❦♥❪ ♦▲rq❪ ❢▲❋❦❢r ♦s◗ ✈✉q❧❦❥❪ ✐❣②s t❙❧� ❣� ❢♥❬❦❦❜❩ ♥sr� ❣❙❪ r❦s ❣❡ ❞❣rs

❣❙❛ ❢❞ ♠❧❡s❛ ☎❦✆✝❦ ✞✉ ❧✄❢✄❢✁ ❣❙ ❆

✟✡ ✱❞ ✐✇❥s ♣❉❞❥✥✭✸✻✵✧✥�♦s◗✮✥❡s❛❪ ✱❞ ♦▲rq ❢tr✉� ❝❦❥ ❢▲❋❦❢r ♦s◗ ✈✉q❧❦❥❪ ✐❣②s t❙❧� ❣�s ❢♥❬❦❦❜❩

♥sr� ❣❙❪ ♦❣ ❧❛❬❀❦ ♠❧ ❄❦✇✳❦❩✉ ❧✄❢✄❢✁ ❞❦ Ø✄ ❞❣②❦r� ❣❙ ❆ ♠♥❦❣❥✳❦❦❋❦❩❪ ✱❞ ♦✁❩ ❞� ❄❦✇✳❦❩✉

❧❡❢❡❢r ❞❦ Ø❡ ✹ ❣❙ r❋❦❦ ✱❞ ❧❡❝❦❣q ❢❂❦❍❦qt ❞� ❄❦✇✳❦❩✉ ❧❡❢❡❢r ❞❦ Ø❡ ✆ ❣❙ ❆

✒✡ ❞q◆ ✈❦❞❦❥❦s❛ ❡s❛ ♦s◗♦② ✱❞ ❣� ❧❡❢❡❢r ❥s❬❦❦ ❣❦sr� ❣❙❪ t❙❧s ✈④❦❥✥❊❀✥❞q◆ ❡s❛ ♦s◗♦② ❄❦✇✳❦❩✉

❧❡❢❡❢r ❣� ❣❦sr� ❣❙❪ t❙❧s ✈④❦❥ ✁✥r❋❦❦ ❞q◆ ❡s❛ ♥❦s✉❦s❛ ✐③❞❦❥ ❞� ❧❡❢❡❢r❀❦→ ❣❦sr� ❣❙❛❪ t❙❧s

✈④❦❥ ❍✥❣❙ ❆ ❧❡❢❡❢r ❞❦ ✈è❀❀✉ ❜❧❢②✱ ❡❣❘♦✐✇✳❦❩ ❣❙❪ ❉❀❦s❛❢❞ ❜❧❞❦ ♥❙❢✉❞ t�♦✉ ❡s❛

✈❢è❦❞❦❛✬❦r✪ ✐③❀❦s✁ ❣❦sr❦ ❣❙ r❋❦❦ ❜❧❧s ❍❦� ✈❢è❦❞ ❡❣❘♦ ❜❧ ❞❦❥✳❦ ❣❙ ❢❞ ❀❣ ❣❡s❛ ❧q❛♥❥

✱♦❛ ✈❦❞✧❦❩❞ ❢▼t✰❦❜✉ ✐③♥❦✉ ❞❥ ❧❞r� ❣❙ ❆
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✶

� ��� �� �� �����

� ���� ��� �

� � �� ������� � ����� �� �� ��� ���� ����� ��� �� �� ��

�� � � ����� � ���� � ��� � �� �� � � ����� ���� � �� ��� ���� � ��� ��� �� �� � �� ���� � ��� � � � � ��

(dimensions)�� ���� ��� ������

� ��������� �� ����� ������ �� ������������� ����������� �� ������� ��� ��� � � ������������������� �� �

������������������� ��� � �� ����� ���������� ��� �� � ����������������� ���� ����� ����� ������ �������(common)
��������������� ���� ������������ �� ��� ����� �������� ������������� ���� �������������

�� �� � ��������� � ���� ������ ����������� � ���� ��� ������ �� � ���� ����� �� ��� ������ ����� � ��

� �� ���(three dimensional shapes)�� �� �������

����� ��� ������� ��� ���� ����� ������������� ��� ������ � ���� �� ������������� �� �������� ��������� ����������

� �� ������� ��� �� ����� ���� � �� ��✁✂✄☎✆✝�� ��� � ��

��� �� �� ��� �

(i) (a) ������ (iv) (d) ���� �

(ii) (b) ��� � (v) (e) ������ �

(iii) (c) ��� (vi) (f) ���� ��

� �� �� ✞✺✳✞



�����✷✾✹
��������� ���� �������� �� �� ���� �� ��� ��� �� ���� ����� ����� ���� ����� ��������� ��� � �

�� ����� ���� ����� ����������� �� ��� � ��������� ��� �� �� ��������� ��� ��� � ���� �� ��� �� ������

��� �� ��� ���� �� ������� ����� ��� ���������������� ������� ����(two dimensional)������� ��� ���

� �������� ������� � �� ����� ������ �� �� �������� ������ � ��� ���� ����� ������������� �� �������

���� � ���� �� �������� ����� ����� ���� ������ � ���� ��� �  (� �� ��  15.2):

(i) (a) � ���

(ii) (b) � ���

(iii) (c) � ��

(iv) (d) � �������

(v) (e) �������

� �� �� ✞✺✳�
�� ������ �� �� ������� �������� � ���� ���2-D�� ��������� � ���� ���3-D��� ���� � �������

� � �� ��� �� � ���� ������ ����������

����� ��� ������ ��������������� �� �� ������� ������ � ��������������� ������ �������� ��������� ���� ��� ��������

�������� ������ ����� ������������������������

(i) (ii) (iii)
� �� �� ✞✺✳✁

����� ������ ������� � ����������✭✂❡rt✄❝❡s✮����������� ������� ��� ���������� �� �������������� ��� � ��

�� ��������� ����✭❡❞❣❡s✮�� �� ������������ ����� ���� ���������� �������� ������ ������ � ������

�� � ���� �� � �✭☎✆❝❡s✮�� �� ��������
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������ ������ ������� ��������� ��� � �

� ��� ��✞✺✳✞

����� ��������� � ��������� ����� � ���� �� �������� ���� ��� �������� � ���� �� ������� ������ � ����� �

��� ���� ��� ��� � ���������������������� ���� � � ���������� � ���� ������� ���� �������������

���������������� � � ������ � �������� �����

� ���� ������������ ��������� �������� ��� � ���� ���� ��� �3-D�� �� ������� ���2-D�� �� ������

�� �������� �� �

��� ��� ����� ����� ����� ������ � ���� ���� ����� ����� ��� �� ��� ������� ��������� ��������� ���

���� ���� ����� ������ ��������� ������� �� ������ ������ ���� �� �(net)�� �� ��������

� � �� � ✸�❉�� �� ���� ������ ����� � �� �� �� ��� �

�� ������� ����� ��(box)�� ��� � ���� � ���� ��� ��� �������� ���� �������� ���� ��� ����(flat)����
� ��� � ��� ��� ��� ������ ��� ���� ��� ��� �� ������ �� �2-D�� ����� ���� ���� ����� ������ �����

� ��������� ������ ��(� �� �� �15.4 (i)) �� � ��� ��� �������(� �� �� �15.4 (ii))��������� �� � ����

3-D�� �� �������������� �������(� �� ���15.4 (iii))�

(i) (ii) (iii)
� �� �� ✞✺✳✁

������� ��� �

� �� � �❋✝ 6 4
�� � ����❊✝ 12
�������❱✂ 8 4
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� �� �� ✞✺✳✺

� �� �� ✞✺✳✻

���

(i)
� �� �

(ii)
���� ��

(iii)

������ ������� �������� ����������� ��� ������� ���� �� ������ �� ��

�������� ������������� � ���� ��������� ���� ���� ���� ������ ��

��� ��� ���� �� �� ������� ����������(� �� ��  15.5)���� � ������� �

���� ���� � ���� �����(enlarge)�� ��� ��� � ������� �� ��������

��� ���� ��� ��� ��� ��� ������ �� ��� ���� ���� ������� �

� ������������ ����������� ���� ����(units)�� ���������� ��� � ��

�������������� ���� ����� ���������������(cuboid)�� ���� �� ���� �

�� �3-D�� ���������� ����� ����� ����� ����� ���� ����� � �������� �����

� ���� ��������� ���� ���� ��������� ����� ���� ������ ��� �� ��������� ��� � ������� (� �� ��  15.6)�
������������ � �� ������ � ��� �� ��� ������������ � ��

�������������������� �� ����� �������� ��������� ������� �

�� ������ ��� ���� ��� ������ ����� �� ����� ����� ������

� ������ �������� �������  (� �� ��  15.7) �������� ������ �

�� �����3-D�� �� ������� ���������� ������� �� ��� � ��� ��

����� � �� ��� �� ��� ����� � �� �� � ���� ������ � ��

��� �����(clips) � ������ �� ��� �� ������� ������� �����������

� ���� � �������

� �� �� ✞✺✳�
�� ��� (Great Pyramid)�(� �� ��  15.8) � ������ ���� ��

������ � �� ����� ������� �� �������� ������� �� ��� � ���������� ������� � �� ��� �� ����� �� ��

��������� ���������� �� �������������� ����������������������� ������ ������������ �� ��� �� ��������

� ���� ������� � �� ��� ����� � �������

.
� �� �� ✞✺✳✽ � �� �� ✞✺✳✾
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������ ���� ���� �� ����� ��������������� (� �� ��  15.10)���� �� ������ � �(tetrahedron)������
� ����� ������ ���� ������� �� �� ����������������� ������ ������� ���� ��� � ��������� ��� ���� �

� �� ����� ��� ������ � ����� � ������

� �� �� ✞✺✳✞�
������ � ��� � ��

✶✁ ���� �� ����� ������ ������� �� ���������� �� ���� ����������� �������� � ������������ �� ����� ��

����� ��� ���� ����� ��� ����� ������� �� ��� �� :

(i) (ii) (iii)

(iv) (v) (vi)
✷✁ ��� ��(dice)���� ������������������� �� ��������� ���� � ���������(dots)�� ��� ���������������

��� ��� ���� �� ������� � �������� ��� ������� ����� ��� ����� ����� �������� ��� ������������

��������� ������������ ���������� ����� �������� �� ������ ����������������� �� ���� ����� ����� ����

�� ���� ��� �������� ����� ��������������

������������������� ���� ��� ���� �� ������� � ����� ��� ����� ����� �������� ��� ��

����������������������������������� ��������� ���� �

��� �� �� ��� �



�����✷✾✽
✸✁ ���������� ���� ��� ���� �� �� ������ � �������� ���������� ��������� ��� � �

✹✁ ������� ������������ ����� ����� �� � ����� �� �����

���������� � ���� � �� ��� � ������� �������� �� ������ �

������ ��� � �������������� ������ �������� � ������

������������ �� �� �� ����� ������� � ������������������

����� �������� ����� ������� ���� ����� ���� �� �������� ��

�� ���� ���� ����� ��� �� � ���������� ��� � ��������

✺✁ � �� ����� �������������� ����� ���� � ���� ��� � �

(a) (i)

(b) (ii)

(c) (iii)

(d) (iv)

� �� ���� � ����� � �

� ��� � ����� ��� ���� �������������� �������� � �� ����� ������� � ���� ���� ���� � ������� ����

3-D�� �� ���������� ����� ���� �� �� ������������ ��� ���� ����������� � ������� ������� ��

���� �����3-D�� �� ���� �������� ������������� ��������� �������

� � �� ��� � �� � �� �� ��� �� ��� ��� ����� �������� ��

� ��� ������ ����������� �� �� ��� ��� ����� ����� �� �� ���� �������� �����������������������

� ���� ��� ��� � ����������� �������� ������������ �� ������� � ��������������������� ���������� ����

������ ��� ��� ������� ����� ��������� ��� �������� ����������

✶�✳✁✳✶���� � �� �� ��� �� � �� � ��� ��

������� ������ ���� ���������� (� �� ��  15.11) ��� ���� ��� �� ���� ��������� �� ������ � ���������

����� � �������� ��� ������ ��� �������������� ����� � ���� ��� ���� � ����� ����������������������� �� �� ✞✺✳✞✞

1    2
3     4

5    6



���� �� �� ������� ���� ���� ✷✾✾
����� ������� ��� ���� ���� ���������������������� ��� ������ ������������������� ��������������

� ��������� ���� ��� ���������� ������ ����������� � ������ �� ����� ���� ���� � ���� �� ����

� ����� ����� ���(oblique sketch)�� �� ��������� ������ ���� ����� � ���� �������� �� � �������

� ������ � ���� ��� �� ���� ������� ��������� ������ ��� ����� �� ����� ����������� ����������� ��

� �� ����������� ����� ���� ���� ���� ��

� ��������� ���������� ���� ���� ���� ��

����� �� � ��������� ������  3 × 3 × 3 � ���� ������ ��� ������ ���� �������� � � �������� ��� ����

���� ������������� ���� ��������� ����(� �� ��  15.12)�

� �� �✞ � �� ��✷
� �� ��� � ����� � � � ����� � � �� ���� ��� ��� � �� �� � �� �� ����� � � � ����� � �

��� � ����� ���� ��� � ��� ��� ������ ��� � �

������� � � �� ���� ������ � ����� ��� � ���� ���

�� �� � ��� ��� ��� ��� ��� � �� � �

� �� ��✁ � �� ��✁
� �� ��� ������� � ����� � ��� �� ���� �� � �� �������� ����� � �� �� ���� ��

�� ���� ����� ��� ���� � ����� ��� �� ���� � �� �����

� ����� � �� � � �� � ��������� ����������� ��

� � �� �������� ��� ��� ���� �

� �� �� ✞✺✳✞✷
������������� ��� ���� ��������� ��������� ������������� �����������������

(i) � �� ���� ������ � �� ������ � ���� �� ������� � �� ���� ���� � ������������

(ii) ����� ����� ������ ��� ������������������� ���� ������������������������� ������������ ������ ��

����������� �� ������� ���



�����✸✵✵

� ��� ����� ��������� ������� ��� ���������� ������� �� ��� � �������������������� �������

� ������� � �� �������

�� �� ����� � ������ ���� ������������ �� � ���������� �� ���� �������� ������������������ �� ���� �����

� ��� � ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ����� ��� �� � ���� � ��� �� �� �� ��� �� � ��� �� � ��

� �� ��� ������������ � ���� ����� ������(isometric sheet)�� �������� �������������� �� �

������� ���������� ������ ��� �� � ����� ������������ ���������������� �������

� ���������� � � ��� ������4 cm��� ��� �����3 cm � ����� �� ����3 cm����

✶�✳✁✳✷��� � � ���� � �� ��

����� ������� �� � ����� ������� �������������������� � ���� ����������(sample)��� ������ �� ��

� ���� ��������������� ���� ���� �������� ���������� ��

����� ������������ ������������� ����� �������� ��������������� �������� ���� ����� ���� �� ���� ���������������

� �������������� �������������� ���������� ��� � ����� ���������� ���������� ��� � �������

� ������ � �� ��� 4 × 3 × 3 � �� ���� ����������� � � ��� ��������� ��� � ��� �������� ��� ������ ���

���� ����� � ���� ����� � ������ �� �������� �� ������ �� �� �� � ����� � �� ��������� � �������� � ���

(� �� ��  15.13)�

� �� �� ✞✺✳✞✁
��������� ���� ��� �� � ����� ��� ���� ����� ������� ����������� �������� �� ����������� ������� ��

������������ ��� ������ ��� ���� ���������� ������ ����������������

� � �� ����� ����� �� � �� ������� � �� �� � ����� � �� ��� ��� �� ��

(� �� ��  15.14 (i))���� ��� ���� �� �� � ���� ����� �� �

�� �� � ����� ��� ��������� � �

� � �� � ���� �� �� �� 15.14 (ii)�� ����� �������� �� ���������

����������������� ���� ��� � ���� ���� ������� ���� ��� ��

�� �������� ���������� �� �� ✞✺✳✞✁ (i) � �� �� ✞✺✳✞✁ (ii)

� �� �✞
� �� ��� � �� �� ��� � � �������

� ����� � �4 × 3�� �����
� ��� � �� �� ��� ����� � �

� �� �✷
� �� ��� ��� � ������� ������� � �

� �� ���� ���� ���� � �� �

����� ��� ��� �� ����� � �

� �� �✁
� �� ��� �� � ������� � ��� � �� ���

��� ��� ��� ����� ���� � ��� �

� �� �✁
� � �������� � ��� �

� � ����� ��� ��� � ��



���� �� �� ������� ���� ���� ✸✵✶

� �����(i) � ������ (ii) � ��� ������ ����  (iii) ���� ����� ��� � �������� � � ���� ������� �� ������ ���

�� ������� ������������������� ��� ���� ���������������� �������� ��� �� ��� ������

������ � ��� � ��

✶✁ �� �� � ����� ������� ��� ��

� ���� �� � ����� ��� ��������� � �

� �� �� ✞✺✳✞✺ (i)-(iv)
✷✁ �� � ���������� �� �� � ������cm� ��cm�� ���� ��cm������ �� �������� � ������� �����������

� � ����� ��� ��������� � �

✸✁ ��cm��� �������� �� �������������� ���������� ���� �������������� ���������������������

�� ��������� ���� ������ �� ��� ���� �� � ����� ��� ��������� � �

✹✁ ������ ������ � ����� �� �� ������� ���� �������� �� ����� ����� ������ ��� ��������� � �

(i)

(iii)

(ii)

(iv)



�����✸✵✷

������� ��� �

�� � ��

����� ���

��� �� �� ��� �

✺✁ ������ ������ ���� �������� �� ����� ���  (i) �� ������ ��� ���� ����(ii) �� �� ������ ��� ��������� � �

(a) ��cm����cm�� ������cm��� ��� ������� ���� �������������� ��� ���� ���� ����������

(b) ��cm�� ������ ������ �� ���� ���� �

�� ������ �� ���� ���� ������ �� � ����� ������� �������� ����� ����� ������ ��������������

�� � �� ����� ���������������������� �� � �������

✶�✳✁✳✸��� ��� � � �� �� ���� � �� �� ����

� ����� ����� ��� ���� ������ ������ �� �������� �� ������� ���������������������� ���� �

� ��� �� ��� ��������� ���� ��� ���������� �������� ��� �������������������������

������ ��� ��� ��� � �������� ������������� ������ ���� �������� ��� � ��� ���� ���

� ������� �� ��� � ����������� ��� ��� ���� ��� ����� �� ���� ����� ����� ����������� ��

������ ������� ������ ����� ���� �������� � ������ �� ��� ��� �������������������

� �� ��� ✞✺✳✞✻
� ��� ������ ��� �������������� �� ���������� ����������� ��� ������ ������� ��� � ��� ��� ���

�� ���� ������ ���� �� ���� � ��� ��� ���� ������ ������ ����� ��� ���� ��� ����� � ��������������� ���

���������������������

���� ��� ��� � ������ �� ������� ��� ���� � ������ �������� ����� ���� � ���������� � ��� ����

�� �������  (� �� ��  15.17) �

(i) (iii)(ii)

� �� ��� ✞✺✳✞�
(i) (iii)(ii)



���� �� �� ������� ���� ���� ✸✵✸

2 cm 2 cm
L

2 cm = H

2 cm = B

� �� ���✞✺✳✞✽

� �� �� ✞✺✳✞✾

� �� �� ✞✺✳✷�

�� ���� ���� ���� ����� ���������� ���� ������������ ���� ��� ��� ������ ��������

� ���� ��� ��� ���� ��������������������� ��������� ����� ������� ��� ���� ���� � ��

������ ��� ��������� ��� �������� ��� ������ �������� ������������� �

� � �� ����� ������cm × ��cm × ��cm���� �� ����� �� �������������� ���������� ��

� �������� ��������������� ���������� ���� � �������������� �

� � � �� ��� �� ��������� � ������� (� �� ��  15.18) � ���������� �������� �������� ���

��������� ��� � �� ����������� ���� ��� ��������� � � ���� ��� �������������2 + 2 =
4 cm������ ���������������� ��� ��� �����=���cm����� �������� ��������=���cm����

✶✁ ������� ����� ���� �� ���� ����������� �������������� ���� �������������������� �������� � ��

������ ������� �������� � ���������� �������� � �������� ��� ������� ����� ���������������� �

(a) 5 + 6 (b) 4 + 3
������������� ��� ���������� ��������� � �������� ��� ��� ����� ����� �������� ����������������

✷✁ ��cm��� �������� �� �������������� ���������� ���� ��������������� ���������������������

�� ��������� ���� ������ ��� ���������� ������� �� ��� ��� ������������ ��� � ��� ������

� ��� ������ �������� ������������� � ������

� � �� ���� � �� � ��� � � ��� �� ����� � ���� ���� � ��� � �� �� �

� ����� ���� ����� � ���� ������ ��� �3-D�� ����� ����� ����� ����� �������� �� ������ ��������� �

� � ������

✶�✳�✳✶ �� � ��� ����� ���� ���� ��� ���� ��� �� ������ ��� ��� ��� ���� � ���� �� ����� � ��

� �� �

� �� � ��� � ����� �� �� ����

������� �� �� ������ (bread)������������(� �� ��  15.20)������ ���� ���� �� ���� �� ����

�������� �� ������� ���� �� ���� ���� � ������ � ���� ��� � �

� ��� ����� ������ ��� ��� ��� ��� ��������������� ��� ���� ��� ���� � �������������� ���������� �� �

� �� ���������� ��������������������� ���� ����� �������� ���� � ��� ����������� ��� ���� � �� ��

� �� �������� ���� �� ��������� ���(cross section)�� ���������������������������� ����� ��������� ��

� ������� �� ������������������������ ��� ������ ��������� ��������� ��� �������������������� ��� ��

�� �������� ��������� ��������������� ��������� � ��������� ���� ���� � ��� ��� ��������������� ��������� ��

� ������ �� ���� ��� �� �� ������������ ����� ���������������

��� �� �� ��� �



�����✸✵✹
�� � �� ������ ���

����� ������ ��� ������ ���� ��������� ���� ���� �� ������������������������ ���������� ������ ����� ���

� ��� �� �� � ���� � ���� ���� �� ������ ��� � ����� � ��� ������� ����� � ��� ����� � ��� � ����� � � �� �����

� ��������� ���� ���� �� ������� ������� ������� ��� �

�� �� ����� �

������ ��������� ����� ����� � ��������� ����� �� ���� � ����� ���� ��� � �(models)��������������� ��

���� ��� ����� ������ �� ��� ��� ���� �� � ���������������� ��������� ������ � ��������(rough)��� ��

������ � ��� ��������� ���� ��������� ������ ������� ���� �

� �� �� ✞✺✳✷✞
������ � ��� � ��

✶✁ � ��� ���� ���� ��� ��������� �������������������� ��� ��������� ��������� ����� ��

(i) ���� ��� ��� �� � ��� ��� (ii) ������ �� ��� ��� ���������

(a) �� ���� (b) �� ����� � � �� (c) �� ���� �

(d) �� ���� ��� ������� (e) �� �� ��� � �� ����� ��

✶�✳�✳✷��� � �� �� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� ��� �

� � �� �� �� ����

���� � � ����� ����� ���� ��� � ���� �������� � ���� ���� ����� ������� � ���� �� ������� ���� ��� ��������

� ��� � �������� ��������� ���� �� ������� ������������������

����� ������ ������ �� �������� �(shadow play)���������������� ���� ���� ��� ������ ����

�� � � ���� ���������� �� �� �������� ����� ���� ���� ��� ������ ���� �� ������� ����� ��

���� ��� ������������� ��� ���� � �������� �� � ���� ����� �� � ��������� � �

� � � ������ ����� ��� ��� �� �������� ��� ������������������

� ��� ����� ��� ��� � ���� ����� ����� ���� ����� ���� ����������� ���

���� �� �� ������� ��� �� ��� �������� �������� ��� ������ ��� �� ��� ����

����� �����(overhead projector)��������� ���� �� ��� ����� ��� � �����

������� ������� ������� �� ��� � ����� ����� ���� ������ �� �� ����� ���� ��� ����� ���

� ��� � ��������������� � ���� ���� ��� ����������������� �� ��������� �

���� ������� � �� ����� �� �������� � ��� ����� ���� ������ � ��������

����� ����� ����� �� �������� ���� �������������� ������ ������ ��� ���� �� �������������

� ��� ����� � ���� ���� ��� ��������������� �

� �� �� ✞✺✳✷✷

� �� �� ✞✺✳✷✁

(i)



���� �� �� ������� ���� ���� ✸✵✺

(ii) (iii)

��� ����� ���� ������ ���� �������������������������� �� ����� ���� ������������������ ���� �� ��������

� ��� � ��������� ������� ���� ����� ���� �� ������������ ������������ ��������� ����� ��� ������ ��� � �

������� �� ����� ������ � �������������� ���������

�� � ��� ���� ���� ������ ������ ��� �� ������������� �� ����� ���� ���� ������� ��� ������� ��� ������

���� ���� �������������� ��� ���� � ��� ������ � ������ ������������� ��� �� ���������� ����������

��������� ��� ����� � ��� ����� ��� ������������������

�������� ������ ������� ���� ����������

(a)   ������ �� ��������� ��� (b) � ���� ��

� �� �� ✞✺✳✷✁ (i) - (iii)
� ����� �������������� ������������� ���� � ������ ���� ��� ����� ���� ����� ��� ������ ��� � �

������ � ��� � ��

✶✁ ������ ��������� ����� ������ �������� �� � ������ ������������������������� ��������� ��

������� ����� ���� �� ���� ����� � ����� ���� �� ����� ���� �������� ��������� � �������

� ��� � ������ ��� ����������� ����� ������� �� ����� �������������������

� � �� ��� � � � � �� ��� ��� ���� � � � �����

(i) (ii) (iii)
✷✁ ������ ����3-D�� ���� ����� ��� ������������������ ����������� �� ��� ���� ������ ������ ���� ���������

� ���� ������������ ������� ��������� ������ ����������� �� ����� ���� � ���� �� ������ �� ����� ��

� ��� � ������ ����� �� ��� �� � ������������ ��������

� � �� ��� � � �� � � � � � ������� � � �� �� �

(i) (ii) (iii) (iv)



�����✸✵✻

✸✁ � ��� �� ��� ���� ��������� ����� �������

(i) �� ������� �� ����� ���� �� ���� ��� �������� � ������

(ii) �� ������� ���� ����� �� ���� �� ���� ��� �������� � ������

✶�✳�✳✸ � � � ��� ��� �� �� � � �� ��� �� � �� � ��� �� ������ � ��� � � ������ � ��� �� � � �� �� � ���

�� ������ � ��������� �� � ����� � ��

� ����������������� � ��� ����� ����� � ���� �� ���� ������� � ���� �� ��������� ���� ������� � �������

� �������� � ��� ���������� ������� ���� ������� ������� � ����(� �� ��  15.25)�

� �� �� ✞✺✳✷✺
�������� ��������������� ������������ � � ���� ������������� ���� ��� ����� ������������������ �

� � ����� (� �� ��  15.26)�

��� � � �� ���� �� ���� ���� ������ � ����� �� ����

� �� �� ✞✺✳✷✻
� ������������������ ���� ��� ����� ������� �� �������� ����� ������� ��� � �������

� �� ���✞✺✳✷�
�������� ����� �� �������� ������ �������� ����������������� ������������ ����� ������� ����� ��

� ��������� ��� ����� ���������� ��������� ��� ��

� �� ���� ������ ���� ������ � ����� ������



���� �� �� ������� ���� ���� ✸✵✼

����� �� �� ��� �

✶✁ ������ ����� �� ����� ���������������������� ����������������������� ����� �� ����� ��� ���

������ ����� �� ���� ���� �������� ����������� ����� ���� ��� � �

� ��� � � � ���� ���

(1) (2) (3)

✷✁ ��� ������������ ����� �� ������������� ��� �� ������� ���� ��������������� ������������ � �

(i) (ii) (iii)



�����✸✵✽

�� ����� �� � � ���� � �

✶✁ � ������ ����� ������ ������ �� ����������� �� � �� �� �� �������� ��������������������������������

���� ������ ������� ���� ���������� � �� ��� �� �� ������� ���������������

✷✁ � � �� �� �� �������� �������� � ������ �������� ���✷✷���������������������� �� �� ������� �����

�� � ������ �������� ���✸✷�������������

✸✁ ���� �� �� ���� ���� ������� � ������������� � ������� ���� ������������ ��� � ����� ���������� ���������

�� � ���� ����������� � ���� �� � �� �� ���� ����

✹✁ ���� �� ���� �� �� ������� � �� ����� ����� ���� ������ ������� ��������������� � ��� ��� �� ��� �

���� ������������ ���������� �������� �� ���� ��� ���� ���� ���� �� ������ � �������

✺✁ � ����� � �� ��� ������� �� �� ������� ���� �������������� �� ��� �� �

�� ��� ��✸✷��� ��� �� �� ✷✷����� � ���� ���� ����

✻✁ �� ����� �� ���������� ���� ����� ���������� ���� ����

(a) �� ���� �� ��� ������ � � ���� ��������� � ���������������������������������������� �� �����

� ��������� ���� ����� ��� ������� ��� ����������� ����������

(b) �� �� � � ���� ��� ���� ����� �� � ����� ������� ��� ��

�� ������������ ������ �� ���� ���� ������������������ � ������ �� ����� �� � ����� ��� ��

� ���� ���������� ���� � �������������� �������

✼✁ � ��� �� �� ������� ���� �������� ������������������ ����� ������ ��� ������� �� �� ���� ����� ��

��������������������� ����� ���� �

✽✁ �� ����� �� ����� ��������������� ���� ��� ��� �� ������ ��������� ��� � ������

(a) �� ��� �� ��������� ���������� �� ���� ���� ����� ���� �� ���� � ���� ������� �� ����

� ��� ������ �� ������������ �������

(b) �� �� ����� �� ��������� ��� �3-D � �� ���� ���� �2-D � ����������� �� �

(c) ��� ����� �� ��������� ����� �� �� ���� ����� ������� ��������� ��������� �������������� �� ��

� ��� �� ���� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� ����� � ��� ��� ��� ��� ����� �� �� ���� ��������� ��

������ �� � �� ��� ����������� ��� � �������


